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代数多様体の有理性の問題

佐賀大学岡田拓三＊

Takuzo Okada 

Saga University 

1 代数多様体の有理性問題

代数多様体は，射影空間と双有理同値になるときに有理的であるという．代数多様体の

有理性に関する問題をいくつか提示したい．本項では明示的に断らない限り基礎体は複

素数体とする．

「単有理的な代数曲線は有理的である」という Liirothの定理は， Castelnuovoにより

曲面の場合に拡張され， 「単有理的な代数曲面は有理的である」ことが示された．更なる

高次元への拡張可能性を問う Liiroth問題の成否は，少なからぬ研究者を惹きつけ，有理

性に関する研究を牽引してきた

Liiroth問題単有理的な代数多様体は有理的か．

この Liiroth問題自体は 1970年台初頭に反例の存在が知られており，有理性に関する

研究は現在では更に詳細なものが展開されている．その重要性に鑑み，それらの反例を構

成手法とともに簡略に紹介する．

■3次整係数コホモロジーの捩れ部分 (Artin-Mumford) Artin-Mumford [2]は， 3次

整係数コホモロジ一群の捩れ部分が非特異射影多様体の間の双有理不変量であること，

及び非特異有理多様体に対してその捩れ部分が消滅することを示した．さらに，単有理的

な3次元非特異多様体 XAMでTorsH3(XAM,Z)-=J 0となるものを構成し， Liiroth問

題の反例を与えた XAMは （特定の位置にある） 10点で通常 2重点をもつ 4次超曲面

SC  IP'3で分岐する IP'3の2重被覆 V→野を，その 10点の特異点で爆発して得られる

多様体である．

■中間」acobi多様体 (Clemens-Griffiths) Clemens-Griffiths [5]は，非特異 3次元 3

次超曲面 X = X3 C IP'4の中間 Jacobi多様体 J(X)= H叫X)／炉(X,Z)が，曲線の

Jacobi多様体の直和と同型にならないことを示すことにより， X の非有理性を示した
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任意次元の非特異 3次超曲面は単有理的である ([20]）ため，これも Liiroth問題の反例

を与える．

■自己双有理写像群 (lskovskikh-Manin) Iskovskikh-Manin [14]は，双有理不変量で

ある自己双有理写像群に着目した非特異 3次元 4次超曲面 X4C lP4の自己双有理写

像群が自己同型群と一致し有限群となることを示し， X4の非有理性を導いた．一部の非

特異 3次元 4次超曲面が単有理的であることが知られていたため，これも Liiroth問題

の反例を与える．この議論は後に双有理（超）剛性の理論へと発展していった（第 5節

参照）．

上記 3件の研究の後，それらの手法を拡張する形で，様々な代数多様体の（非）有

理性を調べる研究が行われた 1995年には，正標数還元手法を用いる Kollar[19]に

よる新しい手法が導入され，研究の輻が広まった．さらに最近になって， Voisin[33], 

Colliot-Thelene-Pirutka [7], Totaro [31], Schreieder [29]らにより，対角分解や普遍的

CH。自明性といっだ性質の特殊化を用いた強力な手法が導入・展開され，有理性の研究

が大きく前進しているところである．この辺りで序文を終え，次節から問題を提示してい

くことにする．

本稿では，高々端末特異点しか持たない Q分解的な正規射影多様体でその反標準因子

が豊富であるようなものをファノ多様体という．

2 有理性とその類似概念との関係

有理性にはいくつかの類似概念が存在する．それらを整理・比較する中で間題を提示

したい．

定義 2.1.n次元代数多様体 X に対して，次の通り有理性に関連する諸概念が定義さ

れる．

• X x戸が有理的となるような整数 m 2: 0が存在するときに， X は安定有理的で

あるという．

•支配的有理写像 lP'n ＿→ X が存在するときに， X は単有理的であるという．

•X の一般の 2 点を通る有理性曲線が存在するときに， X は有理連結的であると

しヽう．

• n -l次元の多様体 Y及び支配的有理写像 yX lP'1 ---t Xが存在するときに， X

は単線織的であるという．

上記の性質たち及びファノ多様体との関係性を下図にまとめておく．ファノ多様体の

有理連結性は [34]による．
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ァノ多様体

』
有理的~ ヽ•有理連結的 ，・単線織的
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2.1 単有理性 vs.有理連結性

3次元以上においては， 「単有理的====}有理連結的」の逆は成立しないと信じられて

いるが，現在未解決である．有理連結性は双有理分類上の振る舞いもよく，その判定も容

易であるが，単有理性の判定（特にその非自明な必要条件の構築）が困難である．

問題 1(＊＊＊）．単有理的でない有理連結多様体を提示せよ．

上記の問題の主要な候補として次を提示しておく． n次元非特異 d次超曲面 VdC 

pn+lは， d:=;n+lの場合はファノ多様体なので，特に有理連結的である．

問題 2(***)・ n次元非特異 n+l次超曲面 Vn+lC pn+lで単有理的でないものを見つ

けよ．

2.2 安定有理性 vs.単有理性

「安定有理的==}単有理的」の逆が成立しないことは，例えば次の結果により従う．

定理 2.2(Voisin [33]）．十分一般の非特異 4次曲面 SClP3で分岐する jp3の2重被覆

は，安定有理的でない単有理多様体である．

ここで，十分一般な対象とは，パラメーター空間において高々可算無限個の真閉部分集

合の和集合の補集合に属する対象のことをいう．非安定有理性の結果は次も有名である．

定理 2.3(Schreieder [29]). n 2'. 3, d 2'. 2 + log2 nを整数とする．このとき，十分一般

なn次元非特異 d次超曲面 XdC pn+lしま安定有理的でない．

2.3 有理性 vs.安定有理性

「有理的==}安定有理的」の逆が成立しないことは次の結果により従う．

定理 2.4(Beauville-Colliot-Thelとne-Sansuc-Swinnerton-Dyer[3], Shepherd-Barron 
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[30]）．多項式p(t),q(t) E C[t]に対して，

P(x, t) :=企＋p(t)x+ q(t) E C[x, t] 

と定め， P(x,t)は既約多項式であると仮定するまた，判別式 6(t):= 4p(t)3 + 27q(t)2 
の次数が 5以上と仮定する．このとき，アフィン超曲面

V := {y2 -5(t)召＝ P(x,t)} Cば

は安定有理的であるが有理的でない．また， VX lP'2は有理的である．

これに関連して次の問題を提示しておく．下記の (2),(3)は幾分趣味的な問題である

が，素朴に湧き起こる問題だと思うので今回提示することにする．

問題 3(** ~ ***)・ (1)（＊＊）非有理的な安定有理多様体の他の例を提示せよ．

(2) (***)定理 2.4のVに対して， Vx炉の（非）有理性を判定せよ．

(3) (***)Xx lP'1が有理的かつ Xが非有理的な Xが存在するか．

2.4 有理連結性の特徴付けーMumford予想

X を非特異射影多様体とする．コホモロジーの消滅による有理連結性や単線職性の特

徴付けである次の予想は有名である．

予想 2.5(Mumford予想）．次は同値である．

(l) Xは有理連結的である．

(2) 任意の m~ 1に対して， H0(x,(Ol)Rm) = 0となる．

予想 2.6（単線職予想 (or非消滅予想））．次は同値である．

(l) Xは単線職的である．

(2) 任意の m~ 1に対して， H0(X,mKx) = 0. 

上記の 2つの予想において， 「（1)====} (2)」が成立することは知られているまた， 3

次元（以下）においては両予想ともに解決済みである ([21,Section 3]参照）．

問題 4(** ~ ***)・ Mumford予想（や単線職予想）を部分的にでも解決せよ．

「部分的」な解決について既知の結果を一つ紹介して本節を終えたいと思う．予想 2.5

における， 「（2)====} (1)」を示すことが目標であるが，（1)を予想 2.6の（1)に弱めた次

の予想がある．

予想 2.7.非特異射影多様体 X の標準因子 Kxが擬有効である（つまり X は単線職で

ない）とするこのとき， Ho(x,(Ol)®m) ヂ 0 となる m~ 1が存在する．
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これに関して次の結果が知られている．

定理 2.8(Lazic-Peternell [23]). (1) dimX = nの場合の予想 2.7が成立すること

と， dimX=nの場合の Mumford予想が成立することは同値である．

(2) dimX = 4かつ v(X,Kx)=J 2の場合に予想 2.7は正しい

ここに， v(X,Kx)は擬有効因子 Kxの数値次元と呼ばれるものである（例えば [23,

Definition 2.1]参照）．

3 有理性の族における挙動

有理性の族における挙動について議論する．本節においては，¢:X→Bを射影多様

体の間の平坦射とし， X/Bを族と呼ぶことにする．射¢がsmoothの時に， X/Bを滑ら

かな族という．

有理連結性が，滑らかな族において良く振る舞うことは，次の通り知られている．

¢:X→Bの有理連結軌跡を

BRc := {b EB Iふ:=¢―l(b)は有理連結的｝

と定める．このとき，滑らかな族 X/Bに対して， BRc-/-0であれば BRc= Bである

([21]参照）．

有理性の挙動について考えるために，有理軌跡

Brat:= { b EB|品は有理的｝

を導入しておく．一般に，族 X/Bに対して， Bratが高々可算無限個の Bの局所閉集合

の和集合になっていることが知られている ([10,Proposition 2.3])．ここに現れる「局

所閉集合」が「閉集合」であるか否か，つまり，有理性が特殊化で閉じているか否か，に

ついての結果を紹介する．

定理 3.1(de Fernex-Fusi [10], Kontsevich-Tschinkel [18]）．滑らかな族 X/Bに対し

て， Bratは高々可算無限個の Bの閉集合の和集合である．

これにより，滑らかな族 X/Bに対して，その十分一般メンバーが非有理的であること

と，非有理的メンバーが 1つ存在することは同値であることがわかる．

注意 3.2.族の滑らかさに関する条件をなくすと定理 3.1は成立しない．具体的には，穏

やかな特異点である端末特異点を持つ (4次元以上の）多様体の族で反例が知られてい

る ([32],[27]参照）．

定理 3.1により，有理性が開条件でないことがわかったが，閉条件については（わずか

な）希望が残る．しかしながら，次の結果により閉条件であることが (4次元以上におい
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て）否定される．

定理 3.3(Hassett-Pirutka-Tschinkel [12]). n 2 4とする． n次元射影多様体の滑らか

な族 X/Bで， 0-/Brat~ Bであり，さらに Bratが閉集合でないものが存在する．

注意 3.2や定理 3.3は全て 4次元以上における結果である．高々対数端末特異点を持

つ 3次元射影多様体の族に関して定理3.1の結論が成立することが知られているなど， 3

次元における有理性の挙動についてはやや特殊性を垣閻見ることができる．そこで次の

問悶を提示しておく．

問題 5(** ~ ***)-3次元射影多様体の滑らかな族 X/Bで， 0-/Brat~ Bとなるもの

が存在するか．さらに， Bratが閉集合でないものが存在するか．

4 個別の多様体の有理性

4.1 3次元非特異ファノ多様体の有理性問題

3次元非特異ファノ多様体は分類されており， 105変形族からなることが知られている

([13], [25]参照）．これらの有理性判定は次の通りほぼ完成している（詳細については，

[15]参照）．

•特定の 87 族に属する任意のメンバーは有理的である．

•特定の 16 族に属する任意のメンバーは非有理的である．

•残る 2 族の一般(= Zariski general)メンバーは非有理的である．この 2族とは

次の通りである：

-(2,3)型の完全交叉 X2,3C lP'瓦

ーファノ指数 1,-Kえ＝ 10の3次元非特異ファノ多様体X.

次が解決すれば 3次元非特異ファノ多様体の有理性問題が完全解決される．

問題 6(＊＊＊）．上記 2族の全メンバーの有理性を判定せよ．

(2,3)型の完全交叉 X2,3C戸については，第 5.2節で触れることとする．

4.2 射影空間の有理的非特異超曲面の存在

射影空間の非特異超曲面について考察する．それらの非有理性を論じることが主要問

題であるが，その前に有理的なものの存在についての問題を提示しておく．

n 2 3とする．非特異 2次超曲面 X2C ]P'n+lが有理的であることは容易にわかる． 3

次超曲面について考える． n=2mを偶数とし，非特異 3次超曲面 x3C ]P'n+l = lP'2m+l 
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で， JP>2m+lの交わらない 2つの m次元線型空間部分空間を含むものを考える． 2つの線

型部分空間（竺 IP'm)からそれぞれ点をとり，その 2点を通る直線と X3の第 3の交点を

対応させることで，双有理写像

IP'm XIP'm —• X3 

を得る．よって，このような（特殊な） X叶ま有理的である．奇数次元の非特異 3次超曲面

で有理的なものの存在は知られていない．また， 4次以上の場合も全く知られていない．

問題 7(***). n 2 3を奇数とする．非特異 3次超曲面 X3C jp>n+lで有理的なものが存

在するか

問題 8(＊＊＊）．次数 d~4 の非特異超曲面 Xd C jp>n+lで有理的なものが存在するか

偶数次元の非特異 3次超曲面で有理的なものを構成することも興味深い問題と思える

(4次元における結果は例えば [11]を参照のこと）．

問題 9(** ~ ***)・ n 2 4を偶数とする．非特異 3次超曲面 X3C jp>n+lで有理的なも

のを様々に構成せよ．

4.3 射影空間の非特異超曲面の有理性問題

射影空間の非特異超曲面の非有理性に関する既知の重要な結果を紹介する．

•非特異 3 次超曲面 X3 C lP'4は非有理的である (Clemens-Griffiths[5]). 

• n 2: 3について，非特異 n+l次超曲面 xn+1c lP'n+1は非有理的である (de

Fernex [9]，定理 5.2参照）．

• n 2: 3, d 2: 2 + log2 nについて，十分一般の非特異 d次超曲面 XdC ]P'n+lは非

安定有理的である (Schreieder，定理 2.3).

de Fernexの結果は双有理剛性の理論によるもので，これについては第 5で後述する．

Schreiederの結果は劇的な進歩を与えたが，これは，対角分解／普遍的 CH。自明性の退

化／特殊化の議論をさらに拡張することにより得られた結果であるまた，これらの他に

も， Nicaise-Ottem[26]などの結果もある．これらの結果を比較的低次元 (9次元以下）

の場合に図 4.3にまとめておく．

問題 10(＊＊＊）．図 4.3における未知の部分（ファノの領域で，印のついていない部分）

に対応する非特異超曲面の（安定）有理性を判定せよ．

図4.3における ■印の部分については，非有理的メンバーの存在が抽象的に示されて

いるのみであり，具体的に与えられた非特異超曲面の有理性を判定することはできてい
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図 1 n次元非特異 d次超曲面 XdC JP'n+lの（非）有理性

ない．そこで次の問題を提示したい．

問題 11(** ~*＊＊）．図 4.3における ■印に対応する非特異超曲面の族の「十分一般」

以外のメンバーの有理性を判定せよ．また，非有理性について明示的な結果を与えよ．

問題 10,11への一つのアプローチ方法を第 5.5節で提案する．

4.4 4次元非特異ファノ多様体の有理性判定

3次元非特異ファノ多様体の有理性問題は概ね片付いているため，今後の方針として

は，高次元を図る方向と，特異点を持った 3次元ファノ多様体を考察する方向が考えら

れる．

4次元以上において，射影空間内の完全交叉や射影空間の巡回被覆といった特定の対

象以外について，その有理性問題は未解決なものが多い． 4次元非特異ファノ多様体は分

類が完成していないが，それらの構成は色々と知られてきている．

•ファノ指数が 2 以上のものは分類済みであり，それらは 35 族からなる．

•ファノ指数が 1 のものは 700 族以上の存在が知られている ([22], [6], [17]参照）．

問題 12(* ~ ***)-4次元非特異ファノ多様体の有理性を判定せよ．

4.5 特異点を持つ 3次元ファノ多様体の有理性判定

次に，穏やかな特異点を持つ 3次元ファノ多様体の有理性について考察する． 3次元

の4次超曲面 X4C 戸を考える．このとき，ふがファノ多様体であることは， X4が



215

Q—分解的かつ端末特異点しか持たないことと同値である．非特異な X4 の非有理性は

Iskovskikh-Maninにより示されている最も穏やかな端末特異点とも言える通常 2重

点を持つ場合の結果が知られている．

定理 4.1(Mella [24]). (Q-分解的であり，かつ高々通常 2重点しか特異点を持たない 3

次元 4次超曲面は非有理的である．

Q—分解性の条件は必要である．高々通常 2 重点しか持たない（非 Q—分解的） X4 で有

理的なものが存在する ([4]参照）． 「Q分解的かつ高々端末特異点しか持たない 3次元

4次超曲面 X4C戸は全て有理的であろう」と専門家の間で期待されている．

問題 13. (1) (** ~＊＊＊)様々な端末特異点を持つ Q—分解的な 3 次元 4 次超曲面（あ

るいは quarticdouble solid)の有理性を判定せよ．ここに， quarticdouble soild 

とは， 4次曲面で分岐する lP'3の2重被覆のことである．

(2) (* ~ ***)様々な端末特異点を持つ 3次元ファノ多様体の有理性を判定せよ．

本問題ヘアプローチし得る方法を第 5.4節で説明する．

5 ファノ多様体の双有理剛性

本節では， X をピカール数 1のファノ多様体とする． Xは，構造射 X→Spec(C)に

よって（自明な）森ファイバー空間とみなされる．因みに，森ファイバー空間 Y→Sが

自明である（つまり， dimS= 0である）ことと， Yがピカール数 1のファノ多様体であ

ることは同値である．

定義 5.1.X と双有理同値な森ファイバー空間が X と同型なものに限るときに， Xは

双有理剛的であるという． Xが双有理剛的であり，さらにその自己双有理写像群 Bir(X)

がAut(X)と一致するときに Xは双有理超剛的であるという．

有理的ファノ多様体は射影空間と双有理同値であり，射影空間はさまざまな森ファイ

バー空間（例えば ]Pn-1X炉 → lP1など）と双有理同値になるため双有理隋的でない．

よって次の関係を得る：

双有理超剛的===}双有理剛的==}非有理的．

5.1 一般次元における重要問題

次の結果は， Iskovskikh,Manin, Pukhlikov, Cheltsov, Ein, Mustataらによる研究の

のち， deFaernexにより最終的な解決が与えられた．
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定理 5.2(de Fernex [9]). n 2'.'. 3とする． n次元の非特異 n+l次超曲面 Xn+lC JP'n+l 

は双有理超剛的である．

射影空間の完全交叉への一般化も得られているが，まだ完全に解決していない．

定理 5.3(Zhuang [35]). n 2'.'. lOr, r 2:: 1とする． jp>n+rにおける余次元 r,ファノ指数 l

の非特異ファノ完全交叉は双有理超剛的である．

問題 14(** ~**＊)．定理 5.3において， n2 10rという条件を外した（弱めた）場合

を検証せよ．

5.2 3次元における問題

3次元の非特異ファノ多様体に対する双有理剛性の研究はほぼ完成しているが，次の

定理における一般性条件を外した場合が重要な未解決問題として残っている

定理 5.4(Iskovskikh-Pukhlikov [16]）．一般の非特異 (2,3)型完全交叉 X2,3c戸は双

有理剛的である．

問題 15(＊＊＊）．任意の非特異 (2,3)型完全交叉 x2,3c戸の双有理剛性を調べよ．

定理 5.4の証明は難解であり， Cortiは [8]において，極小モデル理論に韮づく双有理

幾何学の技巧を用いて証明を簡略化することを試みている．残念ながらその試みは完成

していないようだ

問題 16(＊＊）．一般の X2,3c野に対する Iskovskikh-Pukhlikovの証明を簡略化せよ．

あるいは Cortiによる証明 ([8,6.2節］参照）を完成させよ．

5.3 4次元における問題

4次元以上の高次元における双有理剛性の研究は多岐にわたり過ぎるため，考察対象

を重み付き完全交叉（＝重み付き射影空間における完全交叉）に制限する．

予想 5.5(Pukhlikov)．ファノ指数 1のn次元非特異ファノ重み付き完全交叉

x山，．．．，drC JP(ao, a1,..., an+r)， Ldi = n+r,n ~ 4 

は双有理剛的である．

この予想は広く未解決であるが， 4次元の場合の未解決部分を抽出し，問題として提示

する．
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問題 17(** ~＊＊＊）．表 1の4次元非特異ファノ重み付き完全交叉の双有理剛性を判定

せよ (No.1, 2, 3, 6が＊＊，残りが＊＊＊）．

No. No. 

1 X5 C lF(13 22炉）,6''  11 X3 C lP6 ,3 

2 X10 C lP'(l 4, 2, 5) 12 X2,2,3 C lP'7 

3 ふ，6C lP'(14,2汽3) 13 ふ clP'8 ,2,2,2 

6 ふ，4C lP'(l5,2り

表 1 双有理剛性が未判定の指数 1の4次元非特異ファノ重み付き完全交叉

5.4 重複度に関する局所不等式

ここでは， 3次元における双有理剛性の証明手法を発展させることを目的とした問題

を提示する．双有理幾何学の知識をいくつか仮定し，やや技術的内容に踏み込むため，必

要に応じて読み飛ばしていただきたい．

X をピカール数 1のファノ多様体とする． X が双有理超剛的でないとすると，森ファ

イバー空間 Y/Tへの非同型な双有理写像 X ---t yが存在することになる．双有理（超）

剛性の証明において，次の結果が基本的である．

定理 5.6(N oether-Fano-Iskovskikh不等式）． X をピカール数 1のファノ多様体とし，

森ファイバー空間 Y/Tへの非同型双有理写像 f:X ---t Yが存在するとする． Y上の

十分豊富因子 H を取り，その完備線形系の双有理変換を M :=f＊ー1IHIとし，有理数

n>OをM ~Q-nKx で定まるものとする．このとき，組 (X,¾M) は標準的でない．

組 (X,¾M) が標準的でないような可動線形系 M ~Q-nKxの存在から矛盾を導く，

というのが双有理（超）性の証明方針である．そこで，組 (X,¾M) が標準的でないとい

うことをもう少し定量的に理解したい． 3次元において次の結果がその役割を担う．

定理 5.7(4n2ー局所不等式， Pukhlikov).P E X を非特異 3次元多様体の芽， M をX

上の可動線形系とし， n>O を有理数とする．組 (X,¾M) が標準的で無いならば，一般

メンバー M1,M2EMに対して，不等式

multpM1 ・島＞ 4尼

が成立する．

3次元非特異ファノ多様体の双有理剛性の証明において， 4n2-局所不等式は重要な役

割を演じている．端末特異点を持つ 3次元多様体を考察する場合に，この不等式を拡張

できれば有用である（問題 13の解決につながることを期待）．
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3次元 Gorenstein端末特異点を考える．それらは， cArn型 cDm型， cErn型と呼ばれ

る型に大別される．ここで， 3次元の孤立超曲面特異点 PEXで，その一般超平面切断

がAm型（あるいは Dm型 Em型）の DuVal特異点であるものを， cArn型（あるい

はcDrn型 cEm型）特異点という．

現状では未発表であるが，次の結果を得ている．

定理 5.8(cふ型特異点に対する 2n2ー局所不等式 Krylov-Paemurru-0).P E X を

cふ型特異点の芽， M をX上のカルティエ因子の可動線形系とし， n>Oを有理数とす

る．組 (X,¼M) が PEX で標準的で無いならば，一般メンバー M1,M2 E Mに対し

て，不等式
multpM1 ・島＞ 2研

が成立する．

注意 5.9.定理 5.8において，特異点 Pにおける重複度 multpM1・ M2の定義をはっき

りさせておく． PEX C (C4は超曲面特異点なので， Mi=D収なる C4のカルティエ

因子 Diが取れるため，

multp M1 ・ M2 := multp D1 ・ D2 ・ X 

として定める（右辺は C4における重複度）．

問題 18(**)・ cAm (m 2: 2), cDm, cEm型特異点の芽 PEXに対して，次を満たす

定数 c を求めよ： x 上の可動線形系 M と有理数 n>O について，組 (X,¾M) が標準

的で無いとき，一般メンバー M1,M2EMに対して，不等式

multpM1 ・閲＞ c詔

が成立する．

5.5 双有理剛性の一般化

より広範囲のファノ多様体の非有理性判定を目指すために，双有理剛性を弱めた概念

を導入し，関連する問題を提示する．

定義 5.10.Xをピカール数 1のn次元ファノ多様体とし， 2~m~n とする． X と双有

理同値になる任意の森ファイバー空間 Y/Tに対して，その相対次元がdimY -dim T 2: 

m となるときに， X はbirationallym-solidであるという．

n次元のファノ多様体に対する birationaln-solidityは［1]において導入された概念

で，そこでは単に (birationally)soildと呼ばれている． m =I= nに対する m-solidityは

今回初めて定式化した有理的なピカール数 1のファノ多様体はファイバ一次元が 1の
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森ファイバー空間（例えば ]Pn-1X戸／]Pn-1) と双有理同値になるため，次の関係がわ

かる：

双有理剛的 ⇒bir.n-solid⇒bir. (n -1)-solid⇒ •..⇒ bir. 2-solid⇒非有理的．

n次元の非特異 d次超曲面 XdC JPn+l (d ::; n)を考察する． X =Xdのファノ指

数は ix= n + 2 -d 2: 2である．線型射影 X C ]Pn+l ---t ]Pk (0 ::; k ::; ix -l)の

一般ファイバーはファノ多様体であるので， X をその射影の中心である線型部分空間

で爆発することにより，森ファイバー空間 yk→野を得る． yk→ ]Pkのファイバ一次

元は n-kである．最大値 k= ix -lの場合を考えることにより， X は相対次元が

n -ix+ l = d-1の森ファイバー空間と双有理同値になる． X は，これより相対次元

の大きい森ファイバー空間と双有理同値になるであろうか． ix=2の場合の次の結果が

唯一の既知の結果である．

定理 5.11(Pukhlikov [28]). n 2: 16とする．一般の非特異 n次超曲面 X=XncJPn+l 

はbirationally(n -1)-solidである．

そこで次の問題を提示する．

問題 19.Xd C野＋1はbirationally(d -l)-solidか．

5.6 正標数への展開

ここでは「複素幾何学の諸問題」から逸脱し，正標数における話題を取り扱う．ファノ

多様体に対する双有理剛性の定義そのものは，任意の基礎体上でそのまま流用されるま

た， Iskovskikh-Manin[14]によるオリジナルの証明方法も任意の代数閉体上で有効であ

る．特に，正標数の代数閉体上で定義された 3次元非特異 4次超曲面 ViC lP'4は双有理

超剛的であり，非有理的である．一方で，双有理剛性の証明手法の多くは標数 0に依存す

る議論を多く含むため，これまでに得られている多くの結果は正標数へと（少なくとも

直接的には）翻訳されない．

正標数上で有効に適用される非有理性判定手法は，標数 0上にも増して限定的である．

従って，双有理剛性の理論（証明手法）を正標数で本格的に展開することは意義のあるこ

とに思える．

問題 20(＊＊）．双有理剛性の理論を正標数で展開せよ．

問題 21(***)・ k を正標数の代数閉体とする． n~4 に対して， n 次元非特異 n+l 次

超曲面 Vn+lC lP'~+l の双有理超剛性を示せ．
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