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Trudinger-Moser不等式の最大化問題の境界非線形項

京都大学数理解析研究所 (RIMS)
中西賢次 (KenjiNakanishi) 

1. TRUDINGER-MOSER不等式とは

Sobolev不等式 Hl,p（即） ＝w1,p（町） Cび（即） （2'.S ¥:/p'.S ¥:/q < oo)とHJ（即） ¢ L°°(即）

の狭間にある指数型不等式である。 Moser('71)のバージョン（非線形項が最良の形）では、あ
る正定数 Gpに対して、股Pコ叩有界領域で

(TM) VuE H討(D), IIVullfP(fl)'.S BP:＝ザ―i1sp-11⇒ 1 exp(uP')dx :S CplDI. (1) 

なお BPはuの定数倍で任意の正数に変えられるが、それに応じて指数の研に係数が付く。

1.1.本稿の主題．（球体または全空間上で）最大増大度を持つ一般の非線形項に対して、 Trudinger-
Moser（型）不等式を等号にする関数 u（最良定数の最大化元）が存在するかどうかを、非線形
項から決定する。 [12]の解説だが、 p>2への拡張と証明の改良も行う。

2.全空間上の TRUDINGER-MOSER型不等式

上記の Moserの形のままでは間＝ ooとくに Q＝即で意味を持たないので、幾つかの
修正バージョンが考えられている。（以下 llullpはび（即）ノルム）

•劣臨界型： Cao [4] (p = 2), do［゚8](p：：：：： 2). 

(C) I| • u||~ :S Bp, a< 1⇒ j exp;［u『dx'.SCp,allullぶ (2)
股P

k-1 
ここで expkは K次未満を除去した expt:= exp(t)一冗 t]／j!．

j=O 

但し、この形だと臨界指数 a=Bpでは不成立 (Adachi-Tanaka[1]）。
•非斉次 Sobolev 型 Ruf [19] (p = 2), Li-Ruf [14] (p 2: 2). 

(R) I| • ull~+ llu||；さ BP===} 1P exp；州dx:S: GP' 
訊P

(3) 

但し、この形だとスケール不変性 (u(x)→u（入x)）が失われている。
•非線形最良型： lbrahim-Masmoudi-Nakanishi [11] (p = 2), Masmoudi-Sani [16] (p ~ 2) 

J f(U)'  
lulP 

(IMN) ME(!) := sup / ~dx < oo⇔ f(U) ＜ (4) 
II▽u||¢訊Bp 艮P||u||¢ ~ |u|P'＋|u|-p. 

必要十分条件なので、同じ形の不等式は全て含む。
•び依存指数型 do 6-de Souza [9] (p = 2), de Souza [7] (pミ2).

(OS) llu||品，p：：：：： Bp, a< 1⇒ J exp:1—+1誓）p’-1|u|p' 心：：：：： Cp,a·
RP 

(5) 

なお有界領域バージョンは Adimurthi-Druet[2]による。
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なお（C){== (R){== (OS) {== (IMN)の順に導ける。最初2つはほとんど明らかなので最

後だけ示すと、 0:= 1 -llull~/ BP E (0, 1)として (IMN)を e-l/puに適用すれば

J e0|u/0|p' 
ll'.P lu/0IP'+ lul-p 

dx 乏 llull~ = Bp(l -0). (6) 

b := 0lu/W'とおくと被積分関数は

eb -・ e[0+a(l-0)0]P'-1b 
2 Cae 

(1-0)b(l + b— P) --u 0 + b1-P 
(7) 

これを上の不等式に代入すれば (OS)を得る。 [11]では (IMN)===} (R)を示しているが、
上の証明の方が単純である。他方、有界領域バージョン (TM)を導出することも可能だが、
上記ほど単純ではない ([12,Appendix C]を参照）。

Trudinger-Moser不等式には他にも高階微分や空間領域など沢山の拡張があるが、本稿で
は言及せず、以下では最良形 (IMN)と(TM)のみを考える。

3.基底状態解と (IMN)の最大化問題

非線形エネルギー関数 f：股→股がびで『（0)= 0 s; f'(s)を満たすとして、対応する
配上の定常非線形 Schrodinger方程式

—△Q+wQ= 『（Q) (w > 0) 

を考えると、任意の解 QEが（配）は Pohozaev等式を満たす：

J即 f(Q)dx= w 12予dx. (8) 

M瓜f)を (IMN)で与えられる不等式の最良定数とすれば、

•O<w く 2M瓜f) なら II▽Q||12圏）く 4Jr を満たす基底状態解が存在する。
● w=2M瓜f)なら全ての解は II▽Q||；徊） 241rを涸たす。

● w> 2M瓜f)なら II▽Qlll2国） s;4Jrを満たす解は存在しない。

もし II▽Q||だ（即） ＝4Jrの（基底状態）解が有れば、 ME(!)の最大化元。

逆に、 (IMN)の商の最大化元 uEが（配）が有れば、適当なスケール変換 Q(x)= u（入x)

で II▽QIIL2（記） ＝4Jrの基底状態解を得る。

4.最大化元の存在・非存在

以下では、 Trudinger-Moser型不等式の非線形積分を最大化する関数 uの存在・非存在を
一般の非線形項 fに対して調べる。変分直接法で直ちに最大化元が得られないのは、エネル
ギー集約によるコンパクト性の喪失が起こり得る場合なので、その場合を考える。
球体領域野＝ ｛XE即P| |x| ＜ 1}での Trudinger-Moser(TM)に対しては、 Carleson-

Chang [5]が最大化元の存在を示した。証明は、集約列では最良定数に到達できないことを
示す。それ以降、様々なバージョンに対して最大化元の存在証明がなされている。

エネルギー臨界の変分問題では、非線形項の増大度は同じでも、低階項の摂動に依り存在・
非存在が変わることが知られている (Sobolev不等式の場合は Brezis-Nirenberg[3]）。即ちこ
こで考える問題は、存在・非存在を低階摂動から決定することである。
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5.最大化の境界非線形項

Carleson-Changの議論から、低階摂動が非線形項を大きくする方が最大化列のエネルギー
集約を阻止できる（⇒最大化元の存在）ことが分かる。そこで、存在と非存在の境目になる
ような非線形項を求める。その具体形として、 [12]は以下を示した。
円盤酎上の Trudinger-Moser(TM) (p = 2)の場合、境界非線形項は

J(u) = eu2[l -u-2 -cou―4+0(u-6)] (u→ oo) CD :＝苔＋ 2((3), (9) 

ただしく(s)＝I:nENn→はゼータ関数。これより特に、元々の非線形項古は存在側に属す
ることが分かる。他方、全平面配上の最良型 (IMN)(p = 2)の場合の境界は

f(u) = u―2eu2[l -CEU-4 + O(u―6)] (u→oo) CE:= 5+2く(3). (10) 

こちらは第2項 (u―2)が無いため、 (IMN)の非線形項は (TM)の場合より境界に近い事がわ

かる。実際、 U―2戸が精密な漸近形ならやはり存在側に属するが、 eu 
炉＋cu-2の形では C=CE 

が境目となる。
正確には、非線形項を u≫ lにカットする必要がある。 1::/L> 0に対して

呪：＝が・ ls>L (11) 

とおく。まず円盤配の場合、 f:[O,oo）→股は連続で以下を満たすとする。

}鷹€一万(u) = 1, f(O) = 0, M瓜f)：＝ sup f f(u)dx < CX). （12) 
uEHc5（配）， 1|▽u||；こ4T B2 

Theorem 1. 0 < Vp < 6, p < Vq < oo, Va > 0, Vb E恥
［存在条件］ VL>l,W>O,

(1) f(s)?:叩1-s-2 -c0 s-4 + as-P]なら MD(f)は達成される。

(2) f(s)?:珀1-s-2 -c0 s-4 + bs―q] + asPなら MD(f)は達成。

［非存在条件］ ヨL>l

(3) f(s)さ叫1-s-2 -c0 s-4 -as-P]なら MD(f)は非達成。

(4) f(s) :=;珀1-s-2 -c0 s-4 + bs―q] -asPなら MD(f)は非達成。

また M瓜f）ミ eで、非達成なら等号。なお f(s)の不等式は全ての sE政で成り立つとする。

全平面配の場合、 f:[O, oo)→戦は連続で以下を満たすとする。

lim炉e―u2f(u) = 1, lirq u-2 f(u) = 0, ME(f) < 00. 
u--+oo u→O 

Theorem 2. 0 < Vp < 6, p < Vqく oo,Va > 0, Vb E恥
［存在条件］ VL>l,"18>0,

(1) J(s) ~ s―2叫 1-CES-4 + as―P]なら島(J)は達成される。

(2) f(s)~s―2珀1-cEs―4 + bs可＋as2十Pなら ME(!)は達成。

［非存在条件］ ヨL>l

(3) J(s)::::; s―2珀1-cE s-4 -as-P]なら ME(!)は非達成。

(4) J(s)さS―2叫 1-cEs-4 + bs―q] -as2十Pなら M瓜f)は非達成。

また M瓜f)~ e2-2勺（ァは Euler定数）で、非達成なら等号成立。

(13) 
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6.存在境界に関する関連研究

Carleson-Chang以来、存在結果は数多いが、非存在は比較的少ない。

• Pruss [18]：抽象的な存在・非存在を M瓜f)に適用。

• Ishiwata [13]: (R)をe"lulP''0< a < 1に対する存在・非存在。
• Mancini-Thizy [15]: Adimurthi-Druet型の O<a<lに対する存在・非存在。
• Thizy [20]: (TM) (p = 2)の境界非線形項を第2項まで決定。

J(u) = e町1-(1 +和）戸＋ 0(戸）］ （U → oo). (14) 

ここで [12]との係数のズレ＋］は、 f(u)内の u2(u→ 0)を残しているため。

• Hashizume [10], Chen-Lu-Zhu [6]: eu2 -au叫a>Oに対する存在・非存在。 ([10]は
B2の (TM)、［6]は配の非斉次型 (R))

7.即，即 (p?:3)での境界非線形項

[12]の結果と証明は p?: 3の場合へ拡張でき、境界非線形項は

U:=uP', f(u)=｛沙[1+cfu-1 +c？い＋ 0（U-3)］, （四）
u-1砂[1+ cfu-1十嗜u-2+ o(U-3)], （即）

(15) 

の形になる。係数 ciはpに依存する具体的な有限和で表せる有理数になり、 C2は更に ((3)
を加えた形 (QEBく(3)Q)になる。その際、多重調和数が必要となる：

こ
1 

(n::; 2り．
lSk1S…SknSJJー 1

k1 ・・・kn (16) 

[12]の証明の特に第3項展開はあまりにも見通しが悪いため、 p?: 3でも同様に計算できる
か全然明らかでないが、本稿で以下紹介する改良版は一般の pに適用できる。

8.証明の大まかな流れ

8.1.対数座標．まず再配分により、考える関数 u(x)は球対称減衰として、対数座標

u(x) = u(r), r = lxl = e―t/p, t := log(lx|―P), U =―;Ur(r)?:O (17) 

に移行すると、最大化問題は次の形になる。

M(J) := s~p <J(u)le—t >, （18) 

ただし〈•|·〉はび（股）の内積で、 u(t) ：股→ [O, oo)の条件は

o s u, llu||；さ 1, ｛［竺)〈;l~le―t 〉
元の座標で国→ 0への集約は t→ ooに対応する。

（野）

（即）．
(19) 

対数座標へ移行したときに、斉次 Sobolevノルム (||Vu||LP（即））が再び斉次 Sobolevノルム
(llullLP(IR)）に移るのが Trudinger-Moserの場合、即ち SobolevとHardyが破綻する場合の特
徴である。 (SobolevとHardyが成立する場合は、非斉次ノルムに移るためエネルギー集約
は無くなり、平行移動不変性だけになる。）従って、 u(t)のエネルギー分布について平行移
動（元の座標のスケール変換）以上の情報を引き出す必要がある。
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8.2.集約パラメータによる問題の分解．最大化を考える関数集合 X において、集約状態を
表すパラメータ h→00を導入し、 h>O毎に最大化問題を考える：

X = U X(h)，M(f) ＝supM(f,h)，M(f,h)：＝ max〈f(u)le―t).
h>O 〉

h>O U€X(h) 

X(h)では集約不能ゆえ M(f,h)は最大化され、問題は suph>。になる：

1四M(f,h)｛さ M(f,h)（ヨh）⇔最大化元が存在
> M(f,h) ('vh)⇔最大化元は非存在

具体的に hは、運動エネルギーを半分に分ける高さで定める：

ヨTE股， llulltP(t<T)さら 2:llulltP(t>T)' u(T) = h. 

外部領域 (t< T)、内部領域 (t> T)はそれぞれ劣臨界状態になる。

(20) 

(21) 

(22) 

8.3.外部 (t< T)と内部 (t> T)に分割したメリット． h→ooのとき漸近的に、最大化問題
M(f,h)を各領域で別々の問題として扱うことができ、しかもその近似誤差は h→(X)で指
数的に小さい。 現象的理由：非線形項 f(u)は境界 t=Tよりずっと内側に集約して、質量
項 lulPは境界よりずっと外側に集約し、境界周辺は殆ど運動エネルギーの影響のみで等速度
運動になるため。

この結果、分割された近似問題はそれぞれ

•外部：非線形項は無視し、高さ h= u(T)を最大化 (Tを最小化）。
•内部：質量は無視し、非線形項を最大化。 (h は外部問題で与える）

外部問題は即の場合は（質量が無いので）自明になる（等速度運動）。内部問題は質量が無
いので、野と即の違いが無く、結論の差は h= u(T)の外部最大化のみから来る。

8.4.内部・外部問題の漸近展開．各最大化問題について、 h→00での挙動を第 3項まで展
開する。どちらも Euler-Lagrange方程式 (EL)に基づく。

•外部： EL の対数微分により自励系を得るので、ヘテロクリニック軌道の漸近挙動を
求めれば良い。原理的には何項でも展開可能。また、質量項は異なる幕 lulqでも、
p,q > 1は非整数でも可能。

•内部： EL から非線形項の局在化が従う。そこで非線形項の phase uP'を線形近似(uが～

叩＋位）すると、 Liouville方程式になって解ける。スケール変換後 (tf-t (p -l)t)、
近似方程式とその解は

-1 
v = -log(l＋戸），も＝ ii=

1 + et'~ (1 + eり(1+ e-t) (23) 
⇒ -0心）p-l= (p -l)epv-(p-l)t, ii=的（心ー 1).

となる。つまり、 0はソリトン（スパイク）、 0はキンク（フロント）にあたる。

結論の漸近展開の第 1項はソリトンの位置、第2項はソリトンの形状、第3項はソリトンか
らのズレで与えられる。ズレは線形化作用素を使って求める。
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9.集約パラメータ (h→oo)に対する漸近展開

以下、 M(J,h)の h→ooでの挙動を調べ、 M(J,oo)の方が大きくなる条件（非存在）を求
める。なお小さな hに対する情報は得られないので、非線形項のカットオフで排除する。
u(T) = h→ooのとき、外部 t< Tでは非線形項を無視して上昇効率を最大化し、内部

t > Tでは質量項を無視して非線形項を最大化できる。基本的な道具は、 Trudinger-Moser不
等式（野上）と、 Trudinger-Moser型の球対称 Sobolev不等式（各点評価）で、後者は外部問
題（最速上昇）と同値になる。

以下、 U:= uP. H := hP 応＝ 2P'-1= (21／州とおく。臨界非線形増大度は

J(u) = Uゾ， p：= {° 国上の場合），
1 （股P上の場合）．

また、指数的に小さい誤差量を次の記号で表す。 t± :＝ max(土t,0)として

x(t)＝叡⇔ヨc,C>0（定数）, Ix|:S Ce―ct'j_. 

対数座標変換から来る指数重み関数を

e := e 
-t 

とおく。後の方で使う eとは指数が異なるので要注意。

10.外部（最速上昇）問題と指数型球対称 SOBOLEV不等式

(24) 

(25) 

(26) 

h→00で外部 t< Tでは非線形項が無視できるので、 hを最大化 ・Tを最小化する問題
になる。これは外部質量の最小化とも見なせて、

μp,q(h) := inf{〈|ulqlc〉t<oI u(O) = h, llull{P(t<o)さ1/2}

を求める事になる。ただし質量の幕を q> 1に一般化した。漸近展開は

μp,q(h) = H―q/pe氏H+cp,q[1 + C心H)―l+c心H)―2+ O(H-3)] (h→oo), 

研＝ 2が一1H=(21/Ph)P', C1:=―口 C2 :=,t_，炉＿砂／p＋が／p2
2'-~'8 6'  

これを平行移動すれば、今の設定に適用すると (K,:= 2が一1)

(27) 

(28) 

u(T) = h ~ 1, llulltP(t<T) ~ 1/2⇒ H―lei<H-T ;S〈lulPlc〉t<T~ l, (29) 

u(O) = 0（即上の問題）の場合は単純に Holderより

h::::; llullLP(t<riT11p'::::; 2―1/pTlfp'==}』::::;T. (30) 

つまりどちらの場合も次の球対称 Sobolev評価を得る：

(RS) e"H-T乏HP. (31) 
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11.内部領域の質量無視と非線形集中

内部質量が（指数的誤差として）無視できるのは、非線形項の指数増大と積分有界性から容
易に従う。他方、内部非線形項は u= 2hに集中する。これは一様凸性不等式

¥:Ip > 1, Va, b 2': 0, （デ）p:S弓止一ら(a-b)2(a + b)P-2 (32) 

と(TM),(RS)から従う。実際、 V:=(u-h)↑＇とおくと

U+C(u-2h)初／u2:S K(V + H), llvll~ :S 1, 

〈u-peU+C(u-2h)初／u2le〉
t>T -

<〈H-Pe叩(v+H)lc〉 <H-Pe"H-T;S 1 
t>T ~～・

(33) 

(u-2砂の因子より、 lu-2hl＞がの寄与は Rh(V6 > O)。
更に、もし Tが大きいと内部非線形項が消えてしまうが、その場合、 u(t> T)を定数に

して稼いだ運動エネルギーを使って外側非線形項を増幅する変形が可能なので、最大値の考
慮からは除外して

e"'H-T ~ HP 

に限定して良い。つまり Tの位置は最速上昇と 0(1)しか違わない。

12.外部領域の非線形項

u(Tリ＝ 1でmを定め、 <5:= llullfv(tく乃）とおくと、 Holderより

h -1 ~ llull(r,,TJIT-T1l1/p'~ (1/2 -<5)11PIT-T1111P', 

:. T -T1 2'. KH(l -1/h)叫1-2<5)1-p'. 

即上では T1> 0.即上の場合、 (RS)より

(34) 

(35) 

1 2:〈lulPle〉t<T1~屈ep-p'-T, :. T1 2'. <51-p'+ p'log <5えー1. (36) 

T = t£H + 0 (log H)と上の評価を合わせると、どちらの場合も

6乏1/h. :. T1えhp'-1_

ゆえに (TM)より

〈e国<e―Tl < -ChP’-1 
(T1,T) ~ ～ e = ®h• 

(37) 

(38) 

つまり外部非線形項においては u>lの寄与が指数的に小さい。従って、 [12]のように、 f(u)
のu<l部分をカットすれば外部非線形項は無視できる。

しかし、 [12]以外の（通常）設定では、非線形項をカットしていない。この場合は、 U→+0
（外部領域）の寄与も入れる必要がある。即の場合、 vをt< Tでの最速上昇とすると

v = (2T)―l/p min(t+, T),||心||iv(t<T)= 1/2, h := v(T) = 2―l/pTl/p'. (39) 
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T = liH +Tとおくと (O,T)上の Holderの剰余項より、

F := lulP /llull~ = 2lulP, c := I/III|囮=2lvlP⇒

||(FF—+信 ||l 乏 1 ― ||U1i〗]||--;; = I -21!Phr-1fp'乏T/T,

II誓屈Iii~lllu -vl2[lul ＋|心 |JP-2111 え llu —噂T―1+2/p
:. lu-v|乏||u-心||2tl/2乏(TT-2fpt)1/2. 

非線形項が u→0で J(u)~砧 (k EN)とすると、

Vk EN,|〈Uk-位|e〉t<TI乏71/2r-k/p〈tk/2+ tkle〉t>O乏Tl/2H-k/p_ 

他方、最速上昇の積分は具体的に

〈v軍〉t<T= (2T)―k/p〈tkle〉(O,T)= (2T)―k/pk!＋御

より、行を高さ hへの最速上昇とするとその位置は以f=T-Tだから

|〈vkle〉t<T―麿IC〉tくれ出乏 r-k/p-lT.

従って、 uを同じ高さ hの最速上昇にしたとき外部のズレは

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

|〈U国〉t<T―〈内c〉tくに出乏 r1!2H-k/p + TT―k/p-1乏71/2H-k/p. (44) 

その一方で、内部非線形項は T の平行移動により～ T増える。ゆえに uが最速上昇に勝る
には、 71/2H-k/p ;::; Tすなわち T乏H-2k/pが必要で、このとき積分値のズレも乏 H-2k/pと

なる。これは k> p/2の場合、展開第2項より小さいので、第2項を求めるには最速上昇で
十分。特にこれから [12]と [20]の係数のズレ 2/eが特定できる。 k>pの場合は第3項展
開でも最速上昇が採用される。

13.内部非線形項の最大化（漸近展閲）

以下、内部非線形積分の最大化を考える。外部最速上昇で与えられる T~ H-Pe"Hをt=O
ヘ平行移動・リスケールすると

m(h) := m:X〈f(u)le〉t>O'u(O)= h, llulltP(t>O)：：：：： 1, e := e―(p-l)t, 

f(u) = e0(u), 0(u) = (p -l)(Uー 1,,H)-plog(U/H) + O(U―1). 
(45) 

ここで t→(p-l)tとスケール変更したのは極限ソリトンの正規化の為である (p= 2なら
同じ）。対応する Euler-Lagrange方程式は

(EL) ヨ入＞ 0, —入8t[u]p-l = J'(u)e, u(O) = h, u(O) =: a. (46) 

初期速度 a>Oは未知だが hで漸近展開できる。実際、まず (EL)にu,l,uを掛けて積分等

式を出し、 (TM)とu= 2hへの集中を使えば、 a~h/H,入～ Hが分かる。更に、 Ta>0を

u(Ta) = a/2 (47) 

で定めれば、 (EL)とu= 2hへの集中より、 f(u)eが t=Ta+ 0(1)に指数的局在すること
が分かる。
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14.ソリトン近似

非線形項の指数的局在化により、以下の漸近形が分かる。

u(O) = h, u(T,砂＝ a/2, u(O) = a = h/ H[l + O(H―1)], H = hP', 

u = h + a[min(t, Ta)+ C{t >九｝十 Q9It-Ta I], 

但し定数 Cはこの時点では不明。 (EL)の対数微分より、

w := u/a, £(u) := 0'(u) + 0"/0'⇒ む＝ w(w-l)+R,

R := w2-p j00[l -~£(u)]EJ記dt = O(H-1記（1-w)). 

これを積分してソリトン近似を得る：

w = w0(t -T,砂十 H-1的t-Tal> w = wo(t -T,砂十 H-1⑱t-Tal>

u = h + a[v0(t -T,砂十九十 H―1⑭Ta-tl,

v0(t) := -log(l + e―t), Wo :=Vo= (1＋が）―1, w。=wo(wo-1). 

更に、これで非線形積分〈f(u)le〉t>。を第2項まで展開できる。

15.線形化近似

(48) 

(49) 

(50) 

第3項はソリトン周りの線形化方程式を用いて計算できるが、第2項までは全て初等関数
で計算できるのに対し、 uの次の展開は重対数関数を含み、具体的に計算できない項が多く
出てくる。以下では一般の pの場合に [12]と異なる手順を示す。ポイントは

(1)ソリトン中心を冗から平行移動してエネルギー制約を満たす形にする。新しい中心
T＊は aから（ほぼ）明示的に決まる。このソリトン近似を u。とすると、 U が条件付
き最大であることから、 Uaからの誤差は 2次になり、しかもその 2次項は線形化作
用素で与えられる。

(2)上の 2次項の計算は、線形化方程式に対する解作用素を使えば、 uの第2近似を求め
なくても、 wo,voだけで実行できる。最終的に〈(l-wo)2lv5〉から ((3)が出てくる。
これは wo,voの多項式の 2乗積分で有理数にならない最も単純な形。

(3) u。による近似値から 1次展開が出るが、その係数を求める際に aに対する最大化を
使うと、 aとhの関係式を高次展開しなくて済む。

15.1.ソリトン中心の移動調整．心の中心を互から T,E股に調整して、近似関数

如：＝ awo(t-T.), u0 := h + 1t如(s)ds, (51) 

゜がエネルギー制約条件を満たすように取る。つまり

1 = llu。||iP(t>O)= aPllwolliP(t>-T,) = a打ーHp-1+1し十 RT*］， （52) 

ただし Hk:＝こい1/jは調和数。 a-P= H + 0(1)より

T* = a―p + Hp-1 + RH・ (53) 

九でも近似的に条件を満たしていたことから T.=Ta+ O(H-1)で、この平行移動は uに
対する近似精度 (O(H-1))には影響しない。
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15.2.非線形積分の 2次展開． U= Ua + U1とおいて非線形積分を 2次展閲すると、

〈f(u)le〉=〈!(uo)le〉+〈f'(u)eluり一ら〈J"(u)elui〉+O(H-3) (54) 

1次項は (EL)により仏妬の p次積分に変わり、エネルギー制約条件からその主要項は0。
つまり 1次項も 2次のオーダーになり、元の 2次項と併せて極限ソリトンで近似すると、

〈f(u)le〉=〈f(uo)le〉+C〈Lu1luり＋ O(H-3). (55) 

線形作用素 Lはソリトン T＊を中心とする座標で書けば

L := -OtW『塙＋ pwI;-2w。• (56) 

これは v。の満たす方程式

-8収o]p-1= (p -l)epvo-(p-l)t (57) 

の線形化作用素である。なお [12]では Uに対する方程式の線形化を使っているのでこの作
用素 Lは出てこない。

Lv1に対する近似は (EL)をソリトン近似で展開すれば

叫t+ T,) = H-1v1(t -T,) + O(H-2), Lv1 = w{;-2w。P2(vo)=: g, 

但し以下、 K次多項式は PKで表す（行により異なる）。この解は

V1 = Rg:=［知(t) ko(t) g(s)ds, span{k。,k1}= K紅 (L),
-oo k州） k1(s)

K。:＝pwo-(p -1), k1 := c + (t + F)k。,F=wいPp-2(wo)-

K。g=:Gとおくと〈glk。〉 =0より GEL}，部分積分で

G = P2(v0)(wぢ―1-w{;) -~P;(v0)(w{; — 1) + ~P;'(w{;/p + ・ ・ ・ + w0), 

〈Lv叶V1〉=〈glRg〉=-2〈GGlt+F〉-2c〈Gig〉=〈GIG〉-2〈Glk。gF+cg〉.

(58) 

(59) 

(60) 

gF=w。A(vo)Pp-2(wo)だから被積分関数は Vo,W。の多項式だが、 W。=w0(w0-1)の因
子があれば禎分は多重調和数 EQ になる。その因子が無いのは G2 内の [P~(vo)(wo -1)]2 
のみで、これが ((3)を与える。

15.3.近似積分の初速に対する最大化．近似積分〈f(uo)le〉の第 1次係数は2次精度が必要な
ので、単純に展開すると a=u(O)とh= u(O)の関係式を更に展開する必要が出てくる。 [12]
ではこの為にも uの2次近似を使ったが、これは以下で回避できる。

上の議論では最大化元 uに対して a:=u(O)と定めていたが、 a~h/Hを独立パラメータ

としても制約条件を指数誤差で満たす そ。 こで h= a1-p + ahとおいて、 ii=0(1)を独立パ
ラメータと見れば、

〈J(uo)le〉=-eHp-1〈wg-2w。|l+d召(vo,h) + c2 P4(vo, h)〉＋ O(c3), (61) 

と展開できる。但し c:＝砂＝ H-1[1+ p'hH-1 + O(H-2)］．積分すると

〈f(uo)le〉=C+ cP2(h) + c2 P4(h) + O(c3). (62) 
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真の a=u(O)は最大化元だから、 P2(h)の最大点を h。とすると h=h。+O(c)で、この誤
差は上の展開に影響しない。つまり

〈f(uo)le〉=C+ r:;max:A + c2P4(h) + O(cり (63)

なので aとhの関係式はんまで求めれば十分で、これはソリトン近似から（比較的容易に）
得られる。
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