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Figure 1:関数空間 Vhoと凡の元の具体例

さらに我々は区分的定数関数による空間離散化を用いる： トーラス 11'を周期境界条件付きの

区間 [O,1)と同一視し， NENを分割数， h= 1/Nを分割幅区間 I=[O, 1]上の点％ ＝nh, 

Xn+l/2 = (n + 1/2)hと，区間

In = [xn-1/2, Xn+1;2), In+l/2 = [xn心n+l)

を定めるまた，区分的定数関数の空間

Vh = {vh: 11'→股：叫InE lP'。(In)for all n = 0,..., N} 

Vho ={%＝言叫 EVh : t Vn = 0}, 
Vh = {dh: [0, 1)→民：叫In+l/2E JP'。Vn+1/2)for all n = 0,..., N} 

を定める．これらを用いて砂～咋 EVhoCJf盃1(11')と近似し，制約条件 d=Duは

N N 

Dh:L叫 Iれ→と％一h尻 11Jn-1/2
n=l n=l 

を用いて dh=D砂 hE凡により近似する．

これらの近似に基づき，

ぐ＝ argmin{f|dh| dx十二lluh-u~II; 
uhEVho lJ I 

2 犀 (11'):dh=D…} 

(31) 

(32a) 

(32b) 

(32c) 

(33) 

(34) 

という問題を考える．さらに我々は，制約条件の部分をペナルティー項に置き換える： 2つの区分
的定数関数uK+1~uK+1及びdK+1~DuK+1を

(U;+1,dがり＝ 疇讐。りhnEVh{||d川い（I) ＋ □|加ー u~II~;v'(11') + ~lldh -D砂 hll12(J)} (35) 

の解として求める，ここで μ>0はペナルティーパラメータである．このようにして，時間および

空間について離散化された問題を構成する．
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Figure 2: 2次B-spline基底関数

えゞ 成立する． lluh-u~ 佃 ＝ 1|▽（―△av)-1(uh -Uり）Iii吋）は以下のようにして計算する：まず，hllH;v1(T) 

(―△av戸(uh-ui)は， 2階微分すると区分的定数関数になるものであり，従って 2次の B-spline

基底関数（図 2)

Bn(x) = 

(x -X 3 
2 

n--
2 
） 

2h2 
(x -xn_½)(xn廿― x) 1 

h2 
十一

(xn+!―x) 
3 

2h2 

ifx E In-1, 

if XE In, (44) 

if XE In+l, 

0 otherwise. 

たちの線形結合で記述することができる．これを 1階微分したものは区分的線形関数であり，従っ

て▽(―△avい(%—咋）は区分的線形関数の基底関数砂（ぉ）たちの線形結合で記述される．この
びノルムは，第 ij成分が

匹 j= J'Pi'Pj dx 
11' 

となる行列 M を用いることで，以下のように記述できる：

(45) 

T 
-1 

T 
-1 

2 
-|  uhー吟12 1 = -||《訂▽パ—ふ）―1(U ー uk)II~

H知 (11') 2 
(46) 

ここで，《豆は M= ✓訂T../JJ を満たす行列であり今回の場合は a= ¢+1¢-1  
2⑳ 'b= 疇を

用いて
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国 ＝ vh,T (47) 
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Figure 3:全変動流問題に対する数値解の時間発展の様子．

6提案手法

6.1 4階全変動流

我々はsplitBregman法のアイデアを 4階の全変動流（及びROFモデル），さらには Spohnのモデ

ルに対して適用する．まず，式 (49)に対して splitBregman法を適用する：

｛ ：□ ： ::t,；言1|＋k[：|d--Uk;:：:[[K-m:[-bkm||3} 

bk,m+l = bk,m _ dk,m+l十▽huk,m+l.

(62) 

ここから， 4階の全変動流問題 (ROFモデルもほぼ同じ）に対する我々の提案手法が導出される：
与えられたかに対し，例えばuk,O= uk, dk,O = o, bk,O = oとし，以下の反復法を解く，

{ ukm+1 =(T―1k吠＋μ▽応）―1(T―叩kuk＋虞（dk,m-bk,m)）， 
(dk,m+l); = shrink(p7,m+1, μ―1), 

bk,m+｛ ＝ bk,m -dk,m+1 十▽~uk,m+l,
(63) 

ただし l,m+l=（▽huk,m+l+ bk,m)，．これにより， uk+l= uk,Mを決定することで，ある時間ス

テップでの近似解吟から次の時間ステップにおける近似解 u~+l が得られるのである．
数値例を図 3に示す．数学解析の結果から，解はファセットを維持しつつ不連続になることが知

られているが，数値解では勾配が非常に大きくなることにより，この不連続性を近似的に表現する

ことができている．

6.2 Spohnのモデル

また，我々のアイデアは Sphonのモデルに対しても適用可能である． Spohnのモデルのエネルギー

汎関数

E(u) =(3J。|Du|＋；j。|DulP. (64) 
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(a) Fourth order isotropic total variation flow 

(b) Fourth order anisotropic total variation flow 

一
(c) Spahn's fourth order model on 11'2 

Figure 4: 2次元の問題に対する数値計算結果
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