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1 序

方程式． 本稿では，駆動力項，およびソース項（外力項）付きの平均曲率流方程式：

叫x,t)ー知(x,t)十ll|▽u(x,t)I = c知 (x) in Rn x (0, oo) (1.1) 

を，初期条件：

u(x, 0) = u0(x) in Rn (1.2) 

の下で考える．ここで未知関数はU:Rn X [O, 00)→R で，▽U= (uxJi=lは空間変数x

についての勾配， I・ Iは通常のユークリッドノルムである．また 11,c> 0は正の定数， Xn

は空でない集合DeRnの特性関数で，さらに，

叫 x,t)I ~-- (Vu(x, t) 
知 (x,t)= ~div(団(x,t)|) (1.3) 

である．初期値Uo:Rn→ R は連続で台がコンパクト，すなわち UoE C。(Rn)と仮定す

る．本稿では，この初期値問題の粘性解に対する弱比較定理と一意性，そして解の長時間

的な挙動について，論文 [11]で発表予定の結果の一部を紹介する．
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物理的背景． （1.1)は， 2次元核生成と呼ばれる結晶成長現象を記述する方程式である

([1, 14, 15]）．これは，結晶表面での核生成（小さな丘の生成）をきっかけとして起きる結

晶成長現象である．この核生成が起きる場所は，ステップ源とも呼ばれる．核生成による

垂直方向の成長と，曲率．駆動力に依存する水平方向の成長との組み合わせで起きる成長

を(1.1)は記述する．

方程式 (1.1)の導出を簡単に説明する．図 1も参照．場所xER叫 時 刻tE [O, oo)にお

ける結晶表面の高さを u(x,t)で表す．結晶の水平方向の成長と垂直方向の成長について，

それぞれ次の (A),(B)の成長法則を仮定する：

(A)各lERに対して， u(・,t）の l-等高面じ(t)= {x E Rn I u(x, t) = l}は，曲面の発展

方程式：

V = K -v on f1(t) (1.4) 

に従って水平方向に成長する．

(B)集合9（ステップ源）上では， uは速さ c>Oで垂直方向に成長する．

(A)の記号について説明する． n= n(x,t) E Rnを， xE rz(t)におけるい(t)の単位法線

ベクトルで，｛XE Rn I u(x, t) > l}から {xE Rn I u(x, t) < l}へ向くものとする．そし

てV= V(x,t)はXE rz(t)における rz(t)のn方向への法速度， K,= K(x, t)はXEい(t)

における rz(t)のn方向への平均曲率を表す． vERは駆動力と呼ばれる定数で，今同は

v>Oの場合を考えている．高さ関数u(x,t)を用いると， uが滑らかで▽uc/cOとなる部

分では，法速度 Vと平均曲率 Kは次のように表示される：

V= 切（x,t) k = 1 ．▽u(x,t) 
|Vu(x,t)|'n -1山v(IVu(x,t)|). 

詳しい導出は [4,Chapter 1]を参照．これらを (1.4)に代入することで，

叫x,t)ーふu(x,t)＋叫▽u(x,t) I = 0 in Rn X (0, oo) (1.5) 

が得られる．なお曲率 Kの符号について，例えば等高面が図 1右のようなとき，その上の

凸な部分では K,< 0, 凹な部分では K>Oとなる．駆動力は今 v>Oであるから，法速度

(1.4)は等高面が凸な部分では必ず負となり，水平方向にはuは縮むことになる．

次に条件 (B)を考える．垂直方向の成長速度は Ut(X,t)で与えられるので，（B）は，

叫X,t) = C知 (x) inRnx(O,oo) (1.6) 

と記述される． 2次元核生成においては (A)と(B）が同時に起きると考えられるので，（1.5)

と(1.6)を組み合わせた方程式，つまり両者の時間微分を加えた方程式として（1.1)を得る．

[6, Section 3.1]では， 2つの方程式 (1.5)と(1.6)とを短い時間 T > 0ずつ交互に解き，

その時間幅の極限 T → +0 を取って (1.1) を得る，いわゆる Trotter—加藤の積公式に基づ

く導出も述べられている．
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u(x, t) 
Rn 

図 1：成長法則について．

先行研究． 方程式が不連続である場合，一般には粘性解に対する比較定理が期待できず，

それ故，解の一意性が問題になる．（1.1)の曲率項△1u(x,t)が無い 1階の方程式：

叫x,t)＋叫▽u(x,t)I = cxn(x) in Rn x (0, oo), (1.7) 

さらにより一般の，不連続ソース項を持つハミルトン・ヤコビ方程式に対しては，初期値

問題が一意可解となるような適切な解概念が [5]で導入された．また [9]では，その解の長

時間挙動を調べている．

2階方程式 (1.1)に対しては， vく 0の場合に，最大粘性解の漸近速度を [6]で調べてい

る．またソース項cxn(x)を連続関数f(x)で懺き換えた場合の解の漸近挙動を，［7,8]で

明らかにしている．［8］では，方程式 (1.1)の左辺を一般の退化放物型作用素としている．

2 粘性解

中心 x,半径 r> 0の開球を Br(叫で表す．まず，半連続包の概念を尊入する．集合

Kc  RNと関数 h:K → Rに対し， hの上半連続包 h*:K→RU  {oo}と下半連続包

h*尻 → RU{-oo｝を，

が(x)= lim-sup{h(y) I y E Br(x) n K}, h*(x) = lim)nf{h(y) I y E Br(x) n K} 
r→+O r→+0 

(x E衣）で定義する．

n次の実対称行列全体の集合を Snで表す．関数 F: (Rn¥ {0}) x gn→R を，

F(p, X) = -~trace ((1 -w) X) ((p, X) E (Rn¥ {O}) x S門 (2.1)

で定める．ここで，ベクトルP= (Pi,・・・,P砂ERnに対して p⑧ p = (pぁ）i,j=lである．

(2.1)は，（1.1)の―ふu(x,t)の項を表す関数である．すなわち， uが滑らかで▽u(x,t) -=J 0 

となる点 (x,t)においては， F（▽u(x,t)，▽％（x, t)) =―ふu(x,t)である．ただし，▽％ ＝ 

(u叫 Xj)i,j=lはヘッセ行列を表す．
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注意 2.1.(2.1)のFは次の性質を満たす：

FE C((R八{0})x S門， (2.2) 

任意のpER八 {O} と X~Y を満たす X,YE sn に対して， F(p,X)~ F(p, Y), (2.3) 

-CX) <凡（0,0) = F*(O, 0) < oo, (2.4) 

任意の (p,X)E (R八{0})x Snとr>Oに対して， F(rp,X) = F(p, X). (2.5) 

粘性解の概念を定義しよう．粘性解の晶本性質などは[2,4]を参照のこと．以下， c2,1(Rnx

(0, oo))は， xについてび級， tについてび級の関数cf>=cf>(x, t)の集合を表すとする．

定義 2.2（粘性解）． u:Rn X [O,oo)→Rを局所有界な関数とする．次の (i),(ii)が成り立

つとき， uを(1.1)―(1.2)の粘性劣解 (resp.粘性優解）と言う：

(i) Rn上でu*(・,0) ~ u0 (resp. u.(・, 0)こUo)．

(ii)任意の (xo,to) E Rn X (0, oo)とc/JE C2•1(Rn x (0, oo)) に対し， u* — cf> (resp. u.―¢) 

が(xo,to)で極大 (resp.極小）を取るならば，

cf>t(xo, to)+ F.（▽cf>(xo, to)，▽％（xo, to))十V|▽cf>(x。,ta)I ~ c(xo)*(xo) 

(resp. cf>t(x。,t0)+F*（▽の(xo,to)，▽2の(xo,to))十 V|▽cf>(xo,ta)I ~ c(x砧(xo)).

uが粘性劣解かつ粘性優解であるとき， uを粘性解と呼ぶ．

注意 2.3.（い）＊ ＝ x百，（XQ)*= xQ。である．ここで， Q° はQの内部を表す．

後に楕円型方程式の粘性解も考えるが，定義は同様なので省略する．

本稿ではコンパクトな台を持つ初期値u。を考えるため，粘性劣解，粘性優解のクラス

として次を定めておく：

u

u

 

｛
｛
 

＝

＝

 

．

．

．

．

 

B

P

 

u

u

 

s

s

 

uは(1.1)-(1.2)の粘性劣解，かつ全ての T>Oに対して，

ある R>0が存在して， B瓜0)ex [0,T]上でu幻0 } 

uは(1.1)-(1.2)の粘性優解，かつ全ての T>Oに対して，

ある R>0が存在して， B瓜0)ex [0,T]上で立。 ｝． 

ここで， C は補集合を表す．また， SOL:= SUB n SUPと定める．

例 2.4(nが球のときの解）． n=B臥0)(R > 0)の場合を，初期条件u。三 0の下で考え

る．まず，（1．1)の時間微分項切(x,t)を除いて得られる楕円型方程式：

―ふU(x)+ vlVU(x)I = c in B瓜0)

に，ディリクレ境界条件：

(2.6) 

U(x) = 0 on 8B凩0) (2.7) 
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を課した境界値問題を解いてみる．方程式 (2.6)はB瓜0)上でのみ考えるため，右辺は

ex知 (0)= Cとなる．それ故，不連続性が消えていることに注意しておく．今，滑らかな

解 U(x)が存在して球対称 U(x)＝心(Ix|）と仮定すると，（2.6)と（2.7)よりそれぞれ，

1 
ー一心＇（ T)＋u|心'(r)I= c in (0, R), 

心(R)= 0 

が分かる．（O,R) 上で似 ~o と仮定してこの常微分方程式を解けば，

心(r)= ~(R- r) + ~log~ (0 ~ r ~ R) 

を得る．そして，

c 叫叫＋ 1 
U(x)：＝心(lxl)= ~(R -lxl) + ~ ~(R- lxl) + j log~ (Ix|~ R) (2.8) 

と定めると，これは (2.6)―(2.7)の粘性解である．実際UE C2(B爪0)）であり， B瓜0)¥ {O} 

上では， Uは(2.6)を古典的な意味で満たす．原点 x=Oでは，

▽U(O) = 0, ▽初(0)= -cl 

であり，これより F.(O,-cl) = F*(O, -cl) = -cとなる．従って x=Oにおいても， Uは

粘性解の定義の条件を満たすことが分かる．

さて，（2.8)の Uを用いて，

min{U(x), ct} (x EB瓜0)),

u(x, t)：=｛。 (x¢ 恥 (O)） (2.9) 

と定めると， uは(1.1)-(1.2)の粘性解となる．（理由はここでは省略する．）グラフは図 2

のようになる． uは，最初のうちは，時間経過と共に平らな面が垂直方向に速さ cで動き

つつ，周囲からは Uのグラフが現れてくる，という挙動を示す（図 2左）．結晶がB瓜0)

上で垂直方向の供給を受けつつ，水平方向には削れながら降り積もっている，とも理解で

きる．しばらくして，高さ ctがUの最大値を超えると，それ以降は，解は動かず定常形

となる（図 2右）．これは，垂直方向の供給と，水平方向に縮む動きとが釣り合った平衡状

態と思える．この定常形に逹する時刻t。は，

cR c _ 1 
M。 =~U = U(O) =—+ -log 

知 (O) u v2uR+1 

とおくとき， t。＝ M。/cで与えられる．

後の定理4.3で，より一般の Q と初期値の場合でも，解が同様に定常形に達すること，

そして特に初期値が0であれば，解が (2.9)のように表示されることを示す．
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圏 2:解u(x,t)のグラフ．

3 弱比較定理

初期値間題の粘性解に対する通常の比較定理は，粘性劣解 uと粘性優解 vがRn上で

u*(・, 0) ~叫·,0)を満たすとき，

u*;:;;; v. in Rn x (0, oo) (3.1) 

が成立することを主張する．この比較定理の下で，粘性解の一意性と，一意解の連続性が

導かれる．またこのような比較定理は，方程式に適当な連続性を課して証明される ([2]).

一方，（1.1)や (1.7)のようなソース項が不連続な方程式に対しては，初期値問題の粘性解

は一意とは限らず，また不連続解も存在し得る ([5,6]）．それ故，（3.1)を結論とする比較

定理は一般には期待できない．そこで今回は，（3.1)よりも弱い，

(u*). ~ v., u* ~ (v.)* in Rn x (O,oo) (3.2) 

という形の不等式を導く．半連続包の定義より (u＊）＊三が， v*三（叩）＊であるので，（3.2)

の主張は，（3.1)の主張よりも実際に弱い．この (3.2)を結論とする比較定理を，ここでは，

弱比較定理と呼ぶことにする．

(3.2)は， 9が原点に関して星型，すなわち，

任意の入＞ 1に対して，豆／入 Cr:l0 (3.3) 

という仮定の下で示す．ここで， O/入＝ ｛x／入 IXE TI}である．証明では，粘性劣解u,

粘性優解 vの一方をスケール変換する．そのため，集合 9をスケール変換したときの情

報として (3.3)を用いる．弱比較定理を示すために，このようなスケール変換をする手法

は，［13,Appendix C]で楕円型方程式に対して用いられている．不連続粘性解に対する弱

い意味での比較定理の結果として，［3］も挙げておく．

定理 3.1（弱比較定理）．有界集合 Qは星型 (3.3)であると仮定する． uE SUB, v E SUP 

とする．このとき，（3.2)が成り立つ．

証明の概略．簡単のため， u*,v* をそれぞれ u,v で表す．叫 ~v の方を示そう．

1.入＞ 1とし，粘性劣解uを次のようにスケール変換する：

叫 x,t)= ~u（入x, 入2t).
入2
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このとき u入は，

ut(x, t) + F（▽u(x, t)，▽％（x, t))＋叫▽u(x,t)I = exぃ(x) in Rn X (0, oo) (3.4) 

の粘性劣解である．ただし Fの性質 (2.5)を用いた．定数 c入を，

1 
似：＝ Sup 万 Uo（入x)-u0(x) 

XERn 入

と定める．初期値について UoE C。(R門なので， lim入→1+0似＝ 0となる．ここで，

恥（x,t) :=い(x,t) -C入

とおく． a入もやはり (3.4)の粘性劣解である．さらに c入の定義より， Rn上で也(・,0) ~ 

v(・, 0)が成り立つ．

2. Rn X (0, 00）上で u．三 vであることを示すには，各T>0に対して，

liminf応~ v in Rn X (0, T) 
入→1+0

(3.5) 

であることを示せば十分である．結論を否定すれば，ある点 (xo,to) E Rn X (0, T)で，

liminf巫(xo,to) -v(xo, to) > 0 
入→1+0

となるものが存在する．ここで「変数倍化」を行う．入＞ 1 （入~ 1)とし，関数w:RnX 

[O,T) X Rn X [O,T]→Rを，

w(x, t, y, s) := u>-(x, t) -v(y, s) -¢(x, t, y, s), 

¢(x, t, y, s) := ~ + 
Ix -Yl4, It -s12 び

e e + T-t 

で定める．ここで E,CJ> 0であり， oは入に依存させず十分小さく取ることで，

w(xo, t。,x0,t0) > 0 

とできる．

3. (3.6)と，粘性解に対する比較定理の証明における標進的な議論で，次が分かる：

(3.6) 

・中は最大点 Z0= (x0, t0, y0, s0)を持つ．特に釘(x,t)：＝ ef>(x, t, Y0,災），吟(y,s) := 

-ef>(x0, t£, y, s)とするとき，

恥ー釘は点 (x0,t0)で最大， v一 1>2は点 (Ye,s£)で最小． （3.7) 

•最大点 {Z£} は，入と e について一様に有界．

•各入＞ 1に対し，必要なら部分列を取ることで，ある（元,t) E Rn x (0, T)に対し，

lim Ze = lim (xC, tC, ye, Se) ＝ （元，f,瓦り．
C→+0 E:→+0 
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4. 

4 
Pe :＝▽匹(Ze:)=—▽位(Ze:) = ~lxe: -Ye:12に— yふ

(J.,  - '2  
冗：＝叫Ze)- ＝—叫Ze) ＝ -（te -se) 

(te: -T)2 

と定める．ここで入＞ 1は固定して，以下の場合分けをする．

Case 1:部分列｛森｝江1C (0, 1]で， limk→oo森＝ 0かつp荘 cf-0 (k EN)を満たすものが

存在する場合．（添字の K は以降省略する．）このとき， Crandall—石井の補題 ([2, Theorem 

8.3])により，ある Xe:,Ye:E snでXe+Ye三0を満たすものが存在して，

〇-
冗＋ ＋ F(p0,Xり＋叫Psi~ cxn／入に），(ts -T)2 

T0 + F(p0, -Y,;) + vlp』~ cxno(y,:) 

が成り立つ．なおPsヂ0なので， F.(Ps,X』=F(Ps,X0), F*(p0, -Y,』=F(p0,-Y0)とな

ることを用いた．上記の 2 つの不等式の差を取る．（2.3) より F(p0,X』~ F(Ps, -Y,)で

あることに注意すると，

〇―

T2 —＋ツ（入— l)IPe|~ exぃ（叩）ー C証 (ye)． (3.8) 

そして今， v>Oかつ入＞ 1であるから，

゜~
T2 一~ ex豆／入に）ー C証 (ye) (3.9) 

となる．

Case 2:十分小さい全ての c>Oに対してPe:=0である場合．このとき，（3.7)の関数釘

と向は，

▽釘(xe:,te:)＝▽</>2(Ye:, se:) = 0, ▽2釘(x釘む） ＝ ▽2む(Ye:,se:) = 0 

を満たす．従って粘性解の定義により，

o• 
冗＋ ＋F.(o, O) ~ cx0／入（四），

(tc: -T)2 

冗＋ F*(O,0)~ cxn°(Yc:)-

これらの差を取れば，（2.4)より再び (3.9)を得る．

最後に (3.9)でe→ +0として，

〇―

T2 一~ ex豆／入（元）ー cxn。（元）．

Qが星塑であるという仮定 (3.3)より右辺は 0以下なので，これは矛盾である． ロ
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上記の定理3.1の証明では，（3.8)の部分で， I/>0 であることを用いて v（入— l)IPel を

非負の項として切り捨てた．一方で I/<0の場合には，同様の処理はできない．しかし，

粘性劣解uと粘性優解vのどちらか一方が空間変数xについてリプシッツ連続であれば，

{Pe}が入と eについて一様に有界となるので， e→ ＋0,入→ 1+0の順に極限を取って，

同様に矛盾を得ることができる．

リプシッツ連続性について，具体的には， uまたは vに対して次を仮定する：

｛全ての T>0に対して，ある L>0が存在して' (3.10) 

全ての x,yE RnとtE [O,T]に対して， lw(x,t) -w(y, t)I ~ Llx -YI-

定理 3.2（弱比較定理 2)．有界集合 9は星型 (3.3)であると仮定する． I/<0と仮定する．

11, E SUB, v E SUPとする．さらに， uまたは 1)の少なくとも一方は（3.10)を満たすと仮

定する．このとき，（3.2)が成り立つ．

証明の概略．定理3.1の証明の記号を引き続き用いる． uまたはvのリプシッツ連続性(3.10)

により，｛Pe}は入と eについて一様有界となる．よって各入＞ 1に対し，

lim pe ＝凡 ERn 
e→+0 

と仮定してよい．このとき，（3.8)でe→ +0とし，（3.3)を用いると，

T゚2 
ー＋ l1（入— 1)|応|;£; ex頁／入（元）ーex,。（元）;£;0. 

仙｝は入について有界である．また， oは入に依存しないのであった．従って入→ 1+0

として，矛盾を得る． ロ

注意 3.3.証明を振り返ると，定理 3.1,3.2は，次のように方程式を一般化しても成り立

つことが分かる．

• F: (Rn¥ {O}) X gn→ R は(2.1)に限らず，（2.2)―(2.5)を満たすものであればよい．

• (1.1)の右辺はcxo(x)に限らず，関数f:Rn→ Rで，

任意の入＞ 1とX ERnに対して， f*（入x);£;J.(x) 

を満たすものであればよい．

弱比較定理3.1の下では，次の一意性の結果が得られる：

系 3.4（一意性）．有界集合Qは星型 (3.3)であると仮定する． u,vE SOLとする．

(1) Rn X [O,oo)上でか＝ v*,叫＝ V*が成り立つ．

(2) U, Vの一方がRnX [O,oo）上で連続ならば， RnX [O,oo）上で U=Vが成り立つ．

注意 3.5.系3.4の(1)は，上半連続な粘性解，下半連続な粘性解が，それぞれ一意である

ことを主張している．また (2)は，連続な粘性解がもし存在するならば（何らかの方法で

連続な粘性解が見つかれば），それ以外には解が無いことを保証する．
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4 解の漸近形

例2.4では， Qが球のとき，解は9上での垂直方向の成長と，水平方向に縮む動きとを

組み合わせた挙動をすることを観察した．また解は，有限時刻で定常形に逹した．このよ

うなことが，一般の Qに対しても成り立つことを示そう．解が水平方向に縮むためには，

(1.4)で与えられる成長速度 Vが負であればよい．そこで， Qの形状に関して，次の条件

を一時的に考える：

k叩く I/ on an. (4.1) 

ここで K叩＝邸n(x)は， XE[)flにおける， Qから QCの方向への 0Qの平均曲率を表す．

このとき，等高面が80に一致すればV=t<;,-v<Oとなるため， 9上で垂直方向に積

もった結晶が， 0Qから縮んでいくことが期待される．全ての等高面で縮むことは自明で

はないものの，解が例2.4のものと同様の挙動をすることを，実際に示すことができる．

以降， 8Qの滑らかさを要求する曲率の条件（4.1)の代わりに，対応する外部球条件を考

える．すなわち，半径が 1/vより大きい外部球が存在する，という次の条件を課す：

任意の zE 80に対して，ある x。EOcとr>ーが存在して，

｛ (4.2) 
Br(Xo)がzにおける 9の外部球となる．

ここで，球Br(Xo)がzE 80における Qの外部球であるとは， Br(xo)C ocかつzE 8Br(xo) 

であることを意味する．

解の定常形を得るため，例2.4と同様，（1.1)に対応する楕円型方程式の境界値問題：

ーふU(x)＋叫▽U(x)I= c in D, 

U(x) = 0 on叩

(4.3) 

(4.4) 

を考える．未知関数は U:TI→Rで， Qは開集合としておく．方程式 (4.3)はQ上で考え

るので，不連続性はやはり消えていることに注意しよう．なお境界条件 (4.4)は，いわゆる

粘性解の意味 ([2,Section 7]）ではなく通常の意味，つまり「全ての xE anでU(x)= 0」

という条件として以下扱う．

(4.3)-(4.4)の粘性解は一意に存在する．

定理 4.1（楕円型問題の解の一意存在）．有界開集合9は外部球条件 (4.2)を満たすと仮定

する．このとき，（4.3)-(4.4)の粘性解 Uが一意的に存在する．また Uは， n上で非負か

つ連続である．

証明の概略． 1.粘性解の一意性と連続性は，比較定理より導かれる．この比較定理は，方

程式 (4.3)の左辺の同次性を利用することで， 1階のアイコナール方程式に対する比較定

理 ([12]）と同様の方法で証明できる．

2.粘性解の存在は，ペロンの方法で示す．そのために，境界条件 (4.4)を満たす粘性劣解

w—と粘性優解 w＋が必要になる．粘性劣解としては，定数関数 w—三 0 を用いればよ

ぃ．なおこれより，解の非負性が分かる．一方で粘性優解を構成するために，外部球条件
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(4.2)を用いる．具体的には，各zE anに対応する (4.2)の外部球Br(xo)に対し，その境

界8Br(xo)を0-等高面とする錐状の関数：

C 
し(x):= ~(Ix -x01 -r) 

v-(1/r) 

をまず考える．各しは (4.3)の粘性優解であることが，直接計算で分かる．また百上で

lz ~ 0かつし(z)= 0を満たす．そこで，

w+（x) ：= inf lzX 
zEBfl 

と定めれば，粘性解の安定性により w+は（4.3)の粘性優解となる．さらに w＋は，境界

条件 (4.4)も満たしている． ロ

注意 4.2.外部球条件 (4.2)は，より一般的な次の条件に置き換えられる：

任意の zE叩に対して， inf~(dist(z, Or) -r) = 0. 
r>1/v u -（l/r) 

ここで， Qr={x E Rn I Br(x) C nc}である．この条件を用いると，境界8Q上の点で，

外部球の半径がちょうど 1/vとなる点も，場合によっては許せることが分かる．詳しくは

[11]を参照．

定理4.1で得た一意解 Uが，（1.1)-(1.2)の粘性解の定常形を与える．有限時刻で Uに

達することも証明できる．

定理 4.3（解の漸近形）．有界開集合 Qは星型 (3.3)で，外部球条件（4.2)を満たすと仮定

する． uを(4.3)―(4.4)の粘性解とし， to:=(max百U)/cと定める．

(1) Rn上で u。三0と仮定する．このとき，

min{U(x), ct} (x ED), 
u(x, t) =｛。（x¢ Q) 

が(1.1)-(1.2)の一意解となる．特に，

u(x,t) ＝ ｛U(x) （x E O)' （tこto)
0 (x rf_ 0), 

が成り立っ．

(4.5) 

(4.6) 

(2) 0 上で u。~ 0, oc上でu。=0と仮定する．このとき，任意の uE SOLに対して，

(4.6)が成り立つ．

証明の概略．（1)(4.5)のuが解であることの証明は省略する． uはRnX [O,oo）上で連続

なので，系 3.4(2)によりこれが一意解となる．
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(2) (4.5)の関数を U で表すことにすると， u-E SUBとなる．一方で，

U+（x, t) ＝『:）雷 |Uo| ［::〗［;:; ~ ::;: 
0 (x (/. n) 

(4.7) 

と定めると，忙 ESUPであることが証明できる．すると弱比較定理3.1より， RnX [O, oo) 

上で U― ~u~u+ となる．炉は (4.6) を満たすので， u も (4.6) を満たす． ロ

5 おわりに

論文［11]では，定常形の決定以外に，［13]に基づく方法で初期値問題 (1.1)―(1.2)に対

する離散ゲーム解釈を与え，値関数の極限としての解の表示を導いている．方程式のソー

ス項cxn(x)は，ゲームのランニングコストとして解釈される．さらにその公式を応用し

て，ある 9の場合に，非自明解uの存在と，その漸近速度limい (X)u(x,t)/tを求めている．

ゲームの各プレイヤーの戦略を解析することで，値関数を評価して示している．

2次元核生成による結晶成長は，ステップ源の位置が，ある領域 UcRnの境界auと

みなせる場合，初期値・境界値問題としても記述できる．このとき，方程式にソース項を

付ける代わりに，領域境界で，解の成長速度を指定する動的境界条件：

山 (x,t)= c on 8U x (O,oo) (5.1) 

を課す．このような動的境界値問題の粘性解の一意存在を， Uが半空間の場合に [10]で示

している．動的境界条件 (5.1)の下での粘性解は，ディリクレ境界条件：

u(x, t) =ct+ u0(x) on EJU x (0, oo) 

の下での粘性解とは一般に異なるので注意したい．
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