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優臨界楕円型方程式の球対称解の構造

〇 序文

東京大学大学院数理科学研究科宮本安人1

Yasuhito Miyamoto 

Graduate School of Mathematical Sciences, 

The University of Tokyo 

この小論文は，球領域における優臨界楕円型方程式のディリクレ問題の正値解の構造に

関する概説（サーベイ）である．優臨界方程式について日本語で書かれた文献が殆どない

ため概説を試みた．しかし，球対称解に限っても多くの先行研究があるため分岐問題の周

辺しか触れられず，その点はご容赦いただきたい．この概説によって優臨界の間題に興味

を持っていただける方が増えれば筆者の喜びである．

1 問題設定

この概説では， 1つのパラメータを持つ次の半線形楕円型問題の正値解を考える：

{:U=+0入f(U)＝ 0 :n:m 

u > 0 inn. 

ここで，入：：：：： 0. また，領域 Qは球領域B:= {x E股N;lxl < 1}とする．

の典型的な例として
炉， U+訊 (u+1)互 eu

(1.1) 

非線形項f(u)

が挙げられる． f(u)が代数的増大度を持つ場合は，最高次の次数を pとする（一般の増

大度を持つ場合は Section8を参照）． N ：：：： 3のとき， Ps:= 2* — 1 = (N +2)/(N-2)と

すると，（この概説では） Psを臨界ソボレフ指数と呼び，

{：：二：：］：：： ：： ：ご'
P <psのとき，問題 (1.1)を劣臨界

と呼ぶ優臨界の問題は，劣臨界や臨界の場合とは本質的に異なる現象から来る困難があ

ることが知られている．例えばf(u)= lulP-luの場合を考える． P> Psの場合は，ソボ

レフの不等式
||u||L2*（か） :SCllv'u|正（砂）

では，問題 (1.1)に対応するエネルギー

1 1 
I(u)：＝う！Q|▽ul2dx -~ k lulPdx 

1email: miyamoto@ms.u-tokyo.ac.jp 
本研究は科研費（課題番号：19H01797,19H05599)の助成を受けたものである．



55

の第2項を Hl-ノルムを用いて抑えることができない (H尺Q)上でIはwell-definedにな

らない）．従って標準的な変分法は適用できない．そこで，球領域における正値解を考え

たい． Gidas-Ni-Nirenbergの定理 [20]から古典解は常に球対称解となるので次の ODEの

問題に帰眉される：

{u”+Nr-1U'＋入f(u)= 0 for O < r < l, (1.2) 

u(l) = 0. 

ODEの手法は非常に強力で， PDEの手法では到底望めないような詳細な情報を引き出す

ことが可能となる．領域の一般性は諦める代わりに球対称解の詳細な構造を解明すること

を目標とする．

まず，変数変換s= v>.r, v(s) = u(r)によって次の vに関する方程式を得る：

{V”+ NS-lv'＋f(v) ＝ 0 for 0 < sく v>., (1.3) 

v(v>.) = 0. 

初期条件 v(O)= a, v'(O) = 0の下で (1.3)を初期値問題として解き， vの最初の零点

があるとき，それを so(a)とする．境界条件を満たすために入(a)= s0(a)2とすれば，

｛（入(a),a)} c 配が (1.1) の分岐図式となる．従って，分岐図式は解の LOO—ノルム（すな

わち u(O)= a)でグラフ表示できる（詳しくは [29]参照）．入＝入(a)のグラフの形状を

調べることが目標となる．

2 Gel'fand問題と Joseph-Lundgrenの問題

まず，次の楕円型方程式の正値解の構造を考える：

｛凶＋い＝0 in B, 

u = 0 on 8B. 

解構造は次のようになることが知られている：

定理 2.1.N > 2とする．このとき，（2.1)は次の正値特異解を持つ：

（入，u)=（入＊，ー2logr+ log2(N -2)). 

ここで，入＊ ＝2(N -2)．また入(0)= 0でlima→(X)入(o:)=入＊となり，次を満たす．

(2.1) 

(i) 2 < N < 10ならば， a→ ooにおいて入(a)は入＊の周りで振動する（折り返し点が無

限個存在する）．特に，入＝入＊のとき正値占典解を無限個持つ（図1の左）

(ii) N ~ 10ならば，入(a)は狭義単調増加する（折り返し点を持たない）．従って， 0<

入＜入＊ならばただ 1つ正値古典解を持つ（図 1の右）

(2.1)はGel'fand問題と呼ばれ， Gel'fand[18]において N = 3の場合に定理 2.1が示

された．その後， Joseph-Lundgren[26]により N;::::4の場合が示された．この研究によ

り，優臨界の場合は劣臨界の場合と異なり古典解の集合がL00(0)内で有界とは限らない

ことが明らかになった．また，簡単な計算で特異解は H尺Q)に属し弱解となることが分

かるので，弱解であっても解が有界とは限らないことが分かる．さらに，定理2.1によっ

てN=lOがある種の臨界次元となることが明らかになった．証明は，変数変換
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a a 

入＊ 入 入＊入

図 1：問題 (2.1)の分岐図式．左図が定理2.1(i)，右図が定理2.1(ii)．同じ特徴を持った

分岐図式は他の定理でも現れる．

t := -logr, x(t) = u(r)-(-2logr+log2(N -2)-log入） （2.2) 

により自励系

じ：［応2)y-2(N -2)(e冗ー 1)

となるので相平面解析の方法による．

[26]では (2.1)の非線形項を代数的増大度を持つものに代えた問題

｛知＋入(U+1)P =0 in B, 

u = 0 on EJB. 

も研究されており次が示された．

定理 2.2.N > 2, p > Psとする．このとき，（2.3)は次の正値特異解を持つ：

2 
（入，u)=(入[三 -1)，ここで入＊ ＝ （N-2 - ． 

2 

P-1 p -1) 
また入(0)= 0でlima→00入(a)＝入＊となり次を濶たす．

(i) 2 < N < llならば， a→ ooにおいて入(a)は入＊の周りで振動する．特に，入＝入＊の

とき正値占典解を無限個持つ（図 1の左）．

(ii) N ~ ll かつ P~PJL ならば，入(a) は狭義単調増加する．従って， 0< 入＜入＊ならば

ただ 1つ正値古典解を持つ（図 1の右）．一方， N2 11かつp<pJLならば，入(a)は入＊

の周りで振動する（図 1の左）．ここで，

恥：＝｛1＋ N-4三 iJN>10, 

oo if 2 < N ::::; 10. 

(2.3) 

問題 (2.3)では，指数PJLが重要な役割を果たしていることがわかる． PJLは 11次元

以上のときに現れ，ジョセフ・ルンドグレンの指数と呼ばれている．簡単な計算により

PJL > Ps (N > 2) となることがわかる．定理2.2の証明は， 2つの変数変換

s=凸， v(s)= u(r) + 1, 
2 f 2 ¥ 1 l/(p-l) 

t = -logr, x(t) = v(s) I{~ (N -2 -~) rf¥p-i) s―2/(p-1) (2.4) 
p-1¥ p-1 
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により ((2.4)はEmden変換または Lane-Emden変換などと呼ばれており 100年以上前の

文献Emden[14]において既に用いられている），自励系

にい—土） y＋凸（N-2- 凸）（x- 呼）
となるので相平面解析の方法による．

問題 (2.1)と(2.3)は完全な分岐図式が得られる数少ない例であり，定理2.1と2.2はこ

の分野を牽引する最璽要の先行研究となったが，証明は技巧的な変数変換(2.2)と(2.4)に

依存しており，この 2つの例を基礎として一般の非線形項f(u)を持つ問題(1.1)を研究す

るには隔たりがあった．

3 優臨界Brezis-Nirenberg問題

Brezis-Nirenberg [4]は， p=psのとき Dirichlet問題

｛邸＋入U+ UP = 0 ~: :~. (3.l) 
U = 0 on an. 

の正値解の存在と非存在を研究した． Qが星形領域のとき，臨界 (p= Ps)かつ入＝ 0な

らばポホザエフの恒等式から (3.1)は正値解を持たないことが知られている．そこで，［4]

は低次の摂動（入＞ O）を加えた場合に正値解が存在するか？について詳細に調べた．［4]は

その後の研究に大きな影轡を与え，これまで様々な拡張がなされてきたが，その一つとし

て優臨界の問題 (p> Ps)も研究されている．変数変換U=入1/(p-l)uによって (3.1)は次

のようになるので (1.1)の枠組みに入る：

｛知＋入(u＋砂） ＝ 0 in B, (3.2) 

u = 0 on 8B. 

定理 3.1.N > 2, p > Psとし， μ1をB上のディリクレラプラシアンの第1固有値とす

る．（3.2)は正値特異解（入＊，u*)を持ち， u*E H1(B)となる．また，分岐曲線は入(0)= μ1 
でlim"'→00入(a)=入＊を満たす．

(i) P < PJLならば， a→ ooのとき入(a)は入＊の周りを振動する．各正値古典解のモース

指数は有限となり，特異解（入＼u*）のモース指数は無限である．特に，入＝入＊のとき正値

古典解を無限個持つ．

(ii) p ~ PJLならば古典解と特異解のモース指数は有限である．

定理 3.1はN = 3の場合が Budd-Norbury[7]によって示された． N 2'. 4の場合は，

Merle-Peletier [31]によって特異解の存在と入(a)→入＊が示された． Nミ4における入(a)

の振動とモース指数はGuo-Wei[21]によって示された．［21]より前にDolbeault-Flores[12] 

で，部分的に定理3.1が力学系理論を用いて示されている．定理3.1において，入(0)= μ1 
は自明解から局所分岐理論により示される性質なので優臨界の現象とは関係ない．定理

3.1の証明は，特異解の存在はEmden変換と ODE的な手法による．特に，特異解は具体

的に表示できないが，抽象的な方法で存在が示され，さらに原点近くにおける漸近展開

か(r)= {~ (N -2 -~)} i/(p-i)（心叫 (l+o(l)) as r→ O (3.3) 
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が得られる（計算は複雑になるが高次の項まで計算できる）．入(a)の振動については特異解

と占典解の交点数を用いる．定理3.1で得られた正値特異解の一意性が気になるところだ

が[4,12, 21, 31]では示されていなかった（後年，球対称正値特異解の一意性が成り立つこ

とが示された， 5節の定理5.1を参照）．（3.2)と類似の△u＋入研＋炉＝ 0(1'.Sq< Ps < p) 

や△u＋入（研＋砂） ＝ 0についても，［6,12, 31]において同種の定理が成り立つことが示

されている．

定理3.1の重要な点は次の 2つであると思われる： （i) 2つの例 (2.3)と(3.2)より，代数

的増大度を持つ場合は，最高次数pに対してp<pJLとp?'-PJLの場合で解構造が大きく

異なっているように見える，（ii)特殊な変数変換が無くても他の方法で分岐図式やモース

指数などの性質を調べることができる．

4 Brez is-Vazquezの問題

f(u)は，下記を満たす関数とする：

u ?> 0において連続，正値，狭義単調増加，下に凸で， lim f(u)/u = oo. (4.1) 
u→00 

条件 (4.1)の下で， 0<入＜入＊において (1.1)が最小解（入，u入）からなる分岐の枝を持ち

（ぬ(x)は入に対して単調増大となる），入＞入＊において古典解を持たないような入＊ ＞〇

が存在することが比較的簡単に示される． Brezis-Vazquez [5]では，入＝入＊において (1.1)

は非常に弱い意味の解u*E L1(0)(Extremal solutionと呼ぶ）が存在することが示された．

[5]の主定理の一つが次である：

定理 4.1.(1.1)は非有界な弱解（入，v)E尺 X HJ(Q)を持つとする．もし

ゾf'(v冒dxさ！0|▽研dxfor all cp E Ct(n) (4.2) 

ならば入＝入＊かつ v＝か．逆に入＝入＊かつ V= u*ならば (4.2)が成立する（この定理

は， nc罠Vが滑らかな境界を持つ一般領域でも成り立つ）．

定理4.1を一言で述べると次となる：

（入＊，が）が安定←⇒ （入＊，u*)がExtremalsolution 

n = Bでは分岐の枝が入＝入(a)とグラフ表示でき（定理8.1で見るように適当な fの仮

定の下で）正値特異解が存在するので，この定理は分岐理論の視点から見ると折り返し点

を持たないための（入(a)が狭義単調増加となるための）必要十分条件とも言える．従っ

て，次が結論される：

（いが）が安定←⇒折り返し点を持たない（図1の右）

[5]に従い，上記の「====}Jを2つの具体例で確かめたい． n= Bかつ f(u)=呼の場

合，定理2.1で与えられる特異解を持つ．それを (4.2)に代入し，

2(N -2) L ~dx :=; L|向 |2dx

Hardyの不等式
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(N ; 2)2 J艮N ~dx さ J砂汀dx for ¢ E H詞

の最良定数と比べると 2(N-2)さ(N-2)2/4 のとき（すなわち N~lO のとき） （4.2)が

成立する．従って， N~lO のとき分岐図式は定理 2.l(ii) の形となり図 1 の右と符合する．

次に， D=Bかつ f(u)=(u+l)Pの場合，定理2.2で与えられる特異解を持つので，そ

れを (4.2)に代入し，

P-p1 (N-2 -P] 1) JB :dx三JB|Vul2dx 

Hardyの不等式の最良定数と比べると戸1(N-2 —土）こ笠戸二のとき（この不等式
を解くと PJL が現れ，条件がP~PJL となる） （4.2)が成立する．従って， pミPJLのとき

分岐図式は定理2.2(ii)の形となり図 1の右と符合する． PJLの導出については，複数の方

法が知られているが，この方法が最も簡単なものと思われる．

Brezis-V azquez [5]の研究によって，特異解の性質（定理4.1では安定性）と古典解全体

の構造（分岐図式）は密接な関係があり，特に D=Bならば (4.2)を確かめることによっ

て分岐図式が完全に決定できることが明らかになった．従って，分岐図式を研究する上で，

特異解の存在とその性質を研究することの重要性が認識された．標語的に述べると：

特異解は全ての古典解の情報を持っている． (4.3) 

5 代数的増大度を持つときの分岐図式

[33, 38, 39]において代数的増大度を持つ下記の (5.1)の場合に，（1.1)が取りうる分岐図

式の分類が試みられた：

f(u) は u~O で正値，び級，さらに l<q<p が存在し，

f(u) =炉＋ 0（研） asu→ oo, J'(u) = pup-l + O(uq-l) as u→ 00. (5.1) 

定理 5.1.N > 2, p > Psとし， fは (5.1)を満たすとする．（1.1)は一意的な正値特異解

（入＊，か）を持ち， u*E H1(B)となる．また，分岐曲線は入(0)= 0でlima→00入(a)＝入＊を

満たす．

(i) p < PJLならば， a→ 00のとき入(a)は入＊の周りを振動する．特異解（入＊，u*)のモー

ス指数は無限大である．

(ii) p > PJLならば特異解のモース指数は有限である．

この定理によって入(a)の振動は低階項0（研）には依らずpの条件Ps<p < PJLにのみ

依存することが分かった．

定理5.1の別の重要な点は特異解の存在と一意性と古典解の特異解への収束性（入(a)→入＊

とu→ u*inCぬ(B¥{O}））である．特に特異解の一意性については（4.3)から強く示唆さ

れており，実際 [5,31]で予想されていたが，技術的に難しく特殊な非線形項を除いて知

られていなかった．一意性についての先行研究は， f(u)＝砂 (p> Ps)のとき [43]により

示され， f(u)= -u十砂 (p> PJL)のとき Chernet al. [8]により示された．（5.1)の2行

目がP> Psで成り立つとき [38]において示され，最終的に，
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f(u) =炉＋ o（炉） asu→oo, J'(u) = pup-l + o(uP-1) as u→00. 

が， P> Psで成り立つとき [39]で示された．［39]では，特異解の一意性の他に特異解の存

在と古典解の特異解への Cぬ(B¥{O}）における収束も示されている．

全領域の間題は優臨界Schrodinger方程式の定在波解と密接な関係がある．その視点か

らの研究は，［23,24]が挙げられる．

ところで，定理5.1から特異解と分岐図式の（定理4.1以外の）関係が示唆されていな

いだろうか？定理4.1と5.1から着目すべき点は特異解のモース指数と分岐曲線の折り返

し点の数にあるように思われる．そこで，次が予想される：

予想 5.2.特異解のモース指数と，分岐曲線の折り返し点の数は一致する．

定理5.l(i)は，特異解のモース指数が無限大の場合（このとき折り返し点の数も無限大）

であり，定理4.1はモース指数が 0の場合（このとき折り返し点の数は 0)であると考え

られる．［33]では，特異解のモース指数が有限であり，折り返し点の数も有限となる例を

挙げているが，両者が一致していることの証明までは到達していない．

定理4.1と5.1と予想 5.2をまとめると，代数的増大度を持つ場合に次の分岐図式の分

類が得られる（予想も含む）．

Ps < P < PJL ⇒ m(u*) = oo and 折り返し点無限個
定理 5.l(i)

{ m(U*） ＝ 0 
＝⇒ 折り返し点なし定理4.1

p > PJL ⇒ or 
定理 5.l(ii)

1 :S m(u*) < oo 折り返し点有限個？＝⇒ 
予想 5.2

図2:非線形項が代数的増大度pを持つ場合の分岐図式の分類． pはJ(u)の増大度， m(u*)

は特異解のモース指数．

図2においてp=pJLの場合が含まれていない．この場合は，定理2.2を見ると p>pJL

の方に含まれると予想されるが，特異解のモース指数の有限性を示すためには，特異解の

高次の漸近展開が必要となり fの低次項にも仮定が必要と思われる．低次項の仮定なし

にモース指数の有限性が成り立つかは現時点では不明である．

6 指数的増大度を持つときの分岐図式

[34, 39]において，指数的増大度を持つ下記の (6.1)の場合に，（1.1)が取りうる分岐図

式の分類が得られた：

f(u)はu:2".0で正値，び級，さらに 0<<5<1が存在し，

f(u) = eu + O(e(l-li)u) as u→oo, J'(u) = eu + O(e(l-li)u) as u→00. (6.1) 

定理 6.1.N > 2とし， fは(6.1)を満たすとする．（1.1)は一意的な正値特異解（入＊，u*)

を持ち，分岐曲線は入(0)= 0でlima→00入(a)＝入＊を満たす．

(i) N < 10ならば， a→ 00のとき入(a)は入＊の周りを振動する．特異解（入＊，か）のモー

ス指数は無限大である．

(ii) N 2". 11ならば特異解のモース指数は有限である．
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この定理によって指数増大の場合も，入(a)の振動は低次項O(e(l-o)u)には依らず次元

Nにのみに依存することが分かった．

定理 6.1の重要な点は，定理 5.1と同様に特異解の存在と一意性と古典解の特異解へ

の収束（入(a)→入＊と u→ u* in Cぬ(B¥{O}））である．一意性についての先行研究は，

f(u) = euのとき Mignot-Puel[32]によって示された．その後，［39]によって，

f(u) = eu + o(eu) as u→oo, J'(u) = eu + o(eu) as u→ OO 

が成り立つときに示された．［39]では，特異解の一意性の他に特異解の存在と古典解の特

異解への Cぬ(B¥{O}）における収束も示されている．代数的増大度のときと同様に分岐

図式は図 3のように分類される（予想も含む）．

2<N<10 ⇒ m(u*) = oo and 折り返し点無限個
定理 6.l(i)

{ m(U*） ＝ 0 
＝⇒ 折り返し点なし定理 4.1

N2  11 ＝⇒ or 
定理 6.l(ii)

1 ~ m(u*) < oo ⇒ 折り返し点有限個？
予想 5.2

図 3:非線形項の主要部が砂の場合の分岐図式の分類． m(u*）は特異解のモース指数．

図3ではN=lOの場合が含まれていない．代数的増大度のときと同様に，定理2.1を

見ると Nこ11の方に含まれると予想されるが， fの低次項の仮定なしにこの予想が成り

立つかは現時点では不明である．

7 極限方程式の交点数と分岐図式

定理5.1(i)と6.1(i)の証明では，極限方程式の特異解と古典解の交点数が鍵となって

いる．代数的増大の場合に手法の概略を解説する． fは(5.1)を満たすとし (1.2)を考える．

変数変換 s= ✓ふ， v(s) = u(r)によって vの方程式 (1.3)が得られる．ここで， v(O)= a, 

v'(O) = 0とする初期値問題を考える．すると，

｛炉＋叩v'＋f(V)＝ 0 for 0 < s く~'
v(O) = a, v'(O) = 0, v(~)=0. 

さらに，次のスケール変換
戸

t=a~s, 

を考えると， 0の満たす方程式は，

叩）＝
v(s) 

a 

{0”+ N；噌＋籾十 0―pg(a6)＝ 0 for 0 < t ＜凸喜

叩(0)= 1, v'(O) = 0,恥ふデ）＝ 0.

(7.1) 

gに関する仮定 (5.1)を考えると a→ (X)において cx-Pg(av)→ 0と予想される．従って極

限方程式は次のようになる

｛研＋干w'＋研＝0 fort> 0, 

w(O) = 1, w'(O) = 0. 
(7.2) 
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すなわち，

6 →w in C贔（酎） asa→00. 

一方，抽象的な方法で構成した特異解の漸近展開がは (3.3)で与えられる．スケール変換

v*(s) = u*(r) s =心を適用し，さらにスケール変換(7.1)を適用すると，

叫＝｛p： 1 (N-2 - 2 

1/(p-1) 

p -1) ｝ t―pど1(l+o(l)).

極限a→00をとると，

o＊ →w* in Cloe（記＼｛O})as a→00. 

ここで，

w*(t) := {~ (N -2 -~ 
1/(p-1) 

- P -1) }t—~- (7.3) 

この関数は全領域上の Emden方程式 (7.2)の厳密な正値特異解である．従って， uとが

は変数変換によって 0と〇＊になり， a→00でwとw*に収束するので wとw＊の解の形

状が重要となる．ここではwと記の交点数を考えたいが，次の定理が知られている：

定理 7.1.N > 2, p > Psとする．凹(t)を叩(t)Cw1季W2)を△w＋研＝ 0の正値球対

称古典解とし w*を特異解 (7.3)とするとき，次が成立する．

(i) P < PJLのとき， Z[w1-w叶＝ oo,Z[w1 -w*] = oo. 
(ii) p 2". Pnのとき， Z[w1-w2] = 0, Z[w1 -w*] = 0. 

ここで， Z[w1-w2]はt2". 0において叫(t)＝叩(t)となる集合の濃度 (w1と叩の交点

数）とする．

定理5.1(i)の証明定理7.1より Ps< P < PJLならばスケール変換する前の関数vとv*

についても， 0::; r＜《Xにおける交点数がa→00のときに無限大となることが示され

る． aを大きくするとき， vとv＊の各交点は陰関数定理から aに連続的に依存し，交点が

消滅したり出現したり合体や分裂することはないので（それが起きた aで陰関数定理と

矛盾する），任意の固定された sの区間の端で交点の出入りがなければ交点数は保存され

る．一方， v（《苅可，a)=0なので，もし常に v*（《苅可） ＞ 0かv*（《苅可） ＜〇ならばa
を大きくしても交点数が保存されるので， a→00のときに交点数が無限大に発散するこ

とに矛盾する．従って， aが大きくなるにつれて v*（《苅司） ＞ 0とv*（《只可） ＜ Oが交

互に繰り返され，それは《只司がv＊の最初の零点《rの周りを振動することを意味し

ている．従って，折り返し点は無限個存在する（定理5.1(i))． ロ
上記の証明をさらに簡潔に述べれば，スケール変換によって標準的な方程式である△u+

砂＝ 0に変換し，この方程式の特異解と古典界の交点数が無限であることが無限個の折

り返し点に対応している．従って，スケール変換と交点数が鍵となっている．

指数増大する非線形項の場合（条件 (6.1)を満たす場合）は，（7.1)の代わりに次のス

ケール変換を用いる：
t = eal2s, v(t) = v(s) -a. 

すると，同様の議論で極限方程式が次のようになる：

{w”+ Nt-1W'＋ew = 0 

w(O) = 0, w'(O) = 0. 

従って，交点数に関する次の定理が重要となる．

fort> 0, 
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定理 7.2.N > 2とする．叫(t)と叩(t)Cw1季W2)を△w十 茫 ＝ 0の球対称古典解とし

w*(t) = -2 log t + log 2(N -2)を特異解とするとき，次が成立する．

(i) N < 10のとき， Z[w1-w叶＝ oo,Z[w1 -w*] = oo. 

り） N：：：：： 10のとき， Z[w1-w叶＝ 0,Z[w1 -w*] = 0. 

以降の議論は代数的増大の場合と同じである．結論は2<N<10のとき折り返し点の

数は無限大となる（定理6.1(i)) 

8 q指数，擬スケールとその極限方程式

この節では [37,40]に沿って， q指数，擬スケールとその極限方程式について解説する．

fは次の仮定 (fl)と(f2)を満たすとする：

fEC汽ある u。 ~o が存在し， f(u) > 0とF(u)< oo が u~u。で成り立つ， （fl) 

極限 q= lim 
f'(u)2 

u• ~f(u)f"(u) 
が存在して有限値． （f2) 

ここで， F(u)= fu00 ds/ f(s)，もし (f2)が成り立つとき q~ 1が示される．また q指数は

ロピタルの定理から次の極限でも与えられる

q = lim F(u)f'(u). (8.1) 
u→co 

fの増大度をp= limu→co uf'(u)/ f(u)と定義すると，ロピタルの定理を適用し，

1,. f(u)/ f'(u) 
-=-= lim 

f(u)f"(u) 
p u→co u = ！四 (1-~) =1-t. 

従って， 1/p+l/q=l.q指数は増大度の共役指数となることが分かる． p指数では指数

的増大はp=00となってしまうがq指数ではq=lとなり代数的増大 (q> 1)の場合と

統一的に扱うことができる．（f2)のq指数の定義は [13], (8.1)は[16]で導入された．

以下， v(s)は(1.3)の解とし， w(t)は次で定義する：

w(t) = p-l［入―2F(v(s))], t = ~- (8.2) 

ここで，入＞〇はパタメータ．（8.2)は藤嶋陽平氏（静岡大学） ［15]によって導入された．

w(t)が満たす方程式は，

w"+~w'+f(w)+!_i!!_)『（V)-F(W)『（'!!!]_w'2 = 0. 
F(w)f(w) 

もし， vが大きい場合， F(v)f'(v)→qから極限方程式が適切な仮定の下で次のようにな

ることが示される

w" + ~w'+ f(w) + ~w'2 = 0. 
F(w)f(w) 

(8.3) 

直接計算によって， w(t)が(8.3)の解のとき F-1［入ー2F(w（入t))]も解となり ((8.3)は(8.2)

で不変）， q< N/2のとき次の特異解を持つことが確かめられる：

t2 
w*(t) = p-1 [~]. 
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△w+f(w)+~I▽岬＝ 0.‘F[W(y)］＝F氾(y)1,•
F(w)f(w) equivalent 

△面＋ fq（面） ＝ 0 

↑ scaling limit as入↓ O scale invariant(self-simil紅）
呵鴫）l＝F[V(x)］，入y=x) 1因疇(y)］＝F伽（x)］，入y=x)

△v + f(v) = 0 with 1::; q < qs := Ps △V + fq(v) = Q 

表 1:（元の） vの方程式，擬スケールによる極限方程式 (w)，同値な方程式（①)の関係．

ここでは，変換(8.2)を擬スケールと呼ぶことにする．（8.3)は擬スケールによる極限方程

式となり，それは擬スケール不変ということになる．（8.3)は一見すると複雑だが，技巧

的な変数変換
叫t)= pq-1[F(w(t))], 

ここで， Fq(W)＝ [OO ds s)， fq(W) ＝ {:： } ＋ ｝ ＝ 1, ：［ ： : [' 
によって，（驚くべきことに）次のように変換される：

q>lの場合は△iiJ＋訳＝ 0,q = lの場合は△iiJ十e面＝ 0

(8.4) 

（上記の 2つの元の方程式は通常のスケール変換で不変となる！）．従って，（fl)と(f2)

を満たす任意の増大する非線形項を持つ方程式△v+f(v)=Oは，標準的な 2つの方程式

△iiJ十屈＝ 0と△iiJ十e面＝ 0と何らかの意味で近いことが示唆される (8節内の変数変換

は球対称ではない場合にも有効である）． v,w, iiJの関係は表1のようになる．（fl)と(f2)が

成り立つ例として，△u十研(log(u+e))"t= 0（このとき q=p/(p-l)），△u+exp（砂） ＝ 0 

（このとき q= l)，△u +exp(·•• exp(u)・・・） ＝0 (n回合成した関数で， このとき q= l) 

などが挙げられ，広範な非線形項がこのクラスに含まれる．この変数変換は [16]で導入さ

れたが，［16]では一般的な増大度を持つ放物型方程式の時間局所解の存在と非存在につい

て考察されている．

(1.1)を解析する上で重要となる（1.3)の特異解について次が成り立つ：

定理 8.1.N > 2とし， qs= (N + 2)/4をPsの共役指数とする． fは (f1)と(f2)を満た

すとする．もし， q< qsならば，方程式v"+ ~v'+ f (v) = 0はO<r<r。において一

意的な特異解v*(s)を持ち，次を満たす：

叫＝ Fー 1[~(1 + o(l))] as s→ O 

さらに，古典解v(s,a)は次を満たす：

v(s,a)→v*(s) in C贔(0,s1] as a→00. (8.5) 

この定理から，簡単なスケール変換の議論によって（1.1)も一意的な特異解（入＊，u*(r))

を持つことが分かる．

f(u) = exp（砂）のとき [28]のとき特異解の存在と漸近展開，（1.1)の分岐図式について

研究されている．特に， 2<N<10のとき次節の定理9.1(i)が示されている．そこでは，

（擬スケールの代わりに） ［9］で用いられている変換が鍵となっている．［9］は任意領域上で

f(u) = exp（砂）の場合に (1.1)の分岐図式が関数解析の抽象的理論を用いて研究されてい
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る．また， f(u)=exp(·•• exp(u)・・・）のとき [19]において漸近展開などの特異解の性質が

詳しく研究されている．それらによると，例えば△v+exp（vP)= Qの球対称特異解は

v* (s) = (-2 log s -~ log(-2 logs) + log ~ + o(1)) l/p as s→0, 
p p 

△v +exp(·•• exp(v) • • •) = 0の球対称特異解は

が(s)= logn(—2logs + log(2N -4)一苔ol(-2 log s)) + o(l) as s→ O 

(logn sはlogsをn回合成した関数を表すものとする）と漸近展開できるが，定理8.1を

用いると，これらを統一的な方法で得ることができる．

9 一般の増大度を持つ場合の分岐図式

(fl)と(f2)満たす fに対して分岐問題 (1.2)を考える．さらに， q指数は q< qs（優臨

界）を満たすとする．定理8.1から一意的な特異解（入＊，u*(r)）が存在する． f(O)> 0なの

で入(0)= 0, (8.5)から入(a)→入＊を満たす．

仰＝（N-2［▽可）／4をPJLの共役指数とする．まず， qJL< q < qsの場合を考え

る． q>lならば極限方程式は (8.4)によって△⑭十徊＝ 0(p = q/(q -1)）に変換され

る． qJL< q < qsより Ps< Pく PJLであるので，定理7.1(i)が成り立つ．一方， q= 1 

ならば極限方程式は△⑭十 ew= 0に変換される． qJL< q = 1 < qsより 2<N<10で

あるので，定理7.2(i)が成り立つ．両者を合わせると， qJL< q < qsのときは，古典解

w(t,a)と特異解訳(t)の交点数は無限大となる．従って，擬スケールによって変換される

前の問題 (1.3)の古典解v(s,a)と特異解v*(s)の原点近くの区間 (0,82]における交点数も

a→ (X)において発散することが示される．従って定理7.1(i)と定理7.2(i)と同様に無限

個の折り返し点の存在が示される．

次に， q：：：：： qJLの場合を考える．この場合は， p2'. PJLとなるので定理2.1(ii)や 2.2(ii) 

のように折り返し点がない（もしくは予想5.2のように折り返し点が有限個の）場合に相

当する．現状では折り返し点の数が 1以上の有限個の場合を解析する有効な手法が知ら

れていないので，定理4.1を用いて折り返し点の数が0となるような fの十分条件を求め

たい．定理4.1は入＊『（u*)を計算するために特異解（入＊，u*)の具体的な表示が必要となる．

しかし，一般のfでは（入＊，い）の表示を得ることは現実的には不可能である．そこで，［40]

において fのみから判定できる十分条件を得た（定理9.1(iii)) : 

定理 9.1.N > 2とする． J(u)はu2'. 0において正値で (f1)と(J2)を満たし q< qs 

とする．（1.1)は一意的な正値の特異解（入＊，u*)を持つ．また，分岐曲線は入(0)= 0で

lima→OO入(a)=入＊を満たす．

(i)仰 <qならば，〇→ (X)のとき入(a)は入＊の周りを振動する．特異解（入＊，u*)のモー

ス指数は無限大である．

(ii) q < qJLならば特異解の指数は有限である．

(iii) q：：：：：のLかつ， f(u)> 0, f"(u) > 0 for u 2'. 0とする． q。：：：：： F(u)f'(u)：：：：： q1for uミ0

となる q。,q1が，

叫2N-4q0)さ
(N -2)2 

4 

を満たすならば，入(a)は狭義単調増加である．従って，折り返し点を持たない．
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定理6.1と5.1は両方とも定理9.1に含まれることになった．

定理9.1を用いると f(u)=exp(・・・ exp(u) • • •) (n回合成）のとき， 2<N<10で定理

9.1 (i)が成り立つので(1.1)の分岐図式は図1の左のようになり， N:::,:11のとき定理9.1(ii) 

と(iii)が成り立つので図 1の右のようになることが示される．従って， N=lOの場合を除

いて Gel'fand問題の (1.1)の分岐図式と定性的には同じ特徴を持つ． f(u)= exp((u+l)P), 

p > lの場合も N=lOの場合を除いて分岐図式は定性的に Gel'fand問題と同じになる．

N=lOは臨界の次元であり現状では解析が難しい．

定理9.1(i)の証明の概略はこの節の初めで述べたが，擬スケールとその極限方程式，さ

らに 2つの解（古典解と特異解）の交点数が鍵となっている．

10 他のトピックス

(1)球領域における Neumann間題の解は必ずしも球対称とは限らないが，球対称解に限定

した分岐構造の研究が試みられている．優臨界スカラーフィールド方程式召△u-u＋研＝ 0

では [2,35], Keller-Segel系の球対称な定常解は [3]で研究されている．

(2) §Nの球冠領域 (sphericalcap)における優臨界Emden-Fowler方程式△u十砂＝ 0の

Dirichlet問題は股N 上の球領域における Dirichlet問題と異なり正値解が存在するなど興

味深い現象が報告されている [30]．球冠領域上の△u＋入研＝ 0のDirichlet問題の正値解

に関しては [27].

(3)一方，双曲空間 ]H[N上の優臨界Emden-Fowler方程式△u十砂＝ 0の球対称解の構造

は良V上のそれと近いことが知られている [1,22]. JHIN上のスカラーフィールド方程式に

ついては [44].

(4)p>psでも Psに近い場合（近臨界）では，変分法的な手法によって球対称とは限ら

ない解も構成ができることが知られている．この概説では触れられなかったが大きな分野

に発展している．△u+uPs+e:= 0のDirichlet問題で s>Oが小さい場合の正値解の存在

については [11]を参照

(5) p-ラプラシアンや Kヘシアンなどの退化楕円型作用素を持つ優臨界楕円型方程式の球

対称解については [25,36, 41, 42]が挙げられる．

(6)全領域股N上の完全な分岐図式は未解決の問題であると思われる．現状ではB上の場

合と同じような交点数の議論が機能しない．部分的な結果が [23,24, 39]で得られている

が， B上の問題とは異なり未知の部分が大きい．

(7) 4階方程式△%=|ulP-luなどについては [10,17]を参照．
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