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1 序

この講究録では，次の Schrodinger型の半線形楕円型方程式の正値解の存在につい

て考える：

—• u+ V(x)u =入f(u)in記， (1.1) 

ただし， N22,入＞〇とする．ここでは非線形項 J(u)に対して原点付近でのみ優線

形の仮定を課し，無限遠方での増大度に関する仮定を課さずに正値解の存在を議論す

る．また，ポテンシャル V(x)についてはある有限群作用のもとで不変性を持つものを

考える．

まず， V(x)に対する仮定を述べる． g c O(N)を有限部分群とし，すべての

XE 3N-l = {x E賊N;lxl = 1}に対し，ある gE gが存在して gx-=f-xとする．さら

にm:= min card{gx; g e g}（ミ 2),Xo E 3N-lをcard{gxo;g E 9} = mとし，
冗 ESN-1

{gxo; g E 9} = {e1,.. ・,em}, a。=minlei -ej I E (0, 2] (1.2) 
i#j 

とおく． V(x)Eび（応凡股）に対しては，次を仮定する．

(vl)ある Vo>O が存在して， x~1N V(x) = Vo. 

(v2)ある Voo> 0が存在して， lim V(x) = V00・
I叫→00

(v3)すべての X€股凡 g € gに対して， V(gx)= V(x). 
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(v4)ある a>a。《[；ぉよび C。>0が存在して，すべての XE股N に対して

Voo―V(x) 2: -C。e―a|x|．

(v5) N 2: 3の場合，次のどちらかを仮定する．

(i)ある K,E (0, 1)が存在して， 1|（▽V(x)・ x)』|立こ恥s.ここで，
2 

II▽ull§ 
S := inf 2 ・

UED1,2¥｛0} ||u|| 2N  

N-2 

(ii)ある "'E(0, 1)が存在して，すべての XE罠N¥ {0}に対して

（▽V(x) ・ x)+ :S 
(N -2)2 

+ - 2|x|2 
K,. 

f(t) 2N 

次に fEC（良民）は f(t)三 0(tさ0)および次を満たすとする．

(fl)ある pE (2, 2*）が存在して lim 0.ここで， 2*= 
t→0+ t P - 1 N -2 

2* = oo (N = 2). 

(N 2 3), 

F(t) 
(f2)ある qE [p, 2*)が存在して， liminf > 0．ここで， F(t)= I f(T) dT. 

t→o+ tq ［ 
f(t) 

(f3)ある 6。>0が存在して，（0,80]において は単調増加．
t 

(f4)あるふ＞ 0と0E (2, 2*)が存在して，（0，ふ］において 0< 0F(t):S f(t)t. 

非線形項の無限遠方での増大度について何も仮定していないので，（fl)-(f4)を満た

す非線形項として，例えば， f(u)= uq-1 + ur-1 (2 < qく 2*< r)のような Sobolev

優臨界の増大度をもつ非線形項を挙げることができる．

以上の仮定のもとで，十分大きな入＞ 0に対して (1.1)は正値解が存在するというの

が主結果である．

定理 1.1.N23では (vl)―(v5),(fl)―(f3), N = 2では (vl)-(v4),(fl)―(f4)を仮定

する．このとき，ある入。＞〇が存在して，入こ入。に対して (1.1)のg-不変な正値解が

少なくとも一つ存在する．

証明の方針は変分解析を用いて（1.1)に対応する汎関数

1 
I(u) = ~ k良N 1賣＋ V(x)炉 dx —入 J股N F(u)dx: Hb国）→股

の非自明な臨界点として正値解の存在を示すが，まず，非線形項の無限遠方で

の増大度について何も仮定していないので 1NF(u) dxが Hb（股り＝ ｛u E 
股N
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が（股州； u(gx)= u(x) for x E艮凡 gE切で welldefinedではない．そこで，無限

遠方で適切な増大度を持つように非線形項を修正し，修正した汎関数に対して臨界点

いの存在を示す．さらにいに対して llu刈LOO→ 0 （入→ oo)を示すことによって，定

理の証明が完結する．

注意 1.2.(1.1)の変分解析を行う際に，ポテンシャル V(x)に対する仮定として (vl),

(v2)に加えて

〇＜ ％ :S V(x):S Voo 

を仮定することが多い ([6,13]）．この仮定は trapping型と呼ばれ，これによりエネル

ギー最小レベルにおけるコンパクト性 (Palais-Smale列の収束性）を示すことができ

る．我々はこの仮定をせずに (non-trapping型），有限群作用 gE O(N)に対する不

変性のみで正値解の存在を示している．

2 準備

2.1 非線形項の修正

まず，遠方で適切な増大度を持つように非線形項を修正する． dE (0，が min{8。，ふ｝）

を任意に選び固定する．（fl),(£2)からある定数 C。,C1> 0が存在して

IJ(t)I :::; ColW-1 (ltlさd),

F(t) 2:: C1ザ (0:::;t:::; d) 

）

）
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が成立する． X[o,d]を [O,d]上の特性関数とし，修正した非線形項 jeC（恥股）を次で

定義する：

J(t) ~ X[o,~(t)f(t) + (1-X[o,~(t))笠tP-1=｛二’tP-19
t :S: d, 

t 2:: d. 

(2.1)-(2.2), (f3)-(f4)とfの構成方法から次が成り立つことがわかる．

補題 2.1.lは次の性質を持つ．

(i)ある C>Oが存在して，任意の tE股に対して， If(t)1三C|t|p-1.

(ii)任意の T>Oに対して，ある CT> 0が存在して， tE [O,T]に対して F(t)2 
t 

CT訊ここで， F(t)= 1" f(T) dT.さらに任意の tE股に対して， F(t)2 o. 

゜
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(iii) lim 
F(t) 

= 00. 
t→oo t2 

(iv) 
f(t) 

は 0
t 

(O,oo)において単調増加．

(v)任意の tE股＼｛O}に対して， o< aF(t)::::; }(t)t.ここで， a=min{p, 0}. 

この修正した非線形項を用いて，次の問題を考える：

＿凶＋ V(x)u＝入f(u) in股芯

(2.3)に対応する汎関数i:Hb（酎） →股は

(2.3) 

1 
加）：＝ぅJ艮N I ▽附＋ V(x厨 dx —入 Jか和(u) dx (2.4) 

で与えられる．補題 2.1の（i)より， iはCし級の汎関数であり， iに対して臨界点理論

を適用することにより，（2.3)の解 u入を得ることができる．さらに十分大きな入＞ O 

に対して， U入は（1.1)の解でもあることを示す．

注意 2.2.jの構成方法は関連する既知の結果 [7,8, 11]のそれとは異なる．これらの

論文では適切なカットオフ関数 p(t)を用いて F：罠→民を次で定義している：

的）＝ p(t)F(t)+ (1 -p(t))C。ザ．

この tに対して (2.4)の修正汎関数は c2ー級となるが，この構成方法では l(t)= 

⑪(t)）'が補題 2.1の (iv)の性質を持つかどうかわからない．

2.2 (2.3)の群不変正値解の存在

修正方程式 (2.3)の群不変正値解 u入の存在を concentrationcompactness原理を

用いて示す．（2.3)に対応する極限方程式

—• u+ V00u＝入f(u) in蔚凡 (2.5) 

およびその汎関数

1 
に（u):=うし叫＋ Voo炉 dx —入し的） dx (2.6) 

に対して，そのエネルギー最小レベルを

C00 := inf{i00(u); J,ら(u)= 0, u EHパ艮N)¥ {0}} 

とおくと， i00(w)= C00をみたす (2.5)の正値球対称解 wが存在することが知られて

いる ([4,5]). 
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補題 2.3.｛叫｝ Cが（艮州をレベル c>Oの有界な Palais-Smale列とする，つまり，

i加）→ c, I'（%)→ 0 in (H1（記）戸， llu』|は有界

とする．（11・11は通常の Hパ股州ノルム．）このとき，部分列 {un},uo EH尺艮州， kE

NU {O}, {y~} c股凡 i= 1, ・ ・ ・, k, wi Eが（股州＼｛O}に対して次が成立する：

k 

I(％）→ i(uo)＋こに（砺）， i'(uo)= 0, i~(wi) = 0, 
i=l 

k 

Un -uo ーと叫—此） → 0, IYい→ OO, |y;-yい→ oo(n→ oo). 
i=l 

補題 2.3の証明は [13]を参照されたい．（2.4)のエネルギー最小レベルを

c := inf{i(u); i'(u) = 0, u E H1（恨N)¥ {0}} (2.7) 

とおく． Cは峠の定理におけるミニマックス値と一致することが知られている．群作用

に関する不変性より，レベル Cでの有界な Palais-Smale列が存在し，かつ

c<mc= (2.8) 

をみたすならば，補題 2.3よりその Palais-Smale列は収束する部分列を持つ．つまり，

方程式 (2.3)の群不変正値解 u入が存在する． Palais-Smale列の有界性については [12]

の monotonisitytrickを用いて示すことができる．また，（2.8)は次の相互作用評価を

用いて示すことができる．

補題 2.4.C 2: 1, s 2: 0に対して

m 

1(s):=sLw(x-Ce』EHも（応刈
i=l 

とおく．ここで， eiは（1.2)で定義された単位ベクトルである．このとき，ある fo> 1 

が存在し，任意のじさ£。に対して

が成立する．

supib(s)) < me(X) 
s2':0 

補題 2.4の証明は［1,2, 3, 9, 10, 14]を参照されたい．
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3 主定理の証明ーNミ3の場合ー

修正方程式 (2.3)の群不変正値解u入に対して，次の評価式を示す：

2*-q 

| | | | U入 oo＿ ＜ヨC入― (2*-p)（q-2)． (3.1) 

この評価式から llu.xlloo→ 0 （入→ OO）となり， 1の構成方法から i(t)= J(t) (oさ

t:::::; d)なので，定理 1.1の証明が完結する．（3.1)を示すために次の 3つの補題を用意

する．

補題 3.1.ある定数 C1> 0が存在して， i(u)の任意の臨界点 uに対して，

II▽u||；さC1i(u)

が成立する．

補題 3.2.ある定数 C2> 0が存在して，

2• -2 

llu刈LOOさC外元可▽u刈Iず―p

が成立する．

補題 3.3.ある定数 C3> 0が存在して，

C::; C3入――

が成立する．ここで c>Oは(2.7)で定義された i位）のエネルギー最小レベルである．

補題 3.1-3.3（補題 3.1においては U=m,i（い） ＝cとして適用する）を組み合わ

せると (3.1)が成立することが容易にわかる．補題 3.3については Cが峠の定理におけ

るミニマックス値であることを利用して，適切な試験関数を用いて標準的な方法で示

すことができる．補題 3.3はN2:: 2で成立することに注意されたい．また，補題 3.1の

証明は Pohozaevの等式を利用し，このとき (v5)を用いる．ここでは Moserの反復法

を用いて補題 3.2を示す．

補題 3.2の証明． M> Oに対して，

UM:＝｛い (0< U入 <M),
M (u入2::M) 
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とおく． a>1を任意にとり， u勺―1を方程式 (2.3)の両辺にかけて積分すると

(i'（U入）u翌―1= 0)' 

J訟▽ぃ▽(u勺―1)dx+J恥N V(x)u>..u勺―1dx=入J良N 応）u勺―1dx 

さC入J咋―lU勺―1dx 
]RN 

が得られる．ここで，補題 2.1の（i)を用いたしたがって， 2a-1 > 1なので，

IU入<M}Uぞ―21vu氾dx< (2a-1) !u入<M}ura-2|巧 |2dxさC入J股N u~+2a-2 dx 

となる．ここで， M →00とすれば，

J股N ul°'-2lv'u>..l2 dx::; C入J恥N u~+2a-2 dx 

が得られる．次に Sobolevの不等式より

1N uia-2|知 |2dx＝上 1| ▽（U〖)||； 2竺1|咋|Iぶ
股N 心 a2

が成立するので，（3.2)とHolderの不等式より

ふC_....~_..,....,.,- a2C 
llu入1|芸？＇。さ入 llu入1|g.-2||u入1|2a2. ＜入||Vu入 11~-2llu入 1|2a2*

S 2*-p+2・2a-s§ 2*-p+2・2a

となる．したがって，

llu入1|2*aこ（炉▽叫悶―2)点心1|い|2*2*P+2 2a 

が成立する．（3.3)において a=ゲー~(> 1)とすると，

llu入1|2*2*-2P+2 ：：：：：信1|▽u遺―2)2*-lp+2 (2* ＿： ＋2) 2*＿2P+2 ||u入 ll2•

となる．（3.3)において a= （とオ旦)2とすると，（3.4)を用いて，

llu入1|2*-（2* ＿戸）2

：：：：：信1|罰 ||g-2)｝（2*＿2P+2)2 (2* ＿： ＋2) 2(2* —い）2 llu入1|2*2*-2P+2 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

-（靡I|向 ||g-2)
} (2* ＿い＋（2*＿い）2)(2*-p+2¥(2*＿い＋2（2*＿い）2)

く (2 ) ||い||2*・
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したがって，これらの不等式を繰り返し用いることにより，

llu入1|2* •(2* ＿戸）n
n n 

1 2 2 k 

さ（賃 II ▽叫悶―2)2 〗 (2*-P+2)k (2* ＿:+2)~k(か-P+2) ||u入 ll2•
(3.5) 

が得られる．ここで，

文k(K
2 

lim 
2 ¥'" 2*-p+2 

n→OO 2*-p+2 ＝ 
k=l 

） (1-2*-2p+2) 2 

2(2* -p + 2) 
＝ (2*-p)2' 

n1鷹立 (2*—い） k ＝ 2 
k=l 

2* -p 

が成り立つので，（3.5)において n→ooとすると，

1 

||い|OOさ（り1|向 ||g-2)2* p (2* _：＋ 2) 

2(2* -P+22) 
(2* -p) 

S2 
llu刈I2*

1 2(2* -p+2) 
c戸 2*-P + 2 (2*-P)2 1 2*-2 

く 2*-P
S2(2* -P) 

2• (2) 入2*-P||屈||2

が得られる． ー

4 主定理の証明ーN=2の場合ー

2次元の場合は (3.1)の代わりに

llu刈IOOさヨC入―仁 (4.1) 

を示す．ここで， r>qである． 3次元以上の場合と同様にして，補題 3.3と次の 2つの

補題により，（4.1)が得られる．

補題 4.1.ある定数 C1> 0が存在して， i(u)の任意の臨界点 uに対して，

llull2 ~ C1i(u) 

が成立する．
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補題 4.2.ある定数 C2> 0が存在して，任意の r>pに対して

llu≫lloo:::; C込~llu入 II 号

が成立する．

補題 3.1の証明では Pohozaevの等式を利用したが， N=2ではこの議論ではうま

くいかない．そこで，補題 4.1では Ambrosetti-Rabinowitz条件 ((f4)と補題 2.1の

(v))を利用する．補題 4.2の証明は補題 3.2のそれとほぼ同じである．
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