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一次元拡散過程
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拡散過程とは，強マルコフ性を持つ連続時間の確

率過程であって消滅までの標本路が連続なものを言

う．一次元拡散過程とはすなわち一次元数直線に値

をとる拡散過程のことだが，その理論はフェラーに

よる解析的理論を端緒とし，伊藤ーマッキーンによ

り確率過程の理論が構築され， さまざまな研究を経

て現在の形に整備された．本稿ではその概要を解説

する．

1.確率微分方程式

プラウン運動の構成法としては， コルモゴロフの

拡張定理と連続性定理を用いる方法や， ランダム係

数のフーリエ級数を用いる方法など，いくつか知ら

れている(cf.[l，第II部 §1.2, §1. 3]）．確率微分方程

式とは時間発展にノイズを含む徴分方程式であるが，

ここでは確率過程（の標本路）を構成するための手段

としての側面に着目する．確率微分方程式という道

具を使うと，基本のノイズとしてのプラウン運動を

材料として， さまざまな確率過程を構成することが

できる．

以下では特に断らない限り考える過程は実数値と

する． Btをプラウン運動とし，確率微分方程式

dふ＝ t5（凡）幽＋b（ふ）dt (1) 

を考える． dBiの項を拡散項， dtの項をドリフト項

と呼ぶ 6 とbにある程度の都合のよい仮定が必要

であるが，ある区間Iに対し点 xEJを初期値に持

つ(1)の解から I上の拡散過程ふが得られる．

例えば， o>Oに対し確率微分方程式

d砧＝ 2瓜 dB1+odt (2) 

の解から非負値の拡散過程 Q1が定まる．その平方

根凡＝“〗｛ま次元 8 のベッセル過程l) と呼ばれる．
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Q1と凡は本質的に同じ拡散過程だが，確率微分方

程式の解としてはまったく異なる．伊藤の公式によ

り，正の点から出発し原点に到達するまでは

;s-1 
dR, = dB汁 dt

2Rt 
(3) 

だが，原点到達で係数が発散し，その後の事情は8

の値で変わる． 0~2 のときは，原点に到達せず，

(3)が成立し，方程式（3)に解の一意性がある．

l<o<2のときは原点到達後も (3)が成立するが，

方程式(3)に対する解の一意性はあるともないとも

言える竺 o= 1およびO<o<lのときの(3)は，

ドリフト項を局所時間および主値積分にそれぞれ取

り換えて成り立つ([9,§ XI. 1]）．局所時間は有界変

動だが絶対連続でなく，主値積分は有界変動ですら

ないから，それらは通常の意味の確率微分方程式で

ない．

2.フェラーの標準形

一般にマルコフ過程x,に対し，出発点を xとす

る期待値を Eェと表すとき， P,f(x)= Eェ[/(X,)l

によって定まる作用索P,は半群性Pt+s= P,Psを持

つ．粗く言って，作用素半群は生成作用素 g=

Jim 
P,-R。
により P,=砂と表せる([2]等を参照）．

t I! 0 

拡散過程の生成作用素を特徴づけよう．

確率徴分方程式(1)の解が定める区間 I上の拡散

過程に対し，生成作用素§はIの内部で局所的に

l) 推移確率が変形ベッセル関数を用いて表されることが名

前の由来である， 8を次元と呼ぶ理由は，それが自然数のときの

Q1が8次元プラウン運動の原点からの距離と同分布であるため．

8が自然数でないときは次元としての邸味はない．

2) 非負強解は一邸だが，分布は一意でない(Cherny2000). 



特集＠伊藤清と確率論

l d2 d 
g =-(5 （x)2~+b(x)一
2 d五 dx

(4) 

で与えられる．関数m(x)とs(x)をうまくとれば

g d d 
dm ds 

(5) 

とも表せるが， この表示は一般論につながる．

消滅とは過程が死点△に跳びそこで止まること

を言い，考える時点で死点にいる標本路は期待値に

寄与させない．以下では，区間 I上の拡散過程と言

ったら Iの内部では消滅しないものを指すとする．

定理 l 区間 I上の拡散過程に対し， I上の狭義

増加連続関数s(x)と狭義増加右連続関数 191(x)が

存在して，生成作用素がIの内部で局所的に§=
d d十か d
--―ーで与えられる．ただし，―-および―ーは
dm ds ds dm 

d+f 
（）・

f(x+E)-f(x) 

ds 
x) =lim 
elo s（ェ＋E)-s(x)

df, , ,. f（ェ十E)-f(x-E') 
-（x) ＝ 
dm 

lim 
e,e'J0 991 (x+e) -m  (x-e'） 

を意味する．

関数s(x)とm(x)はxE(u,v) c [u,v] CJのと

き
J

巳(T,、>Tv)= 
s(x)-s(u) 

s(v)-s(u) 

d+ 
-Ex[T（19,u)c] ＝ -m(x)+（定数）
ds 
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を滴たし，一次変換の違いを除いて一意に定まる．

ただし，乃は点または集合Aへの到達時刻であり，

巳は出発点を xとする確率を表す． s(x)はスケー

ル関敬と呼ばれ， m(x)は，そのスチJレチェス測度

との同一視により，スピード測度と呼ばれる．

—般に，拡散過程ふの増加同相による変換¢（ふ）

もまた拡散過程であり，付随するスケー Jレ関数は

s 0 炉，スピード制度は m。¢―1で与えられる．

3.境界分類と境界条件

逆に，区間I上の狭義増加連続関数s(x)と狭義

増加右連続関数 m(x)が与えられたとき，それらを

それぞれスケール関数とスヒ°ード測度に持つ拡散過

程が存在するであろうか． この問題に答えるために，

区間の端点での挙動による分類を導入する．

区間 Iの左端点および右端点をそれぞれl＿およ

びムとし，[_< C < l+として

(5 ＝ ［L<u<x<c dm (x)ds(y) 1-<Yくェ<c

μ = J J_<u<x</s(x)dm (y) 1-<Yくェ<c

とおき，境界 l＿を以下のように分類する：

μ < co | μ = co 

：二II□□
境界 l十も同様に分類する．定義により，境界の分

類は増加同相による変換について不変である．

例えば，プラウン運動では s(x)= x, m(x) = 2x 

であり，境界l土＝士00はいずれも自然である．次

元 o>Oのベッセル過程では ds(x)= x1-'dx, 

dm (x) = 2x0-1dxであるが，この形でo;;,; 0に対し

てもベッセル過程を定義する．境界l+= +ooは自

然であるが，境界l-=0の分類は以下の通りであ

る：

8 ；；；゚ Io < 8 < 2 | 8こ2
流出 I 正則 I流入

境界分類と拡散過程の対応を簡潔に図示する．

|| enter可能|enter不能

心：：菜芯 II ：哭 I 宮芦

上で，境界出発の過程が存在することを enter可能，

内部出発で境界到逹し得ることを hit可能と呼んだ．

正則境界での挙動には自由度がある．例えば， l+

が自然， Lが正則としよう． p1,p2，釦を非負定数で

か＋釦＋釦＝ 1かつかく 1とする．このとき， I=
d d+ 

[lー，ム）上の拡散過程でg=--―ーを生成作用素
dm ds 

に持つものが， gの定義域に境界条件

d+f 
pif(l_)-p2:::_;--(l_)+p3§f(/_) = 0 

ds 

(10) 

(11) 

(12) 
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を課した下でー意に存在する． P1,P公釦はそれぞれ

境界l＿での吸収，反射，停留の度合いを表す．

特に， P2= 1の場合を反射壁境界条件と呼ぶ．確

率徴分方程式(2)から定まる次元 0<8<2のベッ

セル過程においては，原点は反射壁である．

なお， フェラーの関連論文および内部消滅を持つ

場合については，解説[4]を参照されたい，

4.局所時間と時間変更

プラウン運動からの標本路の構成法としては，確

率微分方程式は係数に都合のよい仮定を必要とした．

伊藤ーマッキーン[7]による時間変更は一般論である．

B1を原点出発プラウン運動とする． B上の非負

可測関数¢に対して

l'</J(Bs)ds = 2 fこf(t,x)</J(x)dx (13) 

を満たす二変数の確率過程 f(t,x)を局所時間と呼

ぶ． B1が点 Xで過ごす時間は， Jレベーグ測度〇だが，

t 

以t,x)＝ lim上J
c i o 4c o 

111B,-工|<.ids (14) 

だから，それを l(t,X)を用いて測ることができる．

時間変更の結果を述べよう．増加同相による変換

によって， s(x)= x（自然尺度）のときに帰着する．

Iの内部から出発する場合を考えよう．平行移動に

より出発点を 0E (l-, l+)としてよい．

d d+ 
定理 2 ［の内部で g=--―ーであり，原点出

dm dx 
発でIの境界で消滅する拡散過程の標本路は

A,=』―',.Jf(t, x)dm (x), 

ふ＝｛麟 (t< T贔+)c),
△ (t ~ T,1-.1.)c) 

(15) 

(16) 

で与えられる．ただし， A戸は Aiの右連続逆関数，

T,f—,/,)C iまBtの (L,l平への到逹時刻である．ふの

局所時間は ,ex(t,x)＝以A戸，x)で与えられ，

』／い（ふ）ds= J, り(t,X)叩）dm(x) 07) 
(/_,/,) 

を満たす．
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式 (17)より VE(/一，ム）に対し』1l1x,~v1ds= 

fx(t,1I)｛9n(v)-191(vー））であり， mの点 Vでの跳

びはふが点 Vに滞在する度合いを表す．

時間変更の方法を利用することによって拡散過程

の極限定理が得られる．すなわち， mが遠方で正則

変動ならば拡散過程の時空間スケー）レ変換がベッセ

Jレ過程（のスケール関数による変換）に収束する．

5.クレイン理論の応用

クレイン理論はスピード測度（クレイン理論では

弦と呼ばれる）とスペクトル測度とを結びつける解

析的理論である．渡辺信三，小谷慄ー，笠原勇二ら

によりクレイン理論は拡散過程へと応用された．

広義増加右連続関数m:[O, oo)→ [O, oo]の全体

を“とする． 9nE爪に対し， l= sup{x ~ 0 : m（ェ）

< oo}とする（ただし sup0 = 0)．定数関数 m(x)

=CE [O,叫を｝｝z=cと書く．集合“にはコンパク

卜距離が入り，｝｝1，，→ ”1はmの連続点での各点収束
6(d!;) 

と同値となる．次に，［0,OO）上の測度 6でf
l+[ 

< OOを満たすものと定数 CE[Q, 00)とにより

h(,l) = c+ fr 6 (di;) 
(18) 

10.~),1 十ど

で表される関数h:(0, 00）→ ［0,00）の全体に h(,l) 

= 00を加えたものを］¢とする．集合］6にはコン

パクト距離が入り， h，，→ hは各点収束と同値となる．

定理 3 //1 E汎＼｛⑳}のとき， ,1> 0に対し方程式

叩， A)=l+Ali。,xl(x-y)cp(y,A)dm(y) (19) 

r/;(x,,l) = x+,l Ji。•エ） （x-y）</;(y,,l)dm(y) (20) 

を禍たす［0,l)上の関数が一意に存在し，

h(A) ＝ limり(x,A)＝ JI dx (21) 
ェt1¢(x, A) 。¢(x,,l)2

とおくと hE％である．さらに m= OOに｛ま h== 0 

を対応させる．以上で定まる対応m>-> hは同相＋であ
d d 

る（クレイン対応と呼ぶ）． また，作用素―ー一ーを
dm dェ



d d+ 
g = --
dm dx 
f ¢=.⇒P, q E屁が存在して

(22) 

f(x) = p+qx+ Ji。，ェ） （x-y)g(y)dm(y) 
で定義するとき， 6はその原点反射壁基本解の固有

関数展開におけるスペクトル測度である．

クレイン対応の確率論的意味は時間変更で与えら

れる． mE瓜＼｛0,oo)に対し， m(O-)=Oとして

A,= lo.uf(t,x)dm(x), 
10, I) 

X,=｛臨l

△ 

(tく刀り

(t ~刀B)

(23) 

(24) 

とおくとき，ふは強マルコフ過程であり，ディンキ
d d+ 

ン生成作用素§は一――ーで与えられる．
din dx 

特別な場合として，｝nE.!U¥{0, oo）が［0,l)上で狭

義増加なら，ふは拡散過程である．出発点は原点

で正則境界であり，境界条件(12)は

d+J 
---（O)＋叩(0)'§/(0)= 0 
dx 

(25) 

である．一般に， 111は境界条件の情報を含んでいる．

なお，独立指数時間をとり原点局所時間がそれに達

した時点で消滅させることで，境界条件(12)におけ

るか＞ 0の場合を扱うことができる．

Illが [O,l)において定数となる区間を持つ場合は，

ふが跳びを持つので拡散過程ではないが，隣接点

にしか跳ばないため拡散過程に近い．そのため， Xt

は一般化拡散過程と呼ばれる．特に， mが離散的な

点でのみ変化する場合として出生死滅過程を含む．

クレイン対応の連続性により， 1／1とhとの正則変

動性の同値が得られる． この応用として，拡散過程

の極限定理から加の正則変動性を導く逆問題が研

究されている．

6.レヴィ過程

拡散過程と密接な関係を持つレヴィ過程について

簡胆こ述べる．詳しくは[6],[10]を参照されたい．

乙がレヴィ過程とは，独立定常増分を持ち，確率連

統で，標本路が右連続かつ左極限を持つものを言う．

特集⑥伊藤清と確率論

固定時刻 tにおける原点出発の乙の分布を μ1と書

くと，畳み込み半群性約＋s=い＊必を持つから，特

性関数畷） ＝Je;'冨 (dx)は仰＋s(t)=叫E)叫 t)
を満たす．（ただし，Jを単にJと書く．）

R 

定理 4 レヴィ過程に対して定数 a~O と bE 屁

と屁上の測度心 v({O})= 0かっJ6v(dx) 
l+x 

< coなるものが一意に対応し， r(x)=xl(|ェ|＜nと

して

匹） ＝ aが一 bt-Jい—1-i合(x))v(dx)

(26) 

とおくと rp,(t)= e―Im）と表せる．逆にこの表示を

持てば，叫t)を特性関数に持つレヴィ過程が存在

する． さらに，無限遠で消えるび級関数fに対し

§/=a 
がf,,df 

dぷ
+b― 
dx 

寸(/(. + y) -/ (.) -/'(.) r (y)))J（dy) 
(27) 

で与えられる生成作用素｀gを持つ．

aを拡散係数，ッをレヴィ測度， ljf(~)をレヴィー

ヒンチン指数と呼ぶ．問題に応じて r(x)を取り換

えることがあり，そのとき bの値だけが変わる．例

えばfは1 ツ(dx)が無限だと r(x)を0と取り換
l+lxl 

えられないが，有限ならそうしてよい．

拡散過程の標本路は連続で，その生成作用素は徴

分作用素であった． レヴィ過程の標本路は一般に不

連続であり，生成作用素はレヴィ測度に関する積分

作用素の項を含む．実は， レヴィ測度は標本路の跳

びの法則を与える．

定理5 乙の跳びを△乙＝ Zt-Ztーと書き， R上

のランダム測度値過程Jtを次で定める：

J,(A) = #{sE (0,t]: 0キ△ZsEA). (28) 

このとき， Jtはポアソン点過程である，すなわち，

独立定常増分であって，任意のボレル集合Aで

八(A)はポアソン分布．また， E[]1(A)]=））(A) 
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である．

次の定理はレヴィ過程の標本路が跳びの無限和に

分解することを主張している．

定理 6（レヴィー伊藤分解） プラウン運動B1をと

り

Z戸 /2aB,+bt+f-1,1)砂(dx)

+ f-J,l)CX方(dx) (29) 

と表せ，右辺の四項は独立．ただし， J1= ]1-tv. 

f-1.ncxf,(dx)はランダム測度］1に関する通常の
(-1,l)C 

積分（実際は和）である．一方，ランダム符号付き

測度 J1に関してxは可積分でないから，積分

J 五(dx)は確率積分として定まるものである．
(-!,!) 

7.周遊理論

拡散過程の標本路のうち原点を出て再び原点に戻

るまでの部分を周遊(excursion)と呼ぶ．周遊理論

について簡単に述べよう．詳しくは[5]等を参照

ふは [0,OO)上の拡散過程で，第 5節の意味で

1II EMに対応するとする（よって 111は[O,oo)上で

連続）．原点は正則境界で境界条件(25)が課されて

いる．

mの右連続逆関数 111’’'も~'竹の元であり，これを

?91の双対と呼ぶ． mおよび m*にクレイン対応す

る％の元をそれぞれhおよび Jドと書くとき，

,,¥h(,,¥)h*(,l) = 1 (30) 

の関係が成立する．

定理 7 Xの原点局所時間L,の右連続逆関数ZI

:＝L戸はレヴィ過程であり，レヴィーヒンチン指数は

馴＝一Ill(0)1;+ l~ （戸ー l)n(x)dx (31) 

である．ただし， h*E J{Jに対する表現(18)を用いて

n(x) = f。,0)e―ェ’和＊（dど） (32) 
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とした．

z1 に対するレヴィ—伊藤分解はこの場合

Z, = m(O)t十区△Zs
s:.t 

(33) 

とも書ける．△Zsが正のとき，｛凡： tE [Zs—,Zsl) 

は一つの周遊をなすから，△乙は周遊期間を表す．

式(33)は乙を原点に停留する要素と原点から離れ

る周遊の要素とに分解している．この分解を凡の

標本路のレベルで行うのが周遊理論である．

定理 8 D = {s:△乙＞ O}とし，兄の標本路を

周遊に分解したものを {p(s):sED}と書き，関数

空間上のランダム測度値過程此を

N,(A) = #{sE(Dn(O,t]) :p(s)EA} (34) 

で定めろ．このとき， N1はポアソン点過程であろ．

兄の平均測度n(A)=E[N1(A)]を周遊測度と

呼ぶ．周遊測度は関数空間上のシグマ有限な無限測

度である．周遊測度の下での周遊期間の分布はL戸

のレヴィ測度n(x)dxに一致することがわかる．

以上で与えられた拡散過程を周遊路に分解する理

論を述べた．逆に，周遊測度が与えられたとき，そ

れを平均測度に持つポアソン点過程を材料として拡

散過程の標本路を構成することができる．

8.最近の発展と問題

クレイン対応の応用はプラウン運動に対する逆正

弦法則の拡散過程への拡張とともに論じられ，零再

帰的な場合の極限定理が渡辺(1995)により得られ，

その後に小谷，笠原，矢野裕子，箪者によりさまざ

まな発展が得られている．特に，小谷(2007,2013) 

によるクレイン理論を左端点が流入の場合に拡張す

る結果は新しい展開をもたらした．

ところで，定理7によれば乙から h*がわかり，

双対関係とクレイン対応によって mが知れる.:::..と

から，原点の局所時間が拡散過程の情報をすべて持

つことがわかる． しかしながら，それを確率過程の



レベルで明らかにすることは未解決問題である．

本稿では周遊理論を一次元の拡散過程に限って述

べたが，周遊理論はもっと一般の強マ Jレコフ過程に

対しても有効で応用も広い．集合を基準にした周遊

を論ずる理論も特別な場合には可能で， Wentzel境

界条件の理論（渡辺，高信敏； ［11]の渡辺の記事参

照）， darningの理論(Chen,福島正俊； ［3]),等角変

換を用いた理論(Virag(2003)および Sheffield,

Werner ; [11]のWernerの記事参照）がある．

レヴィ過程のさまざまな応用と新しい理論の構築

も盛んであるが， ここでは一次元で負の跳びのみを

持つレヴィ過程の理論のみ触れよう．拡散過程のそ

れの類似でスケール関数の概念があるが， これは保

険の分野で応用されている（詳しくは[8]を参照）．

その解析にはレヴィ過程の反射壁過程に対する周遊

理論が駆使されていることも注意しておこう．
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