
128

ESSAY

離散微分幾何学を用いた曲面のモデル化と生成
Modeling and Generation of Surfaces Using Discrete Differential Geometry 大崎 純

１. はじめに

建築の大空間を覆う（包む）屋根構造には，古典的には球形シェルや円筒シェルなどの
数式で表現できる幾何学的形状が用いられてきた。これらの曲面は円や直線などの簡単な
数式の組み合わせで表現できるが，複雑な数式を用いると，さまざまな形状の曲面を生成
できる。文献１（38 章 , 752 ページで構成される）には，数式で表現できる線織面，回
転体曲面，推動曲面，螺旋曲面，周期的曲面，極小曲面，ガウス曲率一定曲面などの多数
の例が示されている。しかし，幾何学的形状（数式表現）だけでは曲面の形状は限定され，
また，数式の係数をパラメータとして変更したときの形状の変化が直感的でなく，設計者
の意図した形状を実現するのが困難である。このような問題点を解決するため，1990 年
代になって，CADで開発されたベジエ曲面，Bスプライン曲面，非一様有理 Bスプライン
曲面（non-uniform rational B-spline, NURBS）2,3 などのパラメトリックな表現が建築曲面
のデザインや最適化にも用いられるようになった。しかし，パラメトリック表現を用いて
も，表現できる形状はその基底関数の空間内であり，自由な形状を表現できるとはいえな
い。

一方，曲面を生成する際に，何らかの汎関数（エネルギー関数）を定めて，それを最
適化手法を用いて最小化すると，全体と局所的な形状を自然に決定することができる。最
も知られている例としては，与えられた境界を覆う曲面の面積を最小化することにより得
られる極小曲面がある。この曲面は，平均曲率がいたるところで 0であり，等張力の膜（石
鹸膜）の釣合い曲面として建築の膜構造でも利用される。また，ガウス曲率がいたるとこ
ろで 0であるような曲面は可展面であり，平面から面内変形を与えることなく曲げ変形の
みによって生成できる 4。しかし，一般の曲面でのガウス曲率などの特性量の計算は極め
て煩雑であり，NURBS などのパラメトリック曲面を用いた場合でも，パラメータに関す
る高階の微分係数を必要とする 5。さらに，これらの曲面を建築の屋根構造として用いる
ためには，曲面が得られた後で，三角形や四辺形のメッシュで曲面を分割し，有限要素解
析によって力学的特性を評価する必要がある。

以上の理由により，曲面の生成から解析まで，一貫して同一の離散的なモデルを用いる
ことができれば便利である。曲面の特性量を微分方程式を用いることなく差分や離散的な
曲面（多面体）を用いて分析する研究分野を離散微分幾何学という 6-8。2000 年以降，離
散微分幾何学を曲面形状生成に適用する研究がコンピュータグラフィックスや工業デザイ
ンの分野で活発に行われている 9。本稿では，筆者が関わっているプロジェクト 10 の成果
の一部として，汎関数の最小化によって定義される曲面を，離散微分幾何学の手法で求め
る例を紹介する 11,12。

２．ガウス曲率流によるガウス曲率一定曲面の生成
極小曲面と可展面を一般化した曲面を線形ワインガルテン曲面（linear Weingarten sur-
face, LWS）といい，曲面上の全ての点で平均曲率とガウス曲率の線形結合が一定である
13,14。LWS は，次の汎関数 Eを最小化することによって求められる。
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ここで，Hは平均曲率，Aは面積，Vは曲面が内包する空間の体積であり，α , β ,
γは正の実定数である。
曲面の法線方向の変分（変化量）をψとし，最小化すべき汎関数の第一変分を

ψを用いて表現する。このとき，停留条件としての Euler-Lagrange の方程式が満
たされる方向（勾配と逆の方向）に曲面を変形することによって汎関数を最小化し，
停留条件を満たす形状を求める方法を勾配流による方法といい，平均曲率および
ガウス曲率で表される勾配をそれぞれ平均曲率流 15 およびガウス曲率流 16 という。
いま，LWSの特殊な場合として，次式で定められる汎関数 を最小化する問題

を考える。
     (2)
ここで，Ժጧは指定されたガウス曲率である。詳細は省略するが，曲面の法線方向の
変分に対して，平均曲率の積分と体積の第一変分は，次式で表される。
    (3)
したがって，   の第一変分は
    (4)
となり，Euler-Lagrange の方程式は
  K-=0  (5)
のように導かれる。したがって，-(K-　)　　を単位法線ベクトルに乗じたベクト
ル（ガウス曲率流）にしたがって曲面を変形させることにより，曲面のいたるとこ
ろでガウス曲率が指定値Ժጧに一致するような曲面が得られる。

図１: 離散曲面（多面体）の頂点での諸量の定義

ところで，ガウス曲率流を用いた数値解析によって曲面を生成するためには，
曲面を三角形あるいは四辺形のメッシュに分割し，ガウス曲率や平均曲率を離散的
に求める必要がある。例えば，曲面を三角形メッシュで離散化し，頂点 i に接続す
る辺と面の諸量を図１のように定義すると，ガウス曲率　と平均曲率ベクトル　は
次のように定義できる。

(6)

ここで，　は頂点 i の位置ベクトル，　は図１のオレンジ色の領域（ボロノイ領域）
の面積 ,　　は頂点 i, j, k に接続する面，　は頂点 i に接続する面の集合，　は頂点
i と辺で接続される頂点の集合である。　と　の定義にはさまざまな表現があり，
Gauss-Bonne の定理や Steiner の定理を満たすことが重要である 7,17。平均曲率の
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大きさは　のノルムであり，その符号は　の方向によって定まる。式 (6) において　　　　　　
Aで割らない場合は，ガウス曲率や平均曲率の積分の際に　を乗じないで総和をと
る。
頂点での単位法線ベクトルは，面　　の法線ベクトル　を用いて

(7)

のように定義し，曲面が内包する体積 Vは次式で計算できる。
   (8)

ここで，Mは曲面の全ての面の集合である。以上より，ガウス曲率の指定値　が
与えられたとき，式 (2) の汎関数　を離散的に計算でき，頂点座標をガウス曲率流
によって移動させることにより，　を最小化して式 (5) を満たす曲面（多面体）を
求めることができる 11。
ところで，建築の空間を覆う曲面屋根構造やファサードでは，区分的に滑らか

な曲面が用いられることが多い。ガウス曲率流を用いて曲面を生成する過程におい
て，内部の境界での頂点の変化量を，その周辺の頂点の変化量より小さくする，あ
るいは変化を遅らせることによって，区分的にガウス曲率が一定の曲面を生成す
ることができる。例えば，図２(a) のような正方形平面領域を９個の領域に分割し，
それぞれの領域でガウス曲率が一定になるように曲面を生成した結果を図２(b) に
示す。ここで，赤丸は固定された境界の頂点であり，グレーのメッシュは，境界付
近でのガウス曲率を計算するために設けたダミーメッシュである。また，曲線境界
を有する区分的ガウス曲率一定曲面の例を図３に示す。これらの例のように，平均
曲率と体積で定められたエネルギー関数を最小化することによって，離散的な方法
を用いて区分的にガウス曲率が一定の曲面を生成することができる。

         

           　　　　　　　　(a) 初期平面形状　　　　     (b) 区分的にガウス曲率が一定の曲面
  図２：正方形の境界を有する区分的ガウス曲率一定曲面の生成例 11

        

                               　　　　　　　　　　 (a) 扇型の曲面 　　　　　　　  (b) ホルン型の曲面
図３：曲線状の境界を有する区分的ガウス曲率一定曲面の生成例 11

３．ガウスマップを用いた離散曲面の形状設計

曲面のパラメータ定義に依存しない特性量を幾何学的不変量といい，勾配や単
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位法線ベクトルに加えて，主曲率で定義されるガウス曲率，平均曲率やそれらの関
数が挙げられる。これらの不変量を用いて設計された曲面の代表例は，可展面と極
小曲面である。1990 年代初めに，さまざまな不変量を用いた曲面の設計法が提案
され 18，その応用について traverse ４で紹介している 19,20。ここでは，離散微分幾
何学で定義される不変量とガウスマップを用いて，さまざまな曲面を生成する手法
を紹介する 12。

いま，設計しようとしている主曲面（primary surface あるいは design surface）
の幾何学的不変量を用いて定義される曲面を随伴曲面（derived surface）といい，
その代表例として，オフセット曲面やガウスマップが挙げられる。前者は図４(a)
に示すように主曲面から等距離にある曲面であり，後者は図４(b) に示すように主
曲面の単位法線ベクトルで構成される曲面である。

        

                               　　　　　　      (a) オフセット曲面                                           (b) ガウスマップ
図４：筒状曲面の随伴曲面の例

図５の左図ような三角形メッシュの１つの面（グレーの領域）を考え，その３つの
頂点での単位法線ベクトルの始点を同一の点に移動すると，右図のような三角形の
面が構成される。すなわち，主曲面の単位法線ベクトルを頂点において式 (7) で定
義すると，ガウスマップは主曲面と同位相の三角形メッシュをもち，その面積を容
易に計算できる。一方，法線ベクトルを辺や面で定義すると，ガウスマップを同位
相の多面体で定義するのは困難であり，後述のようなガウス曲率や平均曲率を用い
たガウスマップの拡張も難しい。

図５：三角形メッシュ多面体の１つの面のガウスマップ

ところで，特殊な形状の離散曲面（多面体）では，ガウスマップは三角形メッシュ
にはならない。例えば図６(a)のような筒状曲面や図６(b)のような区分的平面では，
ガウスマップは図に示すように線分に退化し，その面積は 0になる。したがって，
ガウスマップの面積を最小化することによって，筒状の曲面あるいは区分的平面な
どの区分的可展面を生成することができる。

     

                     　　　　　　　　　　　　     (a) 筒状曲面  (b) 区分的平面
図６：筒状曲面と区分的平面のガウスマップ
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四隅を固定した初期曲面をランダムに生成し，ガウスマップの面積を最小化し
て得られた曲面の例を図７(a)-(d) に示す。各図において左に曲面形状，右に勾配と
逆向きのベクトルを示している。(d) は 2枚の平面で構成される屋根であり，(a), (b),
(c) はその四隅に勾配の大きい平面を付加した形式である。

  

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (a)　　　   　　　　　　                           　　　　(b)

  

　　　　　　　　　　　　　　　    　　 　　(c)      　　　            　　　　　　　　　　               (d)

　図７：ガウスマップの面積最小化によって得られた曲面 12

次に，単純なガウスマップではなく，単位法線ベクトル に Kと Hの関数を乗
じた曲面ࢉ ൌ ሺܭ ൅ܪଶሻܖの面積を最小化して得られた曲面を図８(a) に示す。曲面　　　　　　　　　　　　　　ࢉ ൌ ሺܭ ൅ܪଶሻܖの面積は，文献 18 において rolling metric として定義され，それ
を最小化することによって筒型の曲面が得られる。図８(b) の立面図および図８(c)
の勾配からわかるとおり，中央の筒型の曲面と両側の錐型の曲面で形成された区分
的可展面が得られている。

(a)         　　  　　       　　        (b)           　　            　　  　　         (c)

図８：曲面ࢉ ൌ ሺܭ ൅ܪଶሻܖの面積最小化によって得られた曲面 12

４．おわりに

本稿では，離散微分幾何学の手法を用いて曲面を生成する例を紹介した。コン
ピュータの能力の発展により，離散微分幾何学による手法はますます建築の形状設
計において利用されるものと期待される。連続体シェル構造ではなくラチス屋根構
造を設計・施工する際には，パネルの平面性が重要であり，PQメッシュ（planar
quadrilateral mesh）21 や circle packing などの手法に加えて，剛体折紙で開発され
たさまざまな手法を利用することができる。また，ラチス部材の平面性も実現する
ため，edge offset 曲面を利用することもできる 22。さらに，シェルの形態や釣合い
条件を定める複雑な微分方程式を差分法や最適化手法によって離散的に解くことも
容易になってきている 23。この分野の最先端の研究は，Advances in Architectural
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Geometry24 などのシンポジウムで活発に発表されており，今後の離散的な手法の
発展が期待される。
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