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Abstract

The Trísat̄ıbhās.ya is an anonymous commentary on the Trísat̄ı of Śr̄ıdhara (ca. 800 CE)

which is an arithmetic book written in Sanskrit. The Trísat̄ı describes arithmetic rules and

examples briefly. On the other hand, the Trísat̄ıbhās.ya explains the computational procedures

in detail. The present pater attempts to reconstruct the algorithms for square and square root

illustrated in the Trísat̄ıbhās.ya and to elucidate some of its mathematical features through the

comparison with the algorithms given in other arithmetic books.

§ 1. はじめに

『トリシャティーバーシュヤ』（Trísat̄ıbhās.ya）は，インドの数学者シュリーダラ（Śr̄ıdhara,

800年頃）が著した算術書『トリシャティー』（Trísat̄ı）に対する，著者も年代も未詳の注
釈である．同注釈は，唯一完全な写本A1（LD Institute, Ahmedabad, 1559）に伝えられ
るが，S. Dvived̄ıにより編集され，1899年にカーシー（現ヴァーラーナシー）で出版され
た『トリシャティー』の刊本には収録されておらず，先行研究はない．『トリシャティー』
が算術の規則と例題を韻文で簡潔に表現するのに対し，『トリシャティーバーシュヤ』はそ
れらを散文で説明し，書板上で行われた算術計算の細部を示してくれる．その意味で，同
注釈は，シュリーダラ以降のインド算術の歴史を解明するための重要な散文資料である．
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本稿では，平方と平方根のアルゴリズムについて『トリシャティーバーシュヤ』が与える
計算手順を再現し，それを他の算術書の手順と比較することで，その数学的特徴の一端の
解明を試みる．

§ 2. 先行研究

インド算術における平方と平方根のアルゴリズムについては，これまでにも多くの研
究で取り上げられてきた．その中でも比較的新しい研究としては次のものがある．以下，
出版年の古いものから昇順に並べる1．

Keller, Agathe. 2006. Expounding the Mathematical Seed: A Translation of Bhāskara I

on the Mathematical Chapter of the Āryabhat.ı̄ya. 2 vols. Basel: Birkhäuser.

Keller, Agathe. 2012. “Ordering Operations in Square Root Extractions: Analyzing

Some Early Medieval Sanskrit Mathematical Texts with the Help of Speech Act

Theory”, August 30, 2012, 1–45. URL: https://halshs.archives-ouvertes.fr/halshs-

00506929v2/document (accessed October 31, 2021)

Hayashi, Takao. 2017. “The Bālabodhāṅkavr. tti : Śambhudāsa’s Old-Gujarāt̄ı Commen-

tary on the Anonymous Sanskrit Arithmetical Work Pañcavim. śatikā,” SCIAMVS,

18, 1–132.

Kusuba, Takanori. 2018. “The So-Called “Dust Computations” in the L̄ılāvat̄ı,” Com-

putations and Computing Devices in Mathematics Eduacation Before the Advent

of Electronic Calculators. Edited by Alexei Volkov and Viktor Freiman. Cham:

Springer, 95–113.

林隆夫. 2019. 『インド算術研究　『ガニタティラカ』+シンハティラカ注　全訳と注』.

東京: 恒星社厚生閣.

Keller [2006]は，アールヤバタ I（Āryabhat.a I）の『アールヤバティーヤ』（Āryabhat.ı̄ya,

499年）と，それに対するバースカラ I（Bhāskara I）による注釈の翻訳研究である．『アー
ルヤバティーヤ』には平方根のアルゴリズムしか述べられていないのに対し，バースカラ
は注釈において平方のアルゴリズムを簡潔に記述した韻文を引用する2．

Keller [2012]は，5つの文献における平方根のアルゴリズムの手順を再現し，それを記
述するサンスクリットの表現について分析した研究である．そこで扱われるのは，『アー
ルヤバティーヤ』，それに対するバースカラ I の注とスールヤデーヴァ・ヤジュヴァン
（Sūryadeva Yajvan）の注，シュリーダラの『パーティーガニタ』（Pāt.ı̄gan. ita），それに
対する著者年代未詳の注釈『パーティガニタティーカー』（Pāt.ı̄gan. itat.ı̄kā）の 5つである．
このうち，『パーティーガニタ』は『トリシャティー』とも多くの詩節を共有する算術の大

1巻末の文献表もこの順序に従う．
2Keller [2006: vol. 1, 17; vol. 2, 7–9] 参照．
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著である．本稿で扱う平方と平方根の規則についても両書は詩節を同じくする3．
Hayashi [2017]は，著者未詳の算術書『パンチャヴィンシャティカー』（Pañcavim. śatikā）

と，それに対するシャンブダーサ（Śambhudāsa）による古グジャラーティーの注釈『バー
ラボーダーンカヴリッティ』（Bālabodhāṅkavr. tti, 1428/29年）の研究である．そこでは，
同注釈に基づき平方根のアルゴリズムが再現されている4．

Kusuba [2018]は，バースカラ II（Bhāskara II）の『リーラーヴァティー』（L̄ılāvat̄ı,

1150年）における整数の 8則5の計算手順の再現を試みた研究であり，そこでは平方およ
び平方根のアルゴリズムについても言及されている．
林 [2019]は，シュリーパティ（Śr̄ıpati）の『ガニタティラカ』（Gan. itatilaka, 1040年

頃）とそれに対するシンハティラカ（Sim. hatilaka）による注釈の翻訳研究である．その
序論 §1.7「中世インドの算術計算」では，インド数字を用いた筆算による整数の 8則に関
する各テキストの記述が，歴史的な展開を踏まえて網羅的に扱われている．
以上の研究によると，平方のアルゴリズムを扱うテキストは次の通り．

著者 著作 (略号) 年代
Bhāskara I Bhāskara I’s comm. on the AB (BAB) 629 年
Śr̄ıdhara Pāt.ı̄gan. ita (PG) 800年頃
未詳 Pāt.ı̄gan. itat.ı̄kā on the PG (PGT) 未詳
Śr̄ıdhara Trísat̄ı (Tr) 800年頃
未詳 Trísat̄ıbhās.ya on the Tr (TrBh) 未詳
Mahāv̄ıra Gan. itasārasam. graha (GSS) 850年頃
Śr̄ıpati Gan. itatilaka (GT) 1040年頃
Sim. hatilaka Sim. hatilaka’s comm. on the GT (SGT) 1265–70 年頃
Bhāskara II L̄ılāvat̄ı (L) 1150年
T. hakkura Pherū Gan. itasārakaumud̄ı (GSK) 1315年頃
Nārāyan. a Gan. itakaumud̄ı (GK) 1356年
Gan. eśa Gan. eśa’s comm. on the L (GL) 1545年
Gan. eśa

* Gan. itamañjar̄ı (GM) 1570年
* このガネーシャは L の注釈者とは別人．

また，平方根のアルゴリズムを扱うテキストは上記に加えて次のものがある．

3PG 23=Tr 10，PG 25–26=Tr 12–13．
4Hayashi [2017: 83] 参照．
5足し算，引き算，掛け算，割り算，平方，平方根，立方，立方根．
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著者 著作 (略号) 年代
Āryabhat.a I Āryabhat.ı̄ya (AB) 499年
Śr̄ıdhara Gan. itapañcavim. ś̄ı (GP)* 800年頃
Śr̄ıpati Siddhāntaśekara (SŚ)** 1040年頃
Sūryadeva Yajvan Sūryadeva Yajvan’s comm. on the AB (SYAB) 12 世紀
未詳 Pañcavim. śatikā (PV) 未詳 (1429年以前)

Śambhudāsa Bālabodhāṅkavr. tti on the PV (BBA) 1428/29年
Āryabhat.a II Mahāsiddhānta (MS) 950または 1500年頃
Mun̄ı́svara Pāt.ı̄sāra (PSM) 17世紀前半
* GP はシュリーダラの真作かどうか疑問が残る簡易算術教科書．
** 平方根の規則については SŚ と GT は詩節を共有する（GT 26=SŚ 13.5）．

これらのうち，BAB，SYAB，PGT，TrBh，SGT，BBA，GLは散文で書かれた注釈
であり，それ以外は韻文資料である．

§ 3. 平方のアルゴリズム

ここではまず，『トリシャティーバーシュヤ』の説明に基づき平方のアルゴリズムの計
算手順の細部を再現してから，それを他のテキストと比較していく．

§ 3.1. 『トリシャティーバーシュヤ』
『トリシャティー』が与える平方のアルゴリズムは次の通り6．

最後の項（最高位）の平方を作ってから，二倍した最後［の項］に残りの項（位）
を掛けるべきである．［残りの項を一つ一つ］繰り返し移動しながら．そして，［最
後の］項からの残り［の項］を［1桁右に］移動するべきである．平方［を作る］
ために．/Tr 10/7

これは位取りによるアルゴリズムであり，

(a · 10 + b)2 = a2 · 102 + 2ab · 10 + b2

を原理とする．『トリシャティーバーシュヤ』はこのアルゴリズムを次のように説明する．

［平方されるべき数は］432．この項（432）の平方の演算が示される．「最後の項
は」四．それ（最後の項）の「平方」（kr.ti=vargra）8，すなわちそれ［自身］を乗
数とするもの（tadgun. a），すなわち十六が置かれるべきである．「二倍した最後
［の項］に残りの項を掛けるべきである」．「二倍した最後［の項］に」8「残りの
項を」32，すなわち［十位の 3と一位の 2の］両方を掛ければ 256が生ずる．そ

6和訳における（　）と［　］はそれぞれ直前の語句の説明とテキストを補う語句を囲む．以下同様．
7kr.tvāntyapadasya kr.tim. śes.apadairdvigun. amantyamabhihanyāt/
utsāryotsārya padācches.am. cotsārayet kr.taye//Tr 10//

8Tr 10aの kr.tiが vargra（正規形は varga）という語によって言い換えられているが，どちらも「平方」を
意味する．
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れ（256）が十六の［六から］下に位を一つ引いたものとして（ekasthānonatayā）
置かれるべきである．「繰り返し移動しながら」．「［最後の］項からの」．まさ
に再び，「最後の項の平方を」9「作ってから」，残りの［項の］下に置かれる
べきである9．［この場合の］残りの項は二と呼ばれる．2．二倍した最後の項にこ
れ（2）を掛けたものが，九の下に置かれるべきである．それから，「最後の項
の」，すなわち二 2の「平方を作ってから」，四が置かれるべきである．このよ
うに［得られた］これらの数字が足し合わされたら，平方数が生ずる．186624．
13．10/TrBh 10/11

上の記述に従うと計算手順は次のように再現される．

1）平方されるべき数を置く： 4 3 2

2）「最後の項」（4）の「平方」（16）を 4の下に置く（TrBh 10に「下に」とは明記さ
れていない）：

4 3 2

1 6

3）「二倍の最後の項」（4× 2 = 8）に「残りの項」（32）を掛け，結果 256を 16の下に
「位を一つ引いたものとして」置く：

4 3 2

1 6 5 6

2

4）不要になった 4を消し，「残りの項」（32）を移動する：
3 2

1 6 5 6

2

5）「最後の項」（3）の「平方」（9）をその 3の下に置く：
3 2

1 6 5 6

2 9

9これは以下に再現した計算手順のステップ 5) にあたるが，「残りの［項の］下」ではなく，「最後の項の下」
でなくてはならない．TrBh の著者の誤記だろうか．

10この “13”という番号が何を示すかは不明．Tr の規則の詩節と例題の詩節の通し番号だとすれば 1 少ない．
11432/ asya padasya vargravidhirnidarśyate/ am. tyapadam. catvārastasya kr.tirvargrah. tadgun. ah.
s.od. aśah. sthāpyāh. / śes.apadairdvigun. amam. tyamabhihanyāt/ dvigun. am. am. tyam. 8 śes.apadaih. 32
ābhyām. hatam. 256 jātam. / tat s.od. aśānāmadhah. ekasthānonatayā sthāpyam. / utsārya utsārya
padāt/ punareva kr.tvām. tyapadasya kr.tim. 9 śes.ān. āmadhah. sthāpyāh. / śes.apadam. dvisam. jñam. / 2/
anena hatam. dvigun. amam. tyapadam. navā⟨nā⟩madhah. sthāpyam. / tato ’m. tyapadasya dvikasya 2
kr.tim. kr.tvā catvārah. sthāpyāh. / evamete ’m. kā yojitā vargrarāśirbhavati/ 186624//cha//13//TrBh
10//
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6）「二倍の最後の項」（3× 2 = 6）に「残りの項」（2）を掛け，結果 12を 9の下に位
を一つ引いて置く：

3 2

1 6 5 6 2

2 9

1

7）不要になった 3を消し，「残りの項」（2）を移動する：
2

1 6 5 6 2

2 9

1

8）「最後の項」（2）の「平方」（4）をその 2の下に置く：
2

1 6 5 6 2 4

2 9

1

9）「残りの項」がないので演算は終わり，不要になった 2を消し，数字の和をとる：
1 8 6 6 2 4

したがって，4322 = 186624．ステップ 2）には明記されていないが，ステップ 3），5），
6）では「下に」（adhah.）と明記されているので，途中の計算結果を元の数の下に書いて
いると考えられる．ただし，ステップ 3）の「下に」は，空間的な上下関係だけでなく，
位取りの上下関係も示す12．「両者を」（ābhyām）と述べていることから，ステップ 3）を
次の 2つに分けているようである．

3a）8× 3 = 24を 16の下に「位を一つ引いたものとして」書く：
4 3 2

1 6 4

2

3b）8× 2 = 16を 2の下に位を一つ引いて加える :

4 3 2

1 6 5 6

2

ステップ 4），7），9）における不要になった数を消す操作は，林 [2019: 73–4]が示す
『パーティーガニタティーカー』の手順に基づき補ったものであり，Tr 10と TrBh 10に
は明記されていない．

12以下に示すように，8× 3 = 24 では 4 が 6 のすぐ下（右）の桁になるように，8× 2 = 16 では 6 がさら
にその下（右）の桁になるように置く．
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§ 3.2. その他のテキスト
林 [2019: 71–7, 128–31]の比較研究によると，平方のアルゴリズムについてテキストご

とに差異がみられるのは，途中の計算結果を書く位置においてである．それをまとめたの
が次の表である．

韻文資料 計算結果の位置 散文資料 計算結果の位置
BAB 2.3ab* 記述なし

PG 23 記述なし PGT. 23 上
Tr 10 記述なし TrBh 10 下
GSS 2.31 記述なし
GT 23 記述なし SGT 23 下
L 19bcd 上 GL 19 上
GSK 1.34 記述なし
GK 1.17bcd 上
GM 23abc 上
* Keller [2006: vol. 1, 17; vol. 2, 7–9] 参照．

TrBh 10のように途中の計算結果を元の数の下に書くのは SGT 23のみである．それ
以外のテキストは元の数の上に書くか，あるいは，それに関する記述がないかのいずれか
である．GL 19はアルゴリズムに対する生起次第（upapatti）13を与える．そこでは「...

それぞれ自分の上に」という本文を引用しており，計算結果を書く位置に関しては L 19

に従っているようである14．

§ 4. 平方根のアルゴリズム

ここではまず，『トリシャティーバーシュヤ』の説明に基づき平方根のアルゴリズムの
計算手順の細部を再現してから，それを他のテキストと比較していく．

§ 4.1. 『トリシャティーバーシュヤ』
『トリシャティー』が与える平方根のアルゴリズムは次の通り．

奇数項（奇数位）から平方を除去し，位置を落とした（右の位に移動した）二倍
の根で残りを割るべきである．商を［根の］列に入れるべきである．//それの平
方を［次の奇数位から］引き，前のように，商を二倍するべきである．それから，
［根の列を 1桁右へ］移動し，残りを割るべきである．［この操作を繰り返し，最後
に，］二倍されたもの（根の列にあるもの）を半分にするべきである/Tr 12–13/15

13生起次第（upapatti）は，インド数学における「証明」に最も近い語．林・矢野 [1980: 186–89]，林 [2020:
268–72] 参照．

14林 [2019: 75–7] 参照．
15vis.amāt padatastyaktvā vargam. sthānacyutena mūlena/
dvigun. ena bhajecches.am. labdham. viniveśayet paṅktyām//Tr 12//
tadvargam. sam. śodhya dvigun. ı̄kurv̄ıta pūrvavallabdham/
utsārya tato vibhajecches.am. dvigun. ı̄kr.tam. dalayet//Tr 13//
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これは平方のアルゴリズムと同じ式，

(a · 10 + b)2 = a2 · 102 + 2ab · 10 + b2

で，右辺から左辺を求める操作である．『トリシャティーバーシュヤ』はこのアルゴリズム
を次のように説明する．

書置．186624．この書置の奇数［位］は最後の手前．それ（奇数位）から四の平
方が落とされたら（引かれたら），26624が置かれる．上［の数字 26］を割ると
き，それから，位置が落とされ，二倍された四により八がある 8．それら（8）で
［上の数字 26］が割られたら 2 6 6 2 4

8

3

，三が得られる 3．商（3）を列

に入れ，三の平方も自分の数字の上から落として（引いて），二倍するべきであ
る． 1 7 2 4

8 6

得られたもの（86）を移動して，再び［上の 172を 86で］

割るべきである．［商］二によって 1 7 2 4

8 6

2

がある．商二が［列に］置か

れる 4

8 6 2

．さらに，それ（2）の平方を［上の 4から］除去することで，

［上の］四も消え去る．二が二倍されたら 864．全ての二倍された数字の半分が
取られるべきである．［864の］半分が［とられたら］，432平方根となる．/TrBh

12–13.2/16

上の記述に従うと計算手順は次のように再現される．

16nyāsah. 186624/ asya nyāsasya vis.amamupām. tyam. / tato vargre caturn.n. ām. pātite sthitam. 26624/
uddharati ūrdvam. tatah. sthānacyutaih. 4 caturbhirdvigun. ı̄kr.tairas.t.au bhavam. ti 8/ tairbhāge
hr.te

2 6 6 2 4
8
3

tra⟨yo⟩labhyam. te 3/ labdham. pam. ktyām. viniveśya trayān. āmapi

vargram. svām. kāt ūrdvāt pātayitvā dvigun. ı̄kuryāt/ 1 7 2 4
8 6

labdhamutsārya punarbha-

jet/ dvikena
1 7 2 4

8 6
2

/ labdham. dvikam. sthitam. 4
8 6 2

/ punastadvargram. tyaktvā

catus.ko ’pi gatah. / dvike dvigun. ı̄kr.te 864/ sarves.ām. dvigun. ı̄kr.tānāmam. kānām. arddham. grāhyam. /
arddhe 432 vargramūlam. bhavati//TrBh 12–13.2//
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1）開平すべき数 186624を置き，一位から順に，vis.ama（奇），sama（偶），vis.ama

（奇），sama（偶），と名付ける：
sa vi sa vi sa vi

1 8 6 6 2 4

2）「最後の手前」の奇数位 8 を始めとする数 18 から可能な最大の平方数 42 を引く
（18− 42 = 2）：

2 6 6 2 4

3)その平方数 42 の根 4の二倍 8を 1桁右の 6の下に置く（2
√
42 = 8）．これを根の

「列」（paṅkti）という：
2 6 6 2 4

8

4）その 8で 26を割るために商を 3とし，それを仮に 8の下に置く：
2 6 6 2 4

8

3

5）割り算を実行する（26− 8× 3 = 2）：
2 6 2 4

8

3

6）商 3を「列」に入れる： 2 6 2 4

8 3

7）商 3の平方を「自分の数字の上」26から引く（26− 32=17）： 1 7 2 4

8 3

8）商 3を二倍する（3× 2 = 6）： 1 7 2 4

8 6

9）「得られたもの」86を 1桁右へ移動する： 1 7 2 4

8 6

10）その 86で上の 172を割るために商を 2とし，それを仮に 6の下に置く：
1 7 2 4

8 6

2
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11）割り算を実行する（172− 86× 2 = 0）：
4

8 6

2

12）商 2を「列」に入れる： 4

8 6 2

13）商 2の平方を上の 4から引くと残りはない（4− 22 = 0）： 8 6 2

14）商 2を二倍する（2× 2 = 4）： 8 6 4

15）「全ての二倍された数字」864を半分にする（864÷ 2 = 432）： 4 3 2

したがって，√
186624 = 432．ただし，原文においてステップ 3），5），6），7），9），

11），13）の数字配列の図（書置）は省略されている．ステップ 4）と 10）の商を仮に置
く操作とステップ 15）の全ての 2倍された商を半分にする操作の 2つに関して，以下で
は他のテキストと比較する．

§ 4.2. その他のテキスト
『トリシャティーバーシュヤ』には商を仮に置く操作と全ての 2倍された商を半分にす
る操作が行われていたが，他のテキストにはこれらの操作を行わないものもある．以下の
表は，§2に列挙した先行研究に基づき，各テキストにおける操作の有無をまとめたもの
である．ただし，操作を行う場合を⃝，操作を行わない場合または記述がない場合を ×
と表記する．

韻文資料 商の仮置き 商を半分 散文資料 商の仮置き 商を半分
AB 2.4 × × BAB 2.4 × ×

SYAB 2.4 × ⃝
PG 25-26 × ⃝ PGT. 25-26 × ⃝
Tr 12-13 × ⃝ TrBh 12-13.2 ⃝ ⃝
GP 3-4ab × ⃝
GSS 2.36 × ⃝
GT 26 × ⃝ SGT 26 ⃝ ⃝
SŚ 13.5 × ⃝
L 22 × ⃝
GSK 1.37-38 × ⃝
GK 1.19-20 × ⃝
PV 11-12 × ⃝ BBA 11-12.1 × ⃝
MS 15.6c-7 × ⃝
GM 25 × ×
PSM 21b-23 × ×
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TrBh 12–13.2のように商の仮置きを行うのは SGT 26のみである．AB 2.4，BAB 2.4，
GM 25，PSM 21b–23において最後に商を半分にする操作がないところをみると，根の列
は 2倍せず，除数として用いるときに暗算で 2倍していたのかもしれない17．SYAB 2.4

は AB 2.4に対する注釈であるにもかかわらず，最後に 2倍された商を半分にする操作を
実行する18．例外として，SGT 26と BBA 11–12.1は最後の商以外の根の列を半分にし，
それに最後の商を 2倍せずにそのまま加える19．これを §4.1で再現したステップ 13）以
降に適用すると次の通り．

13）商 2の平方を上の 4から引くと残りはない（4− 22 = 0）： 8 6 2

14）なし．
15）二倍されていた数を半分にする（86÷ 2 = 43）： 4 3 2

シンハティラカ注の著者シンハティラカは 13世紀後半に西インドで活躍したジャイナ
教徒の学者であり20，『バーラボーダーンカヴリッティ』は西インドで書かれた古グジャ
ラーティーの注釈である．両書の地域が一致することから，この操作は西インドの算術の
伝統に由来するものかもしれない．

§ 5. 結論

『トリシャティーバーシュヤ』が与える計算手順を再現し，他のテキストの計算手順と
比較した結果，同書の特徴として次のことが分かった．1）平方のアルゴリズムにおいて，
途中の計算結果を元の数字の下に書く，2）平方根のアルゴリズムにおいて，割り算を実
行する前に商を仮に下に書く．そして，1）と 2）の特徴はいずれも，シンハティラカ注
と共通する．
シンハティラカは西インドで活躍したジャイナ教徒の学者であった．『トリシャティー

バーシュヤ』の著者に関する情報は乏しいが，古グジャラーティーなどで「十二」を表す
数詞 bāraを用いていることから，彼の在所は西インドであったと考えられる21．シンハ
ティラカと『トリシャティーバーシュヤ』の著者の在所が一致するならば，上でみた 1）
と 2）のアルゴリズムの特徴は，西インドで伝えられていた算術に共通する特徴であった
可能性がある．ただし，本稿では全ての散文資料を参照したわけではなく，なかには 1）
と 2）と同じ特徴を持つものがあるかもしれない．今後は，他の散文資料の記述を調査し，
そこから平方と平方根のアルゴリズムの手順を再現することにより，1）と 2）の特徴が
西インドの算術の伝統に由来するか否かを検証する必要がある．

17Keller [2012: 39–41]，林 [2019: 80] 参照．
18Keller [2012: 18, fn. 31; 42–3] 参照．
19Hayashi [2017: 83]，林 [2019: 78–9, 135–38] 参照．
20林 [2019: v, 16–9] 参照．なお，本稿における「西インド」はグジャラート周辺の地域を指す．
21徳武 [2021: 15] 参照．
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