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単調正規空間の積のextentについて
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空間は正則な T1-位相空間とする。

空間Xの部分集合 Dが閉離散 (closeddiscrete)であるとは， Xの任意の点xに対

して，その近傍 Uで,|Un DI~ 1となるものが存在することである。また，

Xの任意の閉離散部分集合Dに対して,|DI~ K, 

という条件を満たす最小の無限基数 Kのことを空間Xのextentといい，それを e(X)

であらわす。明らかに，

事実 1.1(folklore)．空間Xが可算コンパクトかリンデレーフならば， e(X)= wである。

今後， e(X)を考えるときは，空間 X は空でないものとする。よって， e(X)• e(Y) ~ 

e(X x Y)はいつも成り立つ。

疑問 1.2.どのような積空間XxYに対して，等式e(X)・ e(Y) = e(X x Y)，あるいは，

不等式e(X)・ e(Y) < e(X x Y)が成り立つか？

X,Yが距離空間ならば， extentはweightと一致するので，等式e(X)-e(Y)= e(XxY) 

*1本研究は科研費（課題番号：19K03606)の助成を受けたものである．
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が成り立つ。 K がコンパクトならば，任意の空間 X に対して e(X)・ e(K) = e(X) = 

e(X x K)が成り立つことはよく知られている。

一方， Novakの例 [8]([1, Example 3.10.19]参照）を modifyすることで， extentの等

式が成り立たない次のような例が得られる（このことは大田先生に教えていただきました

[9]）。

事実 1.3([8]）．可算コンパクト Tychonoff空間X,Yの積空間XxYで， e(X)・ e(Y) = 

wく2w= e(X X Y)となるものが存在する。

また， Sorgenfrey直線Sはリンデレーフであるが，よく知られているようにその積空間

S XSには連続体濃度の閉離散部分集合 {(r,-r):r E §}がある。よって，

事実 1.4(folklore). Sorgenfrey直線Sに対して，不等式e(§)・ e(§) = wく炉＝e(§X §) 

が成り立つ。

リンデレーフ空間の積の extentについて， Shelahは次のことを示した。

定理 1.5([10]）．リンデレーフ空間X,Yで， 2w< e(X X Y)となるものが存在すること

はconsistentである。

大きい extentをもつリンデレーフ空間の積の consistentな例についてはその後，

Gorelic [2]や Usuba[12]らによって研究が進められているが，次の間題は未解決である。

定理 1.6([10]）．リンデレーフ空間 X,Yで，炉 <e(Xx Y)となるものの存在は ZFC

から証明できるか？

2 順序数の部分空間，ほとんど離散な空間と積の extent

順序数の部分空間の積空間の extentについては， 2020年に次のような結果を得た。

定理 2.1([4]）．順序数の部分空間 A,Bの積空間AxBが可算パラコンパクトならば，

等式e(Ax B) = e(A) ・ e(B)が成り立つ。

論文 [4]においては，さらに定理 2.1を発展させて，順序数の部分空間による積空間

AxBが可算パラコンパクトとなるための必要十分条件を与えている。これによって，

この種の積空間 AxBが可算パラコンパクトであるかどうかの判定が，極めて容易と

なった。
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定義 2.2.空間 Yに非孤立点が高々 1つしかないとき， Yはほとんど離散 (almost

discrete)であるという。

例 2.3.入は非可算基数とする。 e（入） ＝ wである。

(1)入＋1の可算コンパクトな部分空間A入と，リンデレーフな部分空間B入で，次の不

等式を満たすものがある。

e（ふ）． e(B刈＝w<入＝ e(A入xB刈

(2)ある無限基数 Kに対して，入＝ K,+であったとすると，入＋1のほとんど離散な部分

空間いで，次の不等式を満たすものがある。

e（入）． e（Yり＝ K,<入＝ e（入 XY>..) 

実際， Sue= { 7) + 1 : 7) <入｝として， A入＝ ｛aE入＋ 1: cf a = w} U Sue, B入＝ ｛aE 
入＋ 1: cf a > w} U Sue,凡＝ SucU｛入｝のようにとればよい。△ ＝ ｛〈n，n〉:7)E Sue} 

がA入xB入と入 xY>..の閉離散部分集合である。

上の例の (2)では，凡としてほとんど離散なものをとっているが，不等式の右辺入は，

左辺代よりは大きいものの，入＝ K+であるので，両者の大きさにそれほど隔たりはな

い。一方，順序数の部分空間でなくてもよければ，不等式の両辺の大きさをもっと離す

こともできる。実際，任意の大きさの非可算墓数入に対して，濃度入の離散空間][J)入の

Cech-Stoneコンパクト化B恥の部分空間

X = LJ{P: Pは9応の開集合で,|Pn][J)刈:Sw} 

をとると，次のような例が得られる。

例 2.4([5]）．任意の非可算基数入に対して，可算コンパクトな Tychonoff空間 X と，

ほとんど離散な空間Yで， e(X)• e(Y) = w <入＝ e(Xx Y)となるものが存在する。

ところが，次の節で述べられるように，順序数の部分空間 Aとほとんど離散な空間 Y

について， e(A)• e(Y) < e(A x Y)にすることはできても，左辺と右辺の間を，甚数 2つ

分以上離すことはできない。

3 単調正規空間とほとんど離散な空間の積

空間 X の任意の交わらない閉集合 E,Fに対して， X の開集合 M(E,F)を対応づ

けて，
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(i) E c M(E,F)かつ Fn Clx(M(E, F)) = 0 

となるようにできるとき，空間Xは正規 (normal)であるという。さらに，

(ii) E c E'かつ FっF'ならば M(E,F)c M(E',F') 

という条件も成り立つようにできるとき，空間Xは単調正規 (monotonicallynormal) 

であるという。次の事実はよく知られている。

事実 3.1([3]）．空間Xが単調正規であるためには， Xの任意の点 mとその開近傍Pに

対して， Xの開集合H(x,P)を対応づけて，

(iii) H(x0, Po) n H(x1, Pリヂ0ならば， XoE P1またはX1E.f1。
となるようにできることが必要十分である。

このことから，単調正規空間の部分空間がまた単調正規であることがわかる。

よく知られているように，任意の距離空間 (X,d)は単調正規である。実際，（X,d)にお

ける任意の点xとその開近傍Pに対して，

U(x,c) := {y EX: d(x,y) < c} C P 

となるように c= s(x,P) > 0をとって， H(x,P) = U(x, s/2)とすれば，（iii)の条件が

成り立つことは容易に確かめることができる。

順序数の空間は全順序位相空間であり，よって，その部分空間は一般順序空間の特殊な

ものであるが，任意の一般順序空間もまた単調正規であることはよく知られている。一

方，任意の距離空間がパラコンパクトであるのに対して，順序数（の部分空間）はかなら

ずしもそうではない。実際，正則非可算基数はパラコンパクトでないことはよく知られて

いる。しかしながら，パラコンパクトを弱めた被覆性のひとつであるオーソコンパクト

性は，任意の一般順序空間ももっている。

空間の部分集合による族Uが内部保存 (interiorpreserving)であるとは，その任意

の部分族U'に対して，共通部分nu'が開集合になることである。空間Xの任意の開被
覆が内部保存な開細分をもつとき， X はオーソコンパクト (orthocompact)であると

いう。

前の節の最後で述べた通り，順序数の部分空間 Aとほとんど離散な空間 Yについて，

e(A) • e(Y)とe(Ax Y)の間を，基数2つ分以上離すことはできない。より一般に，次の
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結果が得られた。

定理 3.2([5]). X は単調正規空間， Yはほとんど離散な空間とする。このとき，不等式

e(X x Y)さe(X)• (e(Y)+)が成り立つ。

4 正規な積空間

順序数の部分空間A,Bの積空間AxBが正規ならば， AxBは可算パラコンパクト

であることが知られているので ([7]参照），定理2.1から次の系が得られる。

系 4.1.順序数の部分空間A,Bについて， AxBが正規ならば， e(Ax B) = e(A) ・ e(B) 

である。

順序数の部分空間 Aとほとんど離散な空間 Y（こちらは順序数の部分空間でなくてよ

い）についても， AxYが正規ならば，等式e(Ax Y) = e(A) ・ e(Y)が成り立つ。より一

般に，次の結果が得られた。

定理 4.2([6]). Xはオーソコンパクトな単調正規空間， Yはほとんど離散な空間とする。

もし XxYが正規ならば， e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)である。

この定理から Xのオーソコンパクト性の仮定を除去できるかという疑問が生じる。

疑問 4.3.Xは単調正規空間， Yはほとんど離散な空間とする。もし XxYが正規なら

ば，等式e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つか？

これに対し，著者たちは次の結果を得た。

定理 4.4([6]）．単調正規空間X とほとんど離散な空間Yで，その積空間XxYが正規

になり， e(X)・ e(Y) = w < e(X x Y)であるような consistentな例がある。

われわれは当初，この定理の X,Yの存在が◇から導けることに気づいたが，より分析

を璽ねた結果，そのような X,Yの存在は， ZFCから無矛盾かつ独立なある集合論的な公

理と同値であることをつきとめた。次の節ではそのことについて述べる。
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5 partition property 

入は正則非可算基数で， Ac入に対して，［A]2=｛〈/3,a〉:/3 ＜ a<入｝とする。

f:［研→ 2は関数， iE 2とする。次の（ア）の条件を満たすような Aがあると
きそのようがtAをfに関する unboundedi-homogeneous setとよび，（イ）の
条件を満たすような Arがあるときそのよ>t つよ〈A,F〉を fに関する unbounded
i-subhomogeneous pairとよぶことにする。

（ア） Aは入の unboundedな部分集合で，任意の〈(3,a〉E[A]2に対して J(/3，a)=i. 

（イ） Aは入の unboundedな部分集合， F は入の空でない有限部分集合からなる

pairwise disjointな族で， IFI＝入，であり，任意の (3€ AとF € rに対して，
/3＜minFならば， J(/3，a)=iとなる aEFが存在する

•「任意の関数 f: ［入門→ 2に対して， fに関する unbounded0-homogeneous set 

かunbounded1-homogeneous setが存在する」という主張を

入→ （入）各

であらわす。

•「任意の関数 f: ［入門→ 2に対して， fに関する unbounded0-homogeneous set 

かunbounded1-subhomogeneous pairが存在する」という主張を

入→ （入，（入；fin入））2

であらわす。

•「任意の関数 f: ［入門→ 2に対して， fに関する unbounded0-subhomogeneous 

pairかunbounded1-subhomogeneous pairが存在する」という主張を

入→ （入；fin入）3

であらわす。

Aがfに関する i-homogeneous setならば， F={{a}:aEA}と懺けば〈A,F)はf

に関する i-subhomogeneouspairになるので，次の implicationが成り立つ。

入→ （壻 ⇒ 入----+(入，（入；fin入）戸 ⇒ 入---+(入;fin入）；

Todorcevicは次のことを証明した。
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定理 5.1([11, Theorem 1,6]). 

(1) ZFCが無矛盾ならば， ZFC+ W1---+ （w1, (w1; fin団）戸も無矛盾である。
(2)贔を仮定すると， W1---+（w1; fin w1)§ の否定が証明できる。

最近の研究で，著者たちは次の結果を得た。

定理 5.2([6]）．単調正規空間 X とほとんど離散な空間 Yで，その積空間 XxYが

正規になり， e(X)・ e(Y) = w < e(X x Y)であるようなものが存在するためには，

W1---+（w1; fin w消の否定が成り立つことが必要十分である。

定理5.2と5.1とから，次の系が得られる。

系 5.3([6]）．単調正規空間X とほとんど離散な空間 Yで，その積空間 XxYが正規に

なり， e(X)• e(Y) = w < e(X x Y)であるようなものが存在するかどうかは， ZFCだけ

では決定できない。

定理5.2は次のように一般化することもできる。

定理 5.4([6]). "'は無限基数で，入＝氏＋とする。単調正規空間X とほとんど離散な空

間Yで，その積空間XxYが正規になり， e(X)・ e(Y) = "'< e(X x Y)であるような

ものが存在するためには，入--+(入;fin入）3の否定が成り立つことが必要十分である。

この定理は入がsuccessorcardinalの場合に関するものであるが，次節では，入がlimit

cardinalのときも考慮の対象となるような一般化について述べる。

6 limit cardinalの場合

入は無限基数とする。空間 X に濃度入の閉離散部分集合が存在しないとき， X は

ふextensiveであるということにする。 successorcardinal入＝ K,+の場合は明らかに次

の3条件は同値である。

•X は入-extensive 

• e(X)＜入，

• e(X) ~ "'・ 

Xが可算コンパクトであることは， Xがw-extensiveであることと同値である。一方，

e(X) =入がwかlimitcardinal の場合，その情報だけでは X が入—extensive かどうかは
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判断できない。

X が単調正規空間で， Yがほとんど離散な空間の場合は， successorcardinal入＝記

に対して，次の 3条件が同値であることが定理3.2からわかる。

• e(X) ・ e(Y) =Ii< e(X x Y), 

• e(X) ・ e(Y)＜入＝ e(Xx Y), 

• X, y は入-extensive であるが， XxY は入—extensive でない．

よって，定理 5.4は次のように書き換えることができる。

系 6.1([6]）．入は successorcardinalとする。積空間 XxYが正規になるような単調

正規空間 X とほとんど離散な空間 Y で， X と Y は入—extensive であるが， XxY が

入-extensiveではないようなものが存在するためには，入-----+(入;fin入）3の否定が成り立
つことが必要十分である。

そして， succerssorcardinalの部分は，任意の正則基数に一般化することもできる。

定理 6.2([6]）．入は正則基数とする。積空間 XxYが正規になるような単調正規空間

X とほとんど離散な空間 Yで， X とYは入-extensiveであるが， XxYが入-extensive

ではないようなものが存在するためには，入---+(入;fin入）§の否定が成り立つことが必要

十分である。

定理5.1(2)と同様に，次のことも示すことができる。

(3)正則非可算基数入の non-reflectingなstationaryset Sで，贔(S)が成り立つもの

が存在すれば，入-----+(入;fin入）3の否定が成り立つ。

系 6.3.無限基数入について，次の条件（a)から条件 (b)が導かれる。 V=Lならば，（a)

と(b)は同値である。

(a)入＝ wか入は弱コンパクト基数である。

(b)積空間 XxYが正規になるような任意の単調正規空間 X とほとんど離散な空間

Yについて， X とYが入-extensiveならば， XxYも入-extensiveである。
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