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概要

文献 [12]で得られた Banach空間上の増大作用素のリゾルベントの収束に関連す

る結果を報告する。

1 はじめに

AをBanach空間上の零点をもつ増大作用素，入＞ o,J入＝ （I十入A)-1をAのリゾル

ベント， xEEとする（これらの定義は次節で説明する）。本稿では，入→ ooのとき， J入X

が収束するための十分条件に注目する。

Bruck [14]は， EがHilbert空間， Aが極大単調作用素という仮定のもとで，入→ 00の

とき J入0がAの零点に収束することを示した [14,Lemma 1]。Reich[19-21]は， Eが何

らかの条件を満たす Banach 空間， A が m—増大作用素という仮定のもとで，入→ ooのと

きJ入xがAの零点に収束することを示した。その後 Takahashi-Ueda[25]は， Reichの

結果の一つ [21,Theorem 1]を一般化した。これらの結果は，本稿の第 3節で紹介する。

Reich [21]および Takahashi-Ueda[25]に動機づけられ，文献 [12]では， Takahashi-

Uedaの定理 [25,Theorem 1]とは別の仮定のもとで，同様な結論が得られることを示し，

さらに，その結果を使って Banach空間上の非拡大写像列の共通不動点問題に関する収束

定理を得た。本稿の第 4節および第 5節において，これらの結果を紹介する。

2 準備

本稿では， Eを実 Banach空間， II・IIを E またはその共役空間 E*のノルム，〈x,x*〉

をxEEにおける x*EE*の値， Nを正の整数の集合とする。また， Eの点列｛％｝が

X EEに収束することを Xn→ xで表す。

Eの双対写像 (dualitymapping)を Jで表す。つまり， JはEからかへの集合値写
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像で， xEEのとき， Jx= {x* EE*:〈x,x*〉＝ ||xll2 = llx* 112}である。

SEをEの単位球面つまり， SE={xEE:llxll=l}とする。 Banach空間 Eが狭義

凸(strictlyconvex)であるとは， x,y E SE, Xi-yならば llx+yll< 2が成り宣つときを

いう。 Banach空間 Eが一様凸 (uniformlyconvex) であるとは，任意の€ ＞ 0に対して，

8>0が存在し， x,y E SE, llx -YII ;:::: Eならば llx+ YII /2 ~ 1 -8が成り立つときをい

う。 Eが一様凸ならば， Eは回帰的で狭義凸であることが知られている [23]。

嘉を再び Eの単位球面とする。 Eのノルム II珊が Gateaux微分可能であるとは，す

べての x,yESに対して，極限

lim 
llx + tyll -llxll 

t→0 t 
(2.1) 

が存在するときをいう。このとき， Eは滑らか (smooth)であるという。 Eのノルムが一

様に Gateaux微分可能であるとは，各 yESに対して (2.1)がxに関して一様に収束す

るときをいう。 Eのノルムが一様に Frechet微分可能であるとは，（2.1)がx,yESに関

して一様に収束するときをいう。このとき， Eは一様に滑らか (uniformlysmooth)であ

るという。一様に滑らかな Banach空間は，回帰的であることが知られている [23]。Eの

ノルムが Gateaux微分可能であることと，双対写像 Jが 1価であることは同値になるこ

とが知られている。詳しくは，［23]を参照するとよい。

CをEの空でない部分集合， TをCから Eへの写像 F(T)をTの不動点の集合とす

る。つまり， F(T)={zEC:z=Tz}である。写像 Tが非拡大 (nonexpansive)である

とは，すべての x,yECに対して IITx-Tyll :S llx -YIIが成り立つときをいう。 KをC

の空でない部分集合とし， QをCから Kの上への写像とする。 QがCから Kの上への

retractionであるとは，すべての XEK に対して Qx=Xが成り立つときをいう。 Qが

sunnyであるとは，

XE C,入2:0, Qx十入(x-Qx) EC⇒Q(Qx十入(x-Qx)) = Qx 

が成り立つときをいう。 KがCのsunnynonexpansive retractであるとは， Cから K

の上への sunnynonexpansive retraction [18]が存在するときをいう。

Aを Eから Eへの集合値写像とする。このとき， Aとそのグラフを同一視し， Ac

ExEと表す。 Aの定義域を D(A)で， Aの値域を R(A)で， Aの零点の集合を A-10で

表す。つまり， D(A)= {x EE: Ax cf-0}, R(A) = UxED(A) Axおよび A-10= {x E 

D(A): 0 E Ax}である。集合値写像 AcExEが増大 (accretive)作用素であるとは，

x,y E D(A), u E Axおよび VEAyに対して，〈u-v,j〉2:0となる jE J(x -y)が存

在するときをいう。
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註 1.[16, Lemma 1.1]または [26,補助定理 3.6.1]より， AcExEが増大作用素であ

ることと，条件

入20, Yi E Ax1, Y2 E Ax2⇒ ||X1 -四||::;;llx1―吟＋入(y1-y2)II

は同値であることがわかる。なお，［26,補助定理 3.6.1]の証明の中のネット {g入｝の有効

集合 (0,oo)の関係こは， 0:~ (3⇔ a2(3で定義されていると読めばよい（ここで，ミは

実数の不等号）。

AcExEを増大作用素， Iを E上の恒等写像とする。このとき，任意の入＞ 0に対

して，

D(A) c R(I＋入A)

が成り立つならば， Aは値域条件 (rangecondition)を澁たすという。ここで， D(A)は

D(A) の閉包である。増大作用素 AcExE が m—増大であるとは，すべての入＞ 0 に対

して R(I＋入A)=Eが成り立つときをいう。 AcExEを増大作用素， Iを E上の恒等

写像入を正の数とする。このとき，（I＋入A)-1は R(I＋入A)から D(A)の上への 1価

写像であることが知られており，写像（I+入A)-1を Aのレゾルベント (resolvent)とい

ぃ， J入で表す。 J入は非拡大であり， F（J刈＝ A-10となることが知られている。詳しくは

[23]を参照するとよい。

3 増大作用素のリゾルベントに関する収束定理（先行研究）

ここでは，増大作用素のリゾルベントに関する収束定理のうち，本稿の主結果に関係す

るものを四つ紹介する。いずれも Hilbert空間上の極大単調作用素のリゾルベントに関す

るBruck[14]の結果 [14,Lemma 1]の一般化である。

定理 3.1([19, Theorem]). Eを滑らかで回帰的な Banach空間， AcExEを零点をも

つ加増大作用素とし， Eの双対写像 Jはweaklysequentially continuous,つまり， Eの

点列｛％｝が xに弱収束するとき，｛J(xn)}が J(x)にweak＊で収束すると仮定する。こ

のとき，任意の xEEに対して， lim入→OOJ入ェは存在し，その極限は A-10に属する。

定理 3.2([20, Theorem 5.1]). Eを滑らかで一様凸な Banach空間， AcExEを零点

をもつ m—増大作用素とし， E の双対写像 J は 0 で weakly sequentially continuous,つま

り， Eの点列｛％｝が 0に弱収束するとき，｛J(％）｝が 0にweak＊で収束すると仮定する。

このとき，任意の xEEに対して， lim入→OOJ入ェは存在し，その極限は A-10に属する。
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文献 [20]には，定理 3.2の仮定「Eが一様凸」を「Opial条件」に置き換えられると書

かれている。 Opial条件について詳しくは，［26,p.41]を参照されたい。

定理 3.3([21, Theorem 1]). Eを一様に滑らかな Banach空間， AcExEを零点をも

つ加増大作用素とする。このとき，任意の xEEに対して， lim入→CX)J入xは存在し，その

極限は A-10に属する。

文献 [21]には次のような指摘があるが，その証明は書かれていない。

•定理 3.3 の仮定「E が一様に滑らか」を次の（1) かつ (2) に弱められる。

(l) Eが回帰的で，そのノルムが一様 Gateaux微分可能であり，

(2) Eのすべての弱コンパクトな凸集合が非拡大写像に関して不動点性をもつ，つ

まり， DがEの弱コンパクトな凸部分集合， T:D→Dが非拡大写像ならば，

Tは不動点をもつ。

•定理 3.3 の仮定「A が m—増大作用素」を次の（1）かつ (2) に弱められる。

(1) D(A)が凸であり，

(2) Aが値域条件を満たす。

次の四つ目の定理は，これらの指摘を含め，定理 3.3を一般化したものである。

定理 3.4([25, Theorem 1]). Eを回帰的な Banach空間， AcExEを値域条件を満た

し零点をもつ増大作用素とし， Eのノルムは一様に Gateaux微分可能であり， Eのすべて

の弱コンパクトな凸部分集合は非拡大写像に関して不動点性をもつとする。 CをEの閉

凸部分集合で，ある入＞ 0に対して， CcR(I＋入A)および J入(C)c Cが成り立つと仮

定する。このとき，任意の xECに対して， lim入→CX)J入xは存在し，その極限は A-10に

属する。

定理 3.4は，［25,Theorem 1]を著者が訳したものだが，仮定の「ある入＞ 0に対して，

Cc  R(I＋入A)」の部分は「すべての入＞ 0に対して， CcR(I＋入A)」と読まねばなら

ないかもしれない。定理 3.4については，［26,定理 4.1.3]も参照されたい。

4 増大作用素のリゾルベントに関する収束定理（主結果）

前節で紹介した文献 [21]には，さらに次のような指摘がある。

Eが狭義凸かつ回帰的，ノルムが一様 Gateaux微分可能ならば，定理 3.3と同じ結
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論が得られる。

本節では，この指摘と定理 3.4を踏まえた増大作用素のリゾルベントに関する収束定理

([25, Theorem 1]の変異型），および，それから直接得られる結果を紹介する。

定理 4.1([12, Theorem 3.1]). Eを狭義凸で回帰的な Banach空間， AcExEを零点

をもつ増大作用素， CをEの空でない閉凸部分集合とする。さらに， Eのノルムは一様に

Gateaux微分可能であり， Jr,(C)c Cとなる n>0が存在し，任意の入＞ 0に対して

D(A) c R(I＋入A)および CcR(I＋入A) (4.1) 

が成り立つと仮定する。 このとき，各 xECに対して lim入→ooJ入xが存在し，その

極限は A-10n cに属する。さらに，写像 Q:C→A→0 n Cを， xECに対して

Qx = lim入→ooJ入xで定義すると，以下が成り立つ。

•任意の xEC および z EA→oneに対して〈x-Qx, J(z -Qx)〉さ O;

• QはCから A→oneの上への sunnynonexpansive retractionである。

註 2.文献 [12]において， Theorem3.1（上の定理 4.1)の証明に使う Lemma3.3の

Banach limitの説明が曖昧であるが，任意の Banachlimitに対して Lemma3.3の結論

が得られる。

定理4.1より，次の系が得られる。

系 4.2([12, Corollary 3.5]). Eを定理4.1と同じとし， AcExEを零点をもつ加増

大作用素 xEEとする。このとき， lim入→ooJ入xが存在し，その極限は A-10に属する。

また，その極限 w とするとき，任意の zE A-10に対して〈X -W,  J(z - W)〉さ 0が成り

立つ。

証明 C=E とすると，明らかに C は E の閉凸部分集合である。 A は m—増大作用素だ

から，任意の入＞ 0に対して J入(C)c Cおよび (4.1)が成り立つ。ゆえに，定理 4.1より

結論が得られる。 ロ

定理4.1より，非拡大写像に関する次の系も得られる。同様な結果が文献 [15,19, 21, 23] 

にもある。

系 4.3([12, Corollary 3.6]). Eを狭義凸で回帰的な Banach空間とし， Eのノルムは一

様に Gateaux微分可能とする。 CをEの空でない閉凸部分集合， T:C→Cを不動点を

もつ非拡大写像， UEC, Z8をsE (0, 1)に対して Z8= SU + (1 -S)Tz8を満たす Cの
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点とする。このとき， lim8↓oZs= Quである。ここで， QはCから F(T)の上への sunny

nonexpansive retractionである。

証明 A=I-Tとおく。 このとき，［26,定理 3.6.4]より， Aは増大作用素であり，任意

の入＞ 0に対して C= D(A) c R(I十入A)が成り立つことがわかる。さらに，任意の

sE(O,l)に対して， t=l/s-1とおけば， Jt= (I+ tA)-l = Z8である。 A-10= F(T) 

であり， t→ ooのとき s↓0であるから，定理4.1より，結論が得られる。 ロ

5 非拡大写像列の共通不動点問題への応用

ここでは，前節の系 4.3を使って，非拡大写像列の共通不動点問題に関する結果を導く。

その前に，少し準備が必要である。

CをEの部分集合，｛Sn}をCから Cへの写像の列とする。 {Sn}が強非拡大性をも

つ，または，強非拡大列 (stronglynonexpansive sequence)であるとは，次の 2条件が成

り立つときをいう [6,7]。

•各品は非拡大である。

• {xn -Yn}が有界で llxn-y叫I―||SnXn-BnYnll→ 0となる Cの任意の点列

｛％｝と｛珈｝に対して， Xn-Yn -(SnXn -Sn珈） → 0となる。

写像列 {Sn}が写像T:C→ Cについて NST条件 (I)を満たすとは，次の条件が成り立

っときをいう [17,24]。

F(T) C nn F(Sn)であり，さらに，｛珈｝が Cの有界点列で， Yn-Sn珈→ 0なら

ば， Yn-Tyn→ 0である。

註 3.強非拡大性をもつ写像列について詳しくは，文献 [4,6, 7, 10, 11, 28]を参照されたい。

また，文献 [1-3,5, 8, 9]でも，写像列の強非拡大性を扱っている。

註 4.{Sn}が Tについて NST条件（I)をみたすとき， F(T)= nn F(Sn)である

[11, Remark 2.4]。

系4.3および [11,Lemma 3.3]を使うと，強非拡大列に関する次の収束定理が得られる。

定理 5.1([12, Theorem 4.1の一部］）． Eを狭義凸で回帰的な Banach空間， CをEの空

でない閉凸部分集合，｛ふ｝を Cから Cへの強非拡大性をもつ写像の列， Fを{Sn}の共
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通不動点の集合，｛知｝を (0,1]の数列とし， Cの点列 {xn}をUEC, X1 ECおよび任意

のnENに対して

Xn+l = O:nU + (1 -O:n)BnXn 

で定義する。さらに， E のノルムは一様 Gateaux微分可能であり， F /-0,％ → 0, 

区nCtn = 00であり，｛Sn}は非拡大写像 T:C→ Cについて NST条件（I)を満たすと

仮定する。このとき，｛Xn}はQuE Fに強収束する。ここで， QはCから Fの上への

sunny nonexpansive retractionである。

証明 Tは非拡大であるから，任意の sE(0,1)に対して， Z8= SU+ (1 -S)Tzsを満たす

Cの点 Zsが存在する。系 4.3より， S↓ 0のとき Zs→ Quである。ゆえに，［11,Lemma 

3.3]より結論が得られる。 ロ

註 5.[11, Theorem 3.1]の仮定の一つ「Eは非拡大写像に関して不動点性をもつ」を，

「Eは狭義凸」に置き換えたものが，定理5.1である。

一様凸な Banach空間は，回帰的かつ狭義凸だから，定理 5.1から次の系が得られる。

系 5.2([11, Corollary 3.4]). Eを一様凸な Banach空間とし， Eのノルムは一様Gateaux

微分可能であると仮定する。また， C,{Sn}, T, {an}, u,{％}および Qは定理 5.1と同

じとする。このとき，｛％｝は Quに強収束する。

系 5.2の応用については，［10,Theorem 3.1], [11, Theorems 4.1, 4.5]および [27]を参

照されたい。

最後に，強非拡大写像に関する結果を述べる。 CをBanach空間 Eの空でない部分集

合とするとき，写像 T:C→ Eが強非拡大 (stronglynonexpansive)であるとは，次の 2

条件が成り立つときをいう [13]。

• Tは非拡大である。

• ｛％一珈｝が有界で llxn-Yn II -IITxn -Ty叫I→ 0となる Cの任意の点列｛％｝

と｛珈｝に対して， Xn-Yn -(Txn -Ty叫→ 0となる。

写像 Tが不動点をもつ強非拡大写像のとき，各 nENに対して Sn=Tとおくと，｛Sn}

は強非拡大列であり，｛Sn}はTに関して NST条件 (I)を満たす。ゆえに，定理 5.1より，

次の系が得られる。

系 5.3.E, C,｛知｝および uを定理 5.1と同じとし， T:C→ Cを不動点をもつ強非拡
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大写像，｛％｝を X1ECおよび任意の nENに対して

Xn+l = O:nU + (1 -an)Txn 

で定義される点列とする。このとき，｛％｝は Quに強収束する。ここで Qは Cから

F(T)の上への sunnynonexpansive retractionである。

系 5.3は，［22,Theorem 4]の一般化である [11,Remark 3.7]。
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