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1 はじめに

本論文は [7]の続きである．［7]と同様に，次の不動点定理を用いる．［8]の定理 11.C

である．

定理 1.順序集合 X の任意の空でない鎖は上限をもつとする． fを Xから Xへの

写像で，任意の xEXに対して， X'.Sf(x)とする．このとき fは不動点をもつ．

2節では，定理 1を用いて Nadlerの不動点定理（定理 2)を証明する． Nadlerの不動

点定理は，集合値縮小写像の不動点定理である． 3節では，定理 1よりある不動点定理

（定理 3)を導く．この不動点定理は Zornの補題と同値であることを示す． 4節では，最

近に発表した論文 [3]の解説をする．［3］では，ボール空間におけるある不動点定理（定

理 4)を紹介したこの定理と [2]で紹介されている完備性 (sphericalcompleteness) 

との関係を示す．いずれの不動点定理も，その証明に定理 1を用いるところが共通して

いる．
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2 Nadlerの不動点定理

[7]では，定理 1を用いて， Caristiの不動点定理や Ekelandの変分不等式定理，高橋

の最小値定理を導いた．本節では，定理 1を用いて，集合値縮小写像の不動点定理であ

るNadlerの不動点定理を導く．

X を距離空間とし， Aを X の空でない部分集合とする． xEXとする．点 xから

集合 Aまでの距離を d(x,A) = inf{ d(x, a) I a EA}で定める． CB(X)をX の空で

ない有界閉集合の全体とする． A,BE CB(X)に対して

H(A, B) = max{8(A, B), 8(B, A)} 

で定義すると， HはCB(X)の距離となる ([6]）．ここで 8(A,B) = sup{ d(x, B) I x E 

A}である． X から CB(X)への集合値写像 Tが縮小であるとは， 0::::;rく 1をみた

す rが存在して，任意の x,yEXに対して

H(Tx,Ty)さrd(x,y) 

が成り立つときをいう．このとき， Tを集合値縮小写像 (multi-valuedcontraction 

mapping)といっ．

任意の xEXとA,BE CB(X)に対して |d(x,A) -d(x, B)I ::::; H(A, B)が成り

立つ．実際，任意の€ ＞ 0に対して， d(x,y) < d(x, B) 十€となる y EBが存在する．

よって，任意の zEAに対して

d(x, A) -d(x, B)さd(x,z) -d(x, y) + Eさd(z,y)+t:

が成り立つ．したがって

d(x, A) -d(x, B)::::; d(y, A)+ E::::; 8(B, A)+ E::::; H(B, A)+ E 

を得る．€は任意であるから d(x,A) -d(x, B) ::::; H(B, A)である．同様に d(x,B) -

d(x, A) ::::; H(A, B)である．以上より |d(x,A) -d(x, B)I ::::; H(A, B)を得る．

次の Nadlerの不動点定理を，定理 1を用いて証明する．

定理 2(Theorem 5 [5]). X を完備距離空間とする． Tを X から CB(X)への集合

値縮小写像とする．このとき，ある VEXが存在して vE Tvをみたす．

証明．汎x)= d(x, Tx)と定義する．このとき，ゃは X から [O,oo)への連続関数であ
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る．実際， x,yEXとすると

や(x)-c.p(y)I ~ ld(x, Tx) -d(y, Tx)I + ld(y, Tx) -d(y, Ty)I 

さd(x,y) + H(Tx, Ty) 
~ d(x, y) + rd(x, y) = (1 + r)d(x, y) 

より，¢は連続である． 0<1:<l-rとする．任意の vEXに対して， vと異なるあ

るwEXが存在して

孤w)＜孤v)-1:d(v, w) 

をみたすとする．選択公理を用いて vに対して wを対応させる写像 fを定義するま

た， X の要素 v,wに対して，順序を

vさw⇔ 1:d(v, w)さc.p(v)-c.p(w) 

で定める．このとき X は順序集合である．このとき， fのみたす仮定より f(v)-/-Vで

V ~ j(v) である．順序集合 (X，~)の鎖を C とおく． C = {xa}とおくと，ネット C

は極限 xをもち， X は上界であることが [7]の補助定理 6よりわかる．しかも xは C

の上限である．実際， x'を Cの上界とするとき， Xaさx',すなわち

€d(xa,X') さゃ(x0) -c.p(x') 

であるが，ゃは連続であるので

1:d(x,x')~ c.p(x) -c.p(x'), 

すなわち XさX'を得る．これより xは Cの最小上界である．

定理 1より， fの不動点が存在するが，これは矛盾である．したがって，ある VEX

が存在して，任意の wEXに対して，

孤w)~ c.p(v) -1:d(v, w) 

をみたす． wETvとする．このとき

d(v, Tv) ~ d(w, Tw) + 1:d(v, w) 
~ <5(Tv, Tw) + 1:d(v, w) 
さH(Tv,Tw) + 1:d(v，叫
~ rd(v, w) + 1:d(v, w) = (r + 1:)d(v, w) 

である．したがって

d(v, Tv)さ(r+ 1:)d(v, Tv) 

である．これより (1-r -1:)d(v, Tv)~o であるから d(v,Tv) = 0を得る．これより

v E Tvである． 口
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3 Zornの補題と同値な不動点定理

[7]では，定理 1を用いて Zornの補題を導いた本節では，定理 1を用いてある不動

点定理を導き，これが Zornの補題と同値であることをみる．

定理 3.順序集合 X の任意の鎖は上界をもつとする． fをXから Xへの写像で，任

意の xEXに対して， X:s; f(x)とする．このとき fは不動点をもつ．

証明． C={CICcX,Cは空でない鎖｝とする． Cは包含関係による順序

C1さら⇔ C1c C2 

により順序集合となり，また任意の空でない鎖は上限をもつ（補助定理4[7]）．選択公

理より， Cの要素 Cに対して Cの上界 zcを対応させる写像が存在する．したがって

C上の写像 Tを

T(C) =Cu {f(zc)} 

で定める．任意の xECに対して

xさzcさf(zc)

であるから CU{f(zc)}も鎖である．よって Tは Cから Cへの写像である．また，

任意の CECに対して C:s; T(C)である．定理 1より，ある C。ECが存在して

C。=T(Co)= G。U{f(zc。)｝

である．これより f(zc。)EC。である． zc。は C。の上界であるから f(zc。):=;;zc。

である．また zc。:=;;f (zc。)であるから

zc。=f(zc。)

を得る．以上より fは不動点をもつ． ロ

定理 3は Zornの補題と同値である．実際， Zornの補題から定理 3を得るのは容易

である． Zornの補題が成り立つとするとき， X の極大元 z。が存在する． Zoさf(zo)

が成り立つが zoは X の極大元であるので

zo = f(zo) 

を得る．以上より fは不動点をもつ．
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定理 3から Zornの補題も得られる．実際， X は極大元をもたないとする．集合 Y

を Y=Xxwで定義する．ここで W は自然数全体の集合である． Yには辞書式の順

序を定める．すなわち (x1,n1),(x2，四） EYに対して

(x1,n1):S（四，匹） ←⇒お1:S四または X1=四， n1:S匹

で定める． Yから Yへの写像 fを

J(x,n) = (x,n+ 1) 

で定義する．このとき (x,n) :S f(x, n)が常に成り立つ．また Yの任意の鎖は上界を

もつ．実際，鎖の第 1成分を Cとする．仮定より Cは上界 zをもつ． ztf_ Cと一般に

してよい．実際 zは Cの上界なので，任意の xECに対して X :S Z である． Z は極

大元ではないから，ある Z'が存在して

X :S Z < Z1 

である．これより z'tf_Cである．したがって， Cの上界 zは ztf_ Cをみたすとする．

このとき (z,O)が Yの鎖の上界である．以上より，定理 3の仮定をみたしているので

fの不動点が存在するはずであるが，これは fの定義から矛盾である．以上より X は

極大元をもつ．

[7]では， Caristiの不動点定理を Zornの補題を用いて証明した (p.102[7]）．上記で

みたように，定理 3は Zornの補題と同値な命題であるので，定理 3を用いても証明で

きる．実際， X の要素 x,yに対して，順序を

X'.Sy~⇒ d(x, y) :S孤x)-'P(Y) 

で定める．このとき， Tのみたす条件から，任意の XE Xに対して x'.STxである．ま

た， X の任意の鎖は上界をもつ（補助定理 6[7]）．定理 3より Tの不動点が存在する．

4 ボール空間における不動点定理

本節では，［3]で紹介した不動点定理の完備性について検討する．この不動点定理の

証明に定理 1を用いた [3]の出版にあたって，ある研究者から [2]の文献を紹介して

頂いたその際，［2]で紹介されている完備性 (sphericalcompleteness)と[3]で紹介し

た定理の仮定との関係についての質問を頂いた．その質問に対する回答を本節で行う．

X を空でない集合とする． B= {Bx I XE  X}とする．ここで Bxは X の空でな

い部分集合である．集合族 Bは

B1 :S B2⇔ B1っB2
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により順序を定める．このとき (X,B)をボール空間 (ballspace)とよぶ Bの各要素

凡を単に球と呼ぶ

[3]で，次の不動点定理を紹介した

定理 4(Theorem 4 [3]). (X, B)をボール空間とし，任意の xEXに対して XEBx 

が成り立つとする． X から X への写像 Tを， x-/=Txをみたす任意の XEXに対

して

B乃~ Bx 

をみたす写像とする． I'={CI CC  B, Cは鎖｝とする． rから X への写像 pを，

任意の CEI'に対して

Bp(C) C nc 
をみたす写像とする．このとき Tは不動点をもつ．

定理 4の証明の概略は次である：ある zoEXが存在し

Bz。=BTzo 

をみたすとする．このとき zo= Tz。である．実際 ZoヂTz。とすると Tの仮定から

Brzo <;: Bzo 

となり矛盾を得る．この zoをみつける際に定理 1を用いる．さらなる詳細は [3]を参

照されたい．

Bの任意の鎖が共通部分をもつとき，ボール空間を完備 (sphericallycomplete)と

いう ([4]).[2]では，この完備性に関してある階層を紹介している．

ふ： ボール空間の任意の鎖の共通部分は空ではない．

ふ： ボール空間の任意の鎖の共通部分はある球を含む．

S3: ボール空間の任意の鎖の共通部分はある極大な球を含む．

ふ： ボール空間の任意の鎖の共通部分はある最大な球を含む．

S5: ボール空間の任意の鎖の共通部分はある球である．

これらの階層の間には，次の導出関係が成り立つ：

S5 ⇒ S4 ⇒ S3 ⇒ S2⇒ S1・

さて，ここで問を提示する：

上記完備性と定理 4の仮定はどのような関係があるのか？
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この問の回答のため，まずは定理 4を [2]で紹介されている用語で書き換え，さらに完

備性に新たな階層を導入する．

X を空でない集合とする． Bを X の非空な部分集合族とする．組 (X,B)をボー

ル空間という ([2]）．また，［2]によれば， B= {Bx IX EX}とするときを Bx―ボール

空間 (Bx-ballspace)と呼んでいる．したがって，［2]における Bxーボール空間を，［3]

では単にボール空間と呼んでいる．ボール空間 (X,B)上の写像 Tが contractingon 

orbitsである ([2]）とは，ある写像

xぅx→BxEB 

が存在して

XE  Bx 

および

B四'£:;Bx 

が x-/-Txをみたす任意の xEXに対して成り立つときをいう．

以上の用語によれば，定理 4は Bx―ボール空間 (X,B)における contractingon 

orbits写像 Tに関する不動点定理といえる．

さらに，定理 4の仮定する完備性を明確にするため，次を導入する．

Sふ ボール空間の任意の鎖の共通部分はある球を含み，かつ，選出できる．

このとき，次の導出関係が成り立つ：

S5 ⇒ S4 ⇒ s~ ⇒ S2 ⇒ S1 ・

以上，［2］で紹介されている用語と，本論文で導入した新たな完備性 (Sいを用いると，

定理 4は次のように書き換えられる．

定理 5. (X,B) を s~ をみたす B”ーボール空間とする． X から X への写像 T を

contracting on orbits写像とする．このとき Tは不動点をもつ．

したがって，［3] で紹介した定理 4 は， s~ という完備性を仮定した定理である．これ

が先の問に対する回答である．
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