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EXPLORATION AROUND STRONG CONVERGENCE THEOREMS I 

強収束定理をめぐって 1

高橋非線形解析研究所 竹内幸雄 (YukioTakeuchi) 

Takahashi Institute for Nonlinear Analysis! 

1.主題

本稿で強収束定理と表現する対象は “Banach空間Eの弱compact凸集合C上の非拡

大自己写像Tについて，不動点zE F(T) = {y E C : Ty = y}に強収束する点列の生成
手順を，適切な条件の下で示したもの'’です．そして，本稿は，この様な強収束定理につ

いての一種のsurveyです．機会があれば書き継ぎたいので，表題を Iとしました

いくつかの強収束定理を 2節で提示します．これらは，まだ評価の定まっていない定

理 2.3を除けば，既にこの分野の古典です．このためか，多くの研究者は，新しい問題に

向かい，この様な定理の基礎部分には立ち戻りません．しかし，著者の様なアマチュア

には，疑間な点もあります．例えば， Hilbert空間においてさへ， Browder型の定理（定

理 2.1),Halpern型の定理（定理 2.2),projection型の定理（定理 2.3など）の相互の関係

は，十分には議論されていません． Browderの定理 2.1については，証明を検討すること

によって，著者にもその幾何的な構造を理解できます．しかし，この定理の Banach空間

への拡張である Reichの定理 2.4やTakahashi-Uedaの定理 2.5については，証明を検討

しても，これらを同様の明瞭さでは理解できません．彼らの条件の下で，証明を論理的に

追うことはできても，その証明から，幾何的な構造が明瞭には浮かび上がってきません．

従って，著者の様な層には，新味はなくても，これらの定理の構造が明瞭に理解できる証

明の模索，彼らの条件が必須かどうかの再検証などは，無意味ではないと思います．

この様な観点からの第1歩として，本稿では，強収束定理の構造，相互の関連について，

その一部を考察します．前半では， Hilbert空間での Browderの定理 2.1とprojection型

の定理の関係を考察します．定理 2.1のBanach空間への拡張である Takahashi-Uedaの

定理 2.5は，再考察すべき点が多い対象だと著者は考えています．しかし，それ故に，今回

は考察の対象としません．ただし，今後に有益かもしれないので，生成される点列の，よ

り広い空間での性質のいくつかについては解説します． Halpern型の定理2.2はHilbert

空間の主張であるにも関わらず，生成される点列の幾何的構造や定理2.1で生成される

Browder型点列との関係は，その証明からは，明瞭とは言えません．ただし，定理2.2を得

た後に振り返ってわかることはあります．後半では，この様な現状の確認と今後の準備を

兼ねて，一様Gateaux微分可能なノルムを持つ一様凸Banach空間で， Takahashi-Ueda

の定理 2.5を仮定して， Shioji-Takahashiの定理 2.6を導く手順を振り返ります．
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2.いくつかの強収束定理

Nを正の整数すべての集合， Rを実数すべての集合とします． Cは常に非空集合とし，

煩瑣なので“非空”を省略します．本節で使用する記号・概念については，新ためて次節

で説明します．例えば， Banach空間Eから Eの閉凸集合Cの上への写像としての距離

射影Pcが存在するためには， Eに一定の条件を要請する必要があります．

本節の前半では， Hilbert空間Hの有界閉凸集合C上の非拡大自己写像Tについて，

強収束定理の典型的かつ基本的な例を提示し，後半では，それらの拡張を提示します．

Theorem 2.1. Let C be a bounded closed convex subset of a Hilbert space H and T be a 

nonexpansive self-mapping on C. Let { an} be a sequence in (0, 1) satisfying limn an = 0. 

Let u E C and define a sequence { wn} in C by 

叫＝ anu+ (1 -an)wn for each n EN. 

Then { wn} converges strongly to z = PF(T)U-

定理2.1は， Browderの不動点定理 [1]と呼ばれ理論的に重要です．定理2.1の条件を

満たす制御係数｛％｝を b—係数と呼び，定理 2.1 の手順で生成される点列 {wn} を b4系

数｛％｝と制御点 uEC による B—点列と呼ぶことにします；紛れがなければ，単に B­

点列と呼びます． b—係数｛％｝は％ E (0, 1)とlimnan = 0を満たす数列です．一般の

Banach空間でも，他が同じ設定ならば， B-点列は生成できます．何故なら， nENごと

にSny= a孔＋ （1-a砂yfor y ECとすると，品がC上の縮小写像であることの確認
は容易です． Banachの縮小写像原理より，品の唯一の不動点WnECが存在します．

Theorem 2.2. Let C be a bounded closed convex subset of a Hilbert space H and T be 

a nonexpansive self-mapping on C. Let {an} be a sequence in (0, 1) satisfying 

(a) lim四 n=O, (b) L凸＝ oo, (c) Ln lan+l―叫 <00.

Let u E C and define a sequence { Xn} in C by x1 E C and 

Xn+l = a孔＋ （1-an)T叩 foreach n E N. 

Then { Xn} converges strongly to z = PF(T)U-

定理2.2は， Wittmann[14]による Halpern型の強収束定理です．定理2.2の条件を満

たす制御係数 {an} を w-係数と呼び，定理 2.2 の手順で生成される点列｛％｝を w—係数

｛％｝，制御点 u，初期点 X1 による W—点列と呼ぶことにします．紛れが無ければ単に w­

点列と呼びます． w—係数｛％｝は an E (0, 1)と(a),(b), (c)を滴たす数列です．一般の
Banach 空間でも，他が同じ設定ならば， W—点列{%}が生成できることは明らかです．

(a), (b)は，大雑把には，｛％｝が比較的緩やかに0に収束することを意味します．｛％｝
が0に緩やかに収束し単調非増加ならば，（a)-(c)はすべて満たされます． Wittmannの

条件(c)は， 0に緩やかに収束する{%}が単調非増加から僅かにずれることを許容する
ものです．同じ結論を導く，（c)とは異なる条件（ずれの表現）も提案されています．
定理 2.1,2.2の他に， hybridと呼ばれる強収束定理の範疇があります； “hybrid"とい

う語は数理計画法から来たようです．しかし， hybrid型という範疇は数学的にはやや曖

昧です．従って，本稿では，この曖昧さを避けて次に説明する projection型という範疇を

扱います． CをBanach空間Eの閉凸部分集合， TをC上の自己写像， uEEとします．

適切な条件の下で，｛Pらu}がある zE F(T)に強収束する様な閉凸集合の族{Cn}の

生成手順を示したものを， projection型の強収束定理と呼ぶことにします．ただし， Cn
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が一点集合{ynドである caseなどを不用意に許容すると範疇が広くなりすぎます．そこ

で， CnnF(T)ナoという制約を置くことにします；他の制約も考えられます．
次に，ある手続きによって， nENごとに集合んが生成できてYnE Anがとれるとし

ますこの点列｛珈｝がzE F(T)に強収束するとき，この手続きを許容範囲{A叶を持つ

手続きと呼びます； Takeuchi[12]を参照． An+1の生成は，一般には， YnとAnに依存する

かもしれません．集合心も集合族{An}も許容範囲と呼びますので注意してください

Hybrid型の強収束定理の例として， Takahashi-Takeuchi-Kubota[9]による定理 2.3

を挙げます．この定理 2.3は，上述したprojection型の強収束定理です．

Theorem 2.3 (Takahashi-Takeuchi-Kubota [9]). Let C be a bounded closed convex 

subset of a Hilbert space H and T be a nonexpansive self-mapping on C. Let a E (0, 1) 

and { an} be a sequence satisfying an E (0, a] for all n E N. Generate｛珈｝，｛Cn},｛叫

by C1 = C, X1 E C, and Yn = anXn + (l -an)Txn, 

Cn+l = {z E Cn: llz -Ynll :S llz -Xnll}, Xn+l = Pcn+1U 

Then, { Xn} converges strongly to PF(T)U-

for each n E N. 

Reich [4]は定理2.1を一様に滑らかなBanach空間に拡張し， Takahashi-Ueda[10]は

定理2.1の異なる拡張を得ました；これらは，増大作用素についての結果の系として提示

されましたまた， Shioji-Takahashi[6]は定理 2.2をBanach空間に拡張しました

これらの結果を紹介します．ただし， Takahashi-Uedaの定理2.5とShioji-Takahashi 

の定理2.6のoriginalの条件はやや分かりづらいので，本稿では，一様Gateaux微分可能

なノルムを持つ一様凸Banach空間に翻訳して記述します．注意すべき点は，定理2.4-2.6

では，ノルムの微分可能性にある種の一様性が仮定されていることです．これは，大雑把

に言えば，複数の点列の収束速度の比較が重要な意味を持つことを示唆する仮定です．

Theorem 2.4 (Reich [4]). Let C be a closed convex subset of a uniformly smooth Banach 

space E, and let T: C→C be a nonexpansive mapping with a fixed point. Let x belong 
to C. Define for each O < k < 1 a point wk in C by wk = kT叫＋ （1 -k)x. Then the 
strong limk→1叫 existsand is a fixed point of T. 

Theorem 2.5 (Takahashi-Ueda [10]). Let Ebe a uniformly convex Banach space whose 

norm is uniformly Gateaux differentiable. Let C be a bounded closed convex subset of E 

and T be a nonexpansive self-mapping on C. Let {an} be a sequence in (0, 1) satisfying 

lim汀 n= 0. Let u E C and define a sequence { wn} in C by 

叫＝ anu+ (1 -an)wn for each n EN. 

Then｛叫｝ convergesstrongly to z E F(T). 

Theorem 2.6 (Shioji-Takahashi [6]). Let Ebe a uniformly convex Banach space whose 

norm is uniformly Gateaux differentiable. Let C be a bounded closed convex subset of E 

and T be a nonexpansive self-mapping on C. Let {an} be a sequence in (0, 1) satisfying 

(a) lim凸＝ 0, (b) こ凸＝ oo, (c) とnlan+l―叫 <00.

Let u E C and define a sequence { Xn} in C by x1 E C and 

Xn+l = a孔＋ (1 —%)Txn for each n E N. 

Then { xn} converges strongly to z E F(T). 
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3.準備

簡潔に準備をします．読者に Hilbert空間と Banach空間の基礎的知識を仮定します．

Eを実Banach空間， E*をEの位相的双対空間とし，紛れを避けて E -=J {O}としま

す． xEE とが EE* について y*(x) を〈x,y*〉と表記し，〈·，•〉を双対積と呼びます．

|〈x,y*〉|:s:llxll llY*IIが成立します． Eの閉単位球を恥，その表面を品と表記します．

Clarksonの凸性のmodulusDは次の様に定義されます：

6(t) = inf{l -||ら(x+y)II:x,yEBE, tさllx-YII} for all t E (0, 2]. 

Eから E＊への集合値写像Jを次の様に定義します：

Jx = {x* EE:〈x,x*〉＝ ||xii llx*II, llx*II = llxll} for each x EE. 

JはEから E*への正規双対写像 (normalizedduality mapping)と呼ばれます． Hahn-

Banachの定理より Jx-=J oです．また， J(ax)= aJx (a ER)の確認は容易です．
EをBanach空間とします．このとき，次の事項が成立します：

(1) Suppose C is a closed convex subset of E. Then C is weakly closed. 

TをEの部分集合Cから Eへの写像とします． Tの不動点集合を F(T)と表記します；

F(T) = {y E C : Ty= y}. Tが非拡大 (nonexpansive)とは，次が成立することです：

IITx-Ty||:S: llx -YII for each x, y E C. Eの部分集合Cから Rへの写像fがcoercive

とは， Cの点列{xn}がlimnllx』|＝ CX)を満たすならばlimnJ(xn) = 00となることです．

EがKadec-Kleepropertyを持つとは， Eの点列｛％｝がxEEに弱収束し，同時に

{||%||｝が llxllに収束するならば，｛％｝がxに強収束することです．

Eは，標準的な埋め込みによって， E＊＊の部分集合とみなせます．特に， E=E*＊とみ

なせるとき， Eは回帰的(reflexive)と呼ばれます； E*の弱＊位相と弱位相が一致するた

め，本稿では“弱位相”のみを使用します．このとき，有界閉凸集合は弱compactです：

(2) Any bounded sequence { Xn} in E has a weakly convergent subsequence. 

Eが狭義凸 (strictlyconvex)とは， II・ 伯が狭義凸なことです；

11(1 -a)x + ayll2 < (1-a)llxll2 + allYll2 for all x, y EE (x -=J y), a E (0, 1). 

Eが一様凸 (uniformlyconvex)とは，次が成立することです： 6(t)> 0 for all t E (0,2]. 
Eが一様凸ならば， Eは狭義凸，回帰的であり Kadec-Kleepropertyを持ちます．

x,y Eふごとに， limt→o(llx+ tyll -llxll)/tが存在するとき，ノルムがGateaux微分

可能，あるいはEは滑らか(smooth)と言います．ノルムが一様Gateaux微分可能とは，
yEふごとに，｛1|x十ty||-||x||｝がXE品について一様に収束することです．

次の下半連続関数についての基本的な主張から，多くの重要な結果が導かれます．

Lemma 3.1. Let C be a closed convex subset of a reflexive Banach space E. Let f be 

a lower semi-continuous convex function from C into R. Suppose f is coercive. Then 

there is u E C satisfying f(u) = infxEC f(x) E R. Suppose further that f is strictly 

convex. Then, such u is unique. 

Cを狭義凸で同帰的なBanach空間Eの閉凸集合とします．このとき， II・IIはcoercive,

弱下半連続かつ狭義凸です． 従って， Lemma3.1より， uEEごとに， llu-Y』|＝ 

infyEC llu -YIIを満たすYuECが唯1つ存在します． uEEごとに P四＝ Yuで定義さ

れる写像PcをEから Cの上への距離射影(metricprojection)と呼びます．
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Hilbert空間は滑らかな一様凸Banach空間であり，滑らかな一様凸Banach空間は，滑

らか，狭義凸，回帰的でKadec-Kleepropertyを持つBanach空間です．

Eを滑らかな一様凸Banach空間 CをEの閉凸集合， TをC上の非拡大自己写像と

します．このとき，例えば，次の (3)―(9)の主張が成立します．

(3) E* is smooth, strictly convex and reflexive. 

(4) J is a bijection from E onto E*; we can regard J as a mapping from E onto E*. 

(5) J is norm to weak continuous. 
(6) The normalized duality mapping J* from E* onto E and 1-1 coincide. 

(7) z = Pcu if and only if z E C and infyEG <z-y,J(u-z)>~ 0. 
So, infyEG〈Pcu-y, J(u -Pcu)>~ 0 holds. 
(8) F(T) is closed and convex. 

(9) Suppose further that C is bounded. Then, F(T) =J ¢. 
(3)-(9)のほとんどは滑らかな狭義凸回帰的Banach空間で成立し，更にいくつかはより

弱い条件で成立しますが，詳細には触れないことにします．

実数列の収束に関する次の補題は良く知られています； Weng[13], Xu [15]を参照

Lemma 3.2. Let {sn} be a sequence in [O, 1] satisfying 江~=1Sn=(X)．Let {dn} be a 

sequence in [O, oo) and let { en} be a sequence in R satisfリinglim supn en :::; 0. Let { c,,} 

be a sequence in [O, oo) satisfying 江~=ICn < oo. Suppose dn+lさ(1-s芯＋s凸＋Cn
for each n E N. Then lim』n= 0. 

次の補題はdemiclosedprinciple [2]と呼ばれます．

Lemma 3.3. Let E be a uniformly convex Banach space E. Let C be a bounded, 

closed and convex subset of E and T be a nonexpansive self-mapping on C. Suppose 

that { Xn} is a sequence in C which converges weakly to some z E C and satisfies 

limn IITxn -X』|＝0. Then, z E F(T). 

Hilbert空間での Browderの定理を，滑らかな一様凸 Banach空間と対比しつつ 4節

で考察しますこのとき，私たちの広義の設定は， Cは滑らかな一様凸Banach空間E

の有界閉凸集合， TはC上の非拡大自己写像です．ここまでの議論から，（1）―(9)と補
題 3.2,3.3を自由に使用できます．更に，準備した事項から次の補題を証明できます．

Lemma 3.4. Let E be a smooth uniformly convex Banach space. Let C be a bounded 

closed convex subset of E and T be a nonexpansive self-mapping on C. Let u EE and 

{ Xn} be a sequence in E satisfying limn IITxn -Xn 11 = 0 and 

(3.1) limsupnllu-x』|::::;llu -PF(T)ull-

Then { Xn} converges strongly to PF(T)u・ 

補類 3.4の設定では，（8),(9)より， F(T)は非空閉凸集合であり，（2)より，｛％｝は弱収

束する部分列を持ちます． z= PF(T)Uとします．｛Xnj}をz]に弱収束する部分列としま

す． limnIIT% — □ | ＝ 0と補題 3.3より， ziE F(T)を得ます． z= PF(T)UとノルムがC
上で弱下半連続より， llz― ullさ||zJ-U||::::; lim infj llx巧― ullです．従って，（3.1)より，

llz-ullさ||zi-ull::::; liminfj llx巧―ull::::; limsupj llx巧―ull::::;llz-ull-

このことから， limjllx巧― ull= llz -ull = llzj -ullを得ます． z= PF(T)Uが一意であ

ることと忍 EF(T)より， z=z]です． EがKadec-Kleepropertyを持ち，｛x巧―u}が



49

z1 -u = z-uに弱収束することを考慮すれば，｛x巧―u}がz-uに強収束することが

分かります．即ち，｛XnJはzに強収束します．｛％｝の任意の弱収束する部分列{xnj}が

zに強収束することを確認しました従って，｛％｝自身がzに強収束します．

一方， 5節では， Halpern型の Shioji-Takahashiの定理 2.6を，一様Gateaux微分可能

なノルムを持つ一様凸Banach空間で解説します．

Eが一様Gateaux微分可能なノルムを持つBanach空間ならば，次が成立します：

(10) We can regard J as a mapping from E into E*. 
(11) J is norm to weak*, uniformly continuous on each bounded subset of E. 

Banach空間Eが(4)か(10)の性質を持てば，次の関係が成立します：

(12) llx + Yll2 ::; llxll2 + 2〈Y,J(x + y)〉foreach x, y E E. 
最後に， EがHilbert空間Hであるときに特有の，重要な事実を 1つ確認します． Hでは

双対写像Jが極めて単純です．要するに，双対積が内積になるため，次が成立します：

〈x,Jy〉=〈x,y〉=〈y,x〉=〈y,Jx〉foreach x, y EH. 

4. B—点列

本節を通して， CはBanach空間Eの有界閉凸集合， TはC上の非拡大自己写像とし，

{wn} を b—係数｛％｝と制御点 uEC による B—点列とします． T は連続写像です．

本節では， Browderの定理 2.1を証明し，次のことを確認します： Hilbert空間では，

(4a) B—点列 {wn} は u を中心として半径 llu-PF(T)ullの閉球の中に存在します．
(4b) Browderの定理は，集合族{C叶が明示されていませんが， projection型です．

ただし，直線的に議論を進めるわけではありません．広義の設定での B—点列 {wn} の特

徴的な性質も考察し対比します．本稿の議論を通して， B-点列{wn}をめぐっては，著者

の興味を惹く問題が，現在でも多数存在することを推察いただければ幸いです．本稿で

は検討できませんので，どの様な問題に興味があるのか例を挙げることはしません．

4.1. 一般の Banach 空間での B—点列．

次の (i)はほぼ自明，（ii)も容易です：

(i) b 係数{%}の部分数列は b 係数なので，｛Wn} の任意の部分列は B—点列です．

(ii) limn IITwn -Wnll = 0. 

(ii)を確認します． Wn= a孔＋ （1-an)Twnより， llwn-Tw』|＝ %||u-Twnllです． C
は有界なので， limnan= 0より lim』|Twn-W』|＝ 0が従います．

4.2.滑らかな一様凸Banach空間でのBー点列．

Eを滑らかな一様凸Banach空間とし，他の設定はそのままとします．このとき，（5)

より Jはnormto weak continuousです．また，（8),(9)より， F(T)は非空閉凸集合です．

B—点列の性質で特徴的と思われる (iii)―(v) を説明します．

(iii) llwn -zll2 ::;〈u-z, J(wn -z)〉forall n EN, z E F(T). 
(iv) 0さ〈u-wn,J(wn -z)〉forall n EN, z E F(T). 

任意に zE F(T), n ENを固定します．このとき，容易に次を得ます：

llwn -zll2 =〈a叫＋ (1 —%)Twn -z, J(wn -z)〉

=〈an(u-z) + (1 -an)(Twn -z), J(wn -z)〉
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s an〈u-z, J(wn―z)〉＋ （1-an)IITwn -zllllwn -zll 
さ％〈u-z,J(wn-Z)〉＋ （1 -an)llwn -zll2-

整理して，％ E(0, 1)を考慮すると (iii)を得ます：

a』|Wn-zll2さan〈u-z, J(wn -z)〉， ||Wn-zll2 S〈u-z, J(wn -z)〉．

また，次の関係から (iv)が従います：

llwn -zll2さ〈u-z, J(wn -z)〉＝〈U-Wn, J(Wn -Z)〉＋ ||Wn -zll2-

｛％｝を b孫数 {bn} と制御点 uEC による B—点列とします．｛叫｝は b-係数｛％｝と

制御点 uEC による B—点列でしたこのとき，次が成立します：

(v)｛叫｝と｛％｝がz尺zvECに強収束するならば， zw= zv E F(T)です．

(ii)より limnIITwn -W』|＝ 0です． ｛Wn}がzwE Cに強収束し Tは連続なので，

IITzw -z叫I=O,即ち， zwE F(T)です．同様に zvE F(T)です．従って，（iv)より，

〈U-Wn, J(Wn -Zv)〉：：：：： 0, 〈u-vn,J(vn-Zw)〉：：：：： 0 for all n E N. 

〈u-Wn, J(wn -zv)〉＝〈u-zw,J(wn-Zv)〉＋〈zw-Wn, J(wn -zv)〉，｛Wn}力ゞzwEE  

に強収束し， Jがnormto weakで連続より，〈u-zw,J(zw-z”)〉：：：：： 0.従って，

〈u-z尺J(zw-zv)〉：：：：： 0, 〈u-zv,J(zv-zw)〉：：：：： 0.

ここで J(zv-zw) = -J(zw -zv)を考慮すると，

〇三〈u-z叫J(zw-zv)〉＋〈u-z叫J(zv-zw)〉

=〈zv-z竺J(zw-zv)〉＝ -||zw -zvll2. 

このことから， zw= zv E F(T)を得ます．

即ち，制御点が同じ 2 つの B—点列が強収束するならば，同じ不動点に強収束します．

4.3. Hilbert空間でのBー点列．

EをHilbert空間H とし，他の設定はそのままとします．当然， F(T)は非空閉凸です．

また，双対積が内積になりますから，（iv)は次の様になります：

(vi) 0 :S〈U-Wn, J(Wn -Z)〉＝〈U-Wn,Wn -Z〉

=〈Wn-Z,U-Wn〉=〈Wn-z, J(u -Wn)〉 forall n E N, z E F(T) 

対比しやすい様に Jを残しましたここで， nENごとに，仇を次の様に定義します：

On= {y EC:〈Wn-Y, J(u -Wn)〉＝〈Wn-y,U-W砂：：：：： O}.

このとき， WnE Onは自明です．また，（vi)より， 0ヂF(T)c On for all n E N.更に， Cn
は明らかに非空閉凸集合ですから，（7)を考慮すると Wn= PcnUです．すべての nEN

について， PF(T)UE F(T) Cにと Wn= Pcnuが成立していますから，次を得ます：

supn llu -Wnll S llu -PF(T)ull-

(4a) を確認しました： Hilbert 空間では， B—点列 {wn} は u を中心として半径 llu-PF(T)ull

の閉球の中に閉じ込められています．従って， limnIITwn -wnll = 0と補題 3.4より，｛Wn}

はPF(T)UE F(T)に強収束します． Browderの定理 2.1の証明が完了しました．

(4b)もこの証明から確認できました： Hilbert空間では， Browderの定理は，形式的に

は，上述した仇が明示されていない projection型です．仇を生成した後に Pcnuが決

まる通常の手順とは逆に， Wnが先に決まって Wnを使って Onを生成しています．
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5. W—点列

本節を通して， CはBanach空間Eの有界閉凸集合， TはC上の非拡大自己写像とし，

｛叫｝をw4系数｛％｝，制御点uECと初期点X1EC による W—点列とします．
本節では， Shioji-Takahashiの定理 2.6を考察します． Shioji-Takahashiは，実際には

次の主張を示しました； 2節と同様の翻訳をしています．

主張ST.Cを一様 Gateaux微分可能なノルムを持つ一様凸 Banach空間Eの有界閉凸

集合とします． TをC上の非拡大自己写像とし，｛％｝を w屯伶数｛％｝，制御点uECと

初期点X1EC による W—点列とします．このとき，次が成立します

(st) 制御点 uEC によるすべての B—点列が z E F(T)に強収束するならば，

W—点列｛％｝も z E F(T)に強収束します．

この主張と Takahashi-Uedaの定理 2.5から定理 2.6が導出されます；定理 2.1から定

理 2.2が導出されます定理 2.5や主張STのoriginalの証明は， Banachlimitを使い，分

かりやすいとは言えません．ここでは， 2010年頃の，主張STの著者の証明を提示します；

補題 3.2を意識し Banachlimitを使用していません．ただし，これは新しいものではあ

りませんでした． Chidume-Chidume[3]は， 2006年に，ほぼ同じ証明を提示し， original

の証明とは異なる価値があると記述しています．意外なことに， Shioji自身が， 1998年

に， Banachlimitを使用しない証明を既に提示していました；塩路 [5].Shiojiも， Banach

limitを使う originalの証明を，やや超越的に感じていたのではないかと想像されます．

また，塩路 [5]は，これ以外にも示唆的な内容を多く含んでいるように思われます．

5.1.一般のBanach空間でのWー点列．

次の (I)が成立します：

(I) limn IITxn -X』|＝0. 

Cは有界ですから， K= supyEC IIYII < 00とします任意に nENを固定します．

llxn+2 -Xn+1II = llan+1U + (1-an+l)Txn+l -(anU + (1 -an)Txn)II 

さ an+l-a』||ull+ (1-an+1)IITxn+l -Txnll + lan+l -anlllTx』|
さ(1-an+1) llxn+l -X』|＋an+l X O + 2Klan+l -a』.

W—係数{%}は (b),(C) を満たすので，補題 3.2 より， limn llxn+l -xnll = 0を得ます．また，

llxn -Tx』|さ ||Xn+l-X』|＋||Xn+l -Tx』|

= llxn+l -X』|＋a』|u-xnllさ|Xn+l-Xnll + 2anK 

従って， limぃin=0より， limnllxn -Txnll = 0を得ます．
主張STの証明を俯瞭すると，（c)はlim』|Xn-Txnll = 0を示すときのみ必要です．
入E(0, 1)，ふ＝入I+(1 —入）T とします．ふが C 上の非拡大写像であることと F(T) = 

F(S入）の確認は容易です． Suzuki[7]は， Tの代わりにふを使用し，性質 (a),(b)だけを

仮定した制御係数{b叶，制御点uEC,初期点Y1ECによって，定理 2.2の手順で点列

伽｝を生成しましたそして， limnIIYn -S入Ynll= 0が得られることを示しました．興味

深い結果ですが，簡単ではなく，主題からやや逸れるため，これ以上は言及しません．
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5.2.一様Gateaux微分可能なノルムを持つ一様凸Banach空間でのWー点列．

Eを一様Gateaux微分可能なノルムを持つ一様凸Banach空間とし，他の設定はその

ままとしますこのとき， F(T)は非空閉凸集合です．主張STを証明します．

w点列{%}の性質lim』|Xn-TX』|＝0より，次の様な{bn}C (0, oo)が存在します：
(bs) limn似＝0, llxn -Tx』|＝兄 ifllxn -Txnll -/= 0 

十分大きなnENについては似 E(0, 1)なので，｛bn}をb4系数とみなせます．この様

に，理論的には，｛llxn-Txn||｝よりずっと緩やかに 0 に収束する b—係数 {bn} を考える

ことができます．この {bn} と制御点 uEC による B—点列を {wn} とします．仮定より，

｛叫｝はある z。EF(T)に強収束します．そして，次の (II)の確認を目標とします：
(II) lim supn〈u-zo, J(xn -Zo)〉:S0. 

理由を述べます． anE (0, 1)を考慮して，（12)の関係 llx+ Yll2さllxll2+ 2〈Y,J(x + y)〉
を， Xn+1-Zo = an(u -zo) + (1-an)(Txn -zo)に適用します．任意のnENについて，

llxn+l -zoll2ごIJ(l-a砂(Txn-zo) 112 + 2〈an(u-zo), J(xn+I -Zo)〉

:S (1 -an) llxn -Zo|『＋an(2〈u-Zo, J(xn+l -Zo)〉）．

従って，（II)の成立が確認できれば， w4系数｛％｝は (b)を満たすので，補題 3.2より

limn llxn -zoll2 = 0 を得ます．即ち， W—点列｛％｝は zo E F(T)に強収束します．

(II)を確認します． bnE (0, 1)を考慮すれば， Wn-Xn＝似(u-x砂＋（l-b砂(Twn-X砂

と(12)より，任意のnENについて，

(*) llwn -X』|2:S 11(1-bn)(Twn -Xn)ll2 + 2〈加(u一％），J(wn-Xn)〉

:S (1 -bn戸(IITwn-Tx』|＋||Txn-X』|）2

+2似〈(u-w砂＋ （Wn -Xn), J(wn -％）〉

:S (1 -bn)2 llwn―x』|2+ 2b;.llwn―%|| ＋b;, 

+ 2b』|Wn-%|12+ 2bn〈U-Wn,J(wn -％）〉．

整理して，似 E(0, 1), K = supyEC IIYII < 00を考慮すれば

2似〈U-Wn,J(xn -Wn）〉さ b;.llwn-Xn伯＋2b;.llwn-Xnll + b;,, 

〈U-Wn, J(xn —叫）〉こ抄如(4Kり＋似(2K) ＋尻·

この不等式と lim砂n=Oより，次が成立します．

(Ila) limsupn〈U-Wn, J(xn -W砂〉 :S0. 

また，任意のnENについて，次の関係が成立することは明らかです．

〈u-Zo, J (Xn -Zo)〉

= (〈u-zo, J(xn -Zo)〉-〈u-zo, J(xn —叫）〉）

+ （〈U-Zo, J(xn -Wn)〉-〈U-Wn, J (Xn -Wn)〉） ＋〈U-Wn, J(xn -Wn)〉

こ〈U-Zo, J(xn -Zo) -J(xn -Wn)〉＋ ||Wn -zoll llxn -W』|＋〈U-Wn, J (Xn -Wn)〉．

ここまでの議論から， Cは有界であり，（Ila),limn llwn -Zoll = 0が成立しています．ま

た， limnll(xn -zo) -(xn -Wn)II = 0であり，（11)より， Jは有界な集合上でnormto 

weakで一様連続です．これらから，次を得ます．

limsupn〈u-zo, J(xn -Zo)〉:SO+0 + limsupn〈U-Wn, J(xn -W砂〉 :S0. 
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(II)を確認しました．即ち，主張STの証明が終了しましたこの証明は，（11)を使用し

ているので， Eが一様Gateaux微分可能なノルムを持つという条件を省けません．

5.3. Hilbert空間でのWー点列．

EをHilbert空間H とし，他の設定はそのままとします．このとき， 5.2節とまった＜

同じ手順で，定理 2.1から定理 2.2が導かれます．ただし，表記はずっと単純になります．

定理 2.1 の結果から，当然ですが， W—点列｛％｝は PF(T)U に強収束します．

ここまで，定理 2.1(2.5)から定理 2.2(2.6)を導く手順を解説しました．大筋を振り返

ります．｛％｝を w—係数｛％｝，制御点 uEC と初期点 x1 € C による W—点列としました．

次に，｛％｝に依存する特殊な B—点列 {wn} を生成しました即ち， limn llxn -Tx』|＝ 0 
より，（bs) を満たす b—係数 {bn} が存在し，この {bn} と制御点 uEC による B—点列を

｛叫｝としました．定理 2.1から，｛叫｝はz。=PF(T)Uに強収束します．この｛叫｝の性

質と｛％｝との関係から limsupn 〈U-Wn,J(％—叫）〉さ 0 を導き，これをテコに {w叶も

zo = PF(T)Uに強収束することを示しましたただし， limsupn〈U-Wn, J(xn —叫）〉::; 0 
に代えて limsupn〈u-zo, J(xn -Zo)〉::;0が使用されましたそして， Banach空間で議
論するときには，前者から後者を導く際に介在する条件が間題になります．

定理2.2はHilbert空間の主張であるにも関わらず，提示した証明から，W点列の幾何的

構造が明瞭に浮かび上がるとは言い難いと思います．定理 2.2の結論から振り返れば， W

点列｛％｝と B点列{wn}は同一の点PF(T)Uに強収束しますから， lim』|％-Wnll= 0及び

lim supn llxn -u||さ||u-PF(T)叶が成立します． Hilbert空間は良い性質を持つので，“適

切な B 点列 {w~} を選べば， limn llxn -w~II = 0またはlimsupnllu-x』|::;llu -PF(T)ull 
を先に求めることができて，このことから，定理 2.2の幾何的性質を浮かび上がらせる

証明が得られるのではないが＇と考えるのは不自然ではありません．しかし，残念なこ

とに，ここまでの考え方の単純な延長では， z。を挟まないとどうもうまくいきません．

6. HILBERT空間の強収束定理

本稿の議論を整理すると， Hilbert空間では，次の（＃）が成立する様に思われます：

(＃)すべての強収束定理は，形式的には，許容範囲を持つ projection型です．

z E F(T)に強収束する点列{yn}が手続き (P)によって生成されるとし，％ E(0, oo)と

limn en= 0 を満たす数列｛％｝をとります． nEN ごとに A~ = {y E C : IIY -y』|:=;en} 
とすれば，手続き (P) は，自動的に許容範囲 {A~} を持つ手続き (AP) とみなせます．

5.3の記号を踏襲します．｛Wn}を生成する手続き (Pb)は， 4節の議論より，形式的に

はprojection型でしたまた，定理 2.2の結論から振り返れば， limn||叫 -W』|＝ 0です．

従って， nENごとに An= {y E C : IIY -W』|:=;llxn -w』|｝とすれば，（Pb)を許容範囲

{An}を持つ手続き (APb)とみなせます； Xn,WnE心は自明です．ただし， llxn-wnll 

の評価がないので，形式的な議論です．即ち， Hilbert空間では， Browder型の強収束定

理 2.1とHalpern型の強収束定理 2.2は，形式的には，許容範囲を持つprojection型です．

許容範囲について補足します．ある手続きとその実際の誤差を考えます．この誤差は，

通常，手続きと準備した機器によって実際に手にできる点の，目標とする（求めたい）点

からのずれ，もしくはこのずれを評価した非負の実数と認識されます．後者を考えます．

そして，心を stepnごとの誤差の上界とします．このとき， limnOn= 0とか冗:=1心＝ 0

という条件は意味をなしません．実際の誤差は，この様な性質を持てないからです．そ

もそも，手続きによっては，目標とする点など理論上も存在しないかもしれません．これ
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は，例えば集合値写像の不動点の考察から明らかです；竹内 [11]を参照．また，目標とす
る点が存在するとき，理論的には，目標とする点からのずれは自由に考えることが許さ

れます．この自由に考えたずれは，実際の誤差とは性質が異なり，誤差と呼ぶべきか微妙

な点があります．‘'誤差”という語は使用状況や使用者によって曖昧さが伴います．

心を，手続きが望ましい結果に至るために，理論的に許容できる 1つの範囲を与える

ため使用する非負の実数と捉え直します．このときには， limn似＝0とかL'.;;'=1似＝0 
という条件も可能ですただし，許容範囲は，定義から明らかな様に， 1つの非負数によっ

て与えられるとは限りません．即ち，上述した {An}などは，許容範囲の 1つの例にすぎ

ません．許容範囲という概念は，“誤差”という語の曖昧さを避けることだけが目的では

なく，この様な，あるいは類似した，状況全般を合理的に捉えるために導入されました．
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