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§1.はじめに

AHP (Analytic Hierarchy Process,階層化意思決定法）では， n個の比較対象についての意思決定者の主観

的選択を， Saatyの離散スケールを用いて言語を数値化する．その際に現れるのが一対比較行列である．いっ

たん，一対比較行列 Aが与えられれば，比較対象のウエイトは固有値法

Aw=入maxW

で求められる．ここで，入maxは行列 Aの最大固有値である．本論では， n=3のときに，最大固有値入maxが

Newton法で求まることを示す．あわせて， Newton法と，二分法，セカント法の収束速度を比咬する．

§2.一対比較行列

n個の比較対象（本論では n=3),C;,i=l,...,nに対して， AHPにおいては一対比較を行う． C;とC]

の比較は Saatyの離散スケール（表 1)を用いる．

表 1Saatyの離散スケール

言語表現 値

同程度に重要 1 

やや重要 3 or 1/3 

ふつうに重要 5 or 1/5 

かなり菫要 7 or 1/7 

絶対的に里要 9 or 1/9 

中間の値 2,4,6,8orその逆数

*〒930-8555富山市五福3190 shiraceco. u-toyama. ac. jp 
1〒870-1192大分市大字旦野原700 t-obatacoita-u.ac.jp 
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Remark 1 数値 5に対応する形容詞「ふつうに」は，通常の AHPの教科書では用いられない．たとえば刀

根 [18]や八巻・高井 [19]では，単に「里要」としている．欧文の成書である， Saaty[ll]では ‘stronglymore 

important', Burunelli[2]では ‘strongpreference', Kulakowski[5]では ‘essentialor strong importance' 

とさまざまな表現をしている．「ふつうに」は現在の若者言葉におもねった使い方である．

たとえばあるひとが，和食では寿司がすき焼きよりやや好きといった場合には， Ci＝寿司， Cj＝すき焼き

に対し％ ＝3, aji = 1/3 を割り当てる．この比較を叩— 1)/2 回繰り返すことにより， n 次の一対比較行列

が得られる：

1 a12'.'a1n 
l/a12 1 ・・・ a2n 

もし，各比較対象の真の値 wぃ Aw~力［［二て1し1、aる2nなら（重さ1]麟とか），一対比較行列は，
W -(四]W1 W心 二

：ここしる、：：：＇あ Aる~t;ナこでい竺こwl:;とatt:：]二，を1W使）；w[，もw：り，，力W‘n冒;:9A=W  
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Aw=入maxW

を解けば，一対比較によって比較対象のウエイトが（近似的に）得られるだろうと考えるのが， AHPにおける

固有値法である [2,5, 11, 18]．ここで入maxはAの最大固有値である．本論では Newton法によって入maxが

求まることを示す．固有値法の数理最適化による理論づけについては [12]で確立された．

入maxには次の性質がある．

Theorem 1 (Saaty [11]) 

1. 入max~ n, 

2.入max=n⇔ Aが整合的．

ここで Aが整合的であるとは， i,k,j=l,...,nに対し

aik知 j= aij 

が成り立つときをいう．

この事実をもとに， AHPにおいては次の整合度 (consistencyindex) C.I.を定義し，意思決定者の判断の

整合性を判定する．
入—

C.I.= 
max -n 

n-1 

*1 n=4のときに A=Wとなるのは， Saatyの離散スケールで表現できる一対比較行列の 0.001421%にすぎない [8].
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C.I. ~ 0.1であれば，判断は整合的であるとみなされる [2,5, 11, 18]．分かりやすい指標である C.I.の採用

によって， AHPは広く一般に使われるようになったと考えられる．なお， AHPにおける多様な整合度指標に

ついては，［3]のサーベイを参照されたい．

§3.一対比較行列の固有多項式

一対比較行列が正値逆数行列であることを使って，以前われわれは次の結果を得た．

Theorem 2 (Shiraishi-Obata-Daigo [17]) PA（入） ＝det（入E-A)をAの固有多項式とする．

l. PA(入） ＝炉— n入n-1 + 0.入n-2+ C3入n-3+.・・＋ （一1rdetA.,

2. 勾＝と (2-ai叫 j＿佑j

a;j a;k知・
) <:: o, 

i<k<j 

3. C.I. = 0⇔ % ＝0. 

Corollary 1（小畑・白石 [9]) n = 3のとき，

l. PA(入)＝炉-3炉— detA,

2. c3 = -detA <:: 0, 

3. C.I. = 0⇔ detA = 0. 

従って， 3次の一対比較行列の固有多項式のグラフは図 1のようになる．縦軸切片がーdetA<:: Oである．

PA（入）

2
 

入

-detA 

図1 不整合な Aに対する PA（入）のグラフ

この図で見られるように， c3= -detA < 0であれば，入＝ 3より少し右に固有多項式の実数解が 1個硯れ

る．次節では，この解を Newton法を用いて解くこととする．
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§4. Newton法

3次の一対比較行列の固有方程式 PA（入）＝ 0の実数解を，次の Newton法の反復を用いて求める．

入。＝ 3,

入k+l=入k-
応（入k)

Pん（入k)'
fork= 0, 1, 2,.... 

この点列に対して，以下の一連の性質が成り立つ（証明は [14]に）．

Lemma 1 入Kは下に有界である．

Lemma 2 心は減少列である．

下に有界な減少列は収束するので＊2, 以下の結果が得られる．

Theorem 3 (Shiraishi-Obata [14]） 初期値入。＝ 3に対し， Newton法で生成した点列は最大固有値入max

に収束する．

Newton法によって，いったん入maxが求まれば，ウエイト wは次の最小二乗化問題を，たとえば Excelの

Solverで，解けばよい［1,16]. 

3 3 

minimize L区（aij四—入max四）
i=l j=l 

s.t. LWj  = 1, Wj ::>: O,j = 1,2,3. 
j=l 

§5.収束速度と数値実験

Newton法なので，あたりまえだが収束は 2次収束である．

Proposition 1 (Shiraishi-Obata [14]) 

入k+l-入max~ -1 PA'（入max）入 2

2 Pl（入max)
囚— max)".

Newton法の収束が速いことを確認するために，二分法＊3, セカント法＊4と比較する数値実験も行った．

表 2，憫 2に， Saatyの離散スケールによる 5,000個のランダムな 3次一対比較行列に対する，各手法の収束

までの反復回数の分布を示す．なお，ここでは，反復で得られた値と入maxとの差が 10-12以下になった時点

で，収束した，とみなすことにした． Rによる数値実験のプログラムソースは [9]を参照されたい．

一例として，

A= (~~~> 1{7)
に対する各手法での収束の様子を図 3に表している．この行列に対しては， Newton法では 5回，セカント法

では 8阿，二分法では 41阿で解に収束した．これは各手法での反復同数のいずれも中央値であり，今阿の数

値実験での典型例といえる．

*2 https: / / encyclopediaofmath. org/wiki/Decreasing_sequence 
*3 https: / /encyclopediaofmath. org/wiki/Dichotomy_method 
*4 https: / / encyclopediaofmath. org/wiki/Secant_method 
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表 2 収束までの反復回数の分布（代表値）

最小値

Newton法

セカント法

二分法
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図2 収束までの反復回数の分布（箱ヒゲ図）
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図3 収束までの様子（典型例）

§6.おまけ

シミュレーションを行った際に， C.I.とNewton法の反復回数の間にどのような関係があるのか調べてみた

のが，図 4である． C.I.が小さくなれば，反復回数が少なくなる様子が見て取れる．順序プロビット分析 [4,6] 

などによる，統計的な解析は今後の研究課題となる．
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C.I. vs ● of ite『ation

:。

図4 C.I.と収束までの反復回数の関係
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