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概要 Alber [1, 2]、高橋筆者[4,5]らにより、 Banach空間に対しHilbert空間のような匝交補空

間分解を導入した。これはHilbert空間での直交補空間分解の純粋な拡張で、 Banach空間における距

離射影と茨木ー高橋 [6]により導入された一般化非拡大射影との概念を繋ぐものである。この、 Banach

空間の直交補空間分解の応用例として、近年発表された、故高橋渉名誉教授との共同研究 [9]に触

れる。

1 はじめに

Alber [l, 2]、高橋筆者 [4,5]らにより導入された Banach空間における直交補空間分解につい

て紹介する。以下では、 Eを実Banach空間とする。 Eを滑らかな Banach空間、 Jを正規化双対

写像(normalizedduality mapping)とすると、以下のような汎関数cf>:ExE→股を定義できる。

c/>(x,y) = llxll2 -2〈x,Jy〉+||y||>

正規化双対写像Jは

J(x) = {x* EE*:〈x,x*〉＝ ||xll2 = llx*Iド｝

で定義される共役空間E*に値を持つ集合値写像で、どんな Bnach空間Eでも一般にすべての要

素xEEで定義できる。さらに、 Eが滑らかな Banach空間の場合は一価写像である。その他詳細

は[8]を参照。 CをEの閉凸部分集合とし、写像T:C→Cが不動点を持ち、不等式

cf>(Tx,y)さc/>(x,y)

をすべての Cの要素xとTの不動点yEF(T)とにおいて満たすとき、この写像を一般化非拡大

(generalized nonexpansive)写像と呼ぶ。茨木ー高橋 [6]を参照。もし Eの、空でないある部分集

合の上への幕等写像Rがこの性質を持つとき、 Rを一般化非拡大射影(generalizednonexpansive 

retraction)と呼ぶ。さらに、すべてのxEE、t2: 0において等式R(Rx+t(x-Rx))=Rxが成り立

つとき、 Rをsunnygeneralized nonexpansive retractionと呼ぶ。 Eの非空閉部分集合Cの上への

幕等写像Reがsunnygeneralized nonexpansive retractionであることと、任意の xEE,yECに

おいて、不等式〈x-Rcx,Jy-JRcx〉さ0が成り立つこととが同値である。逆に、 Eのある部分集

合がEからその集合上への sunnygeneralized nonexpansive retractionを持つとき、その集合を E

のsunnygeneralized nonexpansive retractと呼ぶ。 Eが滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的

Banach空間のとき、 Eの非空部分集合CがEのsunnygeneralized nonexpansive retractになるた
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めの必要十分条件は、高阪ー高橋 [7]により、 Cの正規双対写像Jによる像JCがEの共役空間E*

での閉凸集合であることが知られている。またこれはEの一般化非拡大レトラクト (generalized

nonexpansive retract)である必要十分条件でもあり、このとき、 EのCの上への sunnygeneralized 

nonexpansive retraction Reは、 Rc=l」IIjcJと表現できる。ここで、 IIJCはE*のJCの上への

一般化射影である。

そこで、滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的Banach空間Eの非空部分集合Cにおいて、

JC=Y*がE*での閉部分空間である場合を考える。このとき、任意のxEEは、

x = Py;_x+R1-1y,X 

と表現できる。ここで、 YJ_={xEE:任意のy*E Y*において〈x,y*〉＝0}、Py7はEのYJ_の上

への距離射影を表す。また逆に、 YをEの閉部分空間とすると、任意のxEEは、

x = Pyx+R1-Iy_LX 

と表現できる。ここで、 Y_j_= ｛x* EE*：任意のyEYにおいて〈y,x*〉＝0}とし、 y上はE*の閉

部分空間なので、 EのJ-lY上の上への sunnygeneralized nonexpansive retraction RいY上が存在す

る。これを、 Banach空間における直交補空間分解と呼び、 Hilbert空間では通常の直交補空間分解

になっている。詳細は [1,2, 4, 5]を参照。これを用いて、線形縮小写像の Mann型の強収束定理

[9]を導いてみる。

2 本論

本論では、特に但し書きがなければ、空間として滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的実

Banach空間Eを用いるものとする。この条件下では、正規化双対写像はEから共役空間E*への

全単射写像になることが知られている [8]。また、本論では収束はノルムによる収束（強収束）を

表すとする。まず、線形縮小写像の不動点の集合は以下の基本的性質をみたす [10]。

Corollary 2.1. T : E→Eを線形縮小写像としたとき、任意のxEE、vEF(T)において、

IITxll:::; llxll かつ 〈x-Tx,Jv〉=0

が成り立つ。

Lemma 2.1. T : E→Eを線形縮小写像、 F(T)をTの不動点すべての集合とする。このとき、
JF(T)はE*の閉部分空間でJF(T)= F(T*) = {z-Tz: z EEドが成り立つ。ここで、 T*はTの

共役作用素。

Lemma 2.2. S, T : E→Eを線形縮小写像とし、 F(S),F(T)を各々 、 S,Tの不動点すべての集合と
したとき、 J(F(S)nF(T))はE*の閉部分空間で、

J(F(S) nF(T)) = F(S*) nF(T*) = {z-Sz,z-Tz: z EE}_j_ 

が成り立つ。ここで、 S*,T*は各々 S,Tの共役作用素。
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Proof. J: E→E*は全単射なので、 J(F(S)n F(T)) = JF(S) n JF(T)で、 Lemma2.1より、
JF(S),JF(T)はE*の閉部分空間なので、 J(F(S)nF(T)）はかの閉部分空間。さらに、

が成り立つ。

/ E J(F(S) nF(T))⇔/  E JF(S) nJF(T) 

⇔/  E F(S*) nF(T*) 

⇔/  E { z -Sz: z EE}_j_n{z-Tz:zEE}_j_ 

⇔ /E {z-Sz,z-Tz:zEE}_j_ 

よって、以下のような集合を定義する。

口

Definition 2.1. x E EとEの非空部分集合Fにおいて、 Eの部分集合R(x;F)を以下のように定

義する。

R(x;F) = {z EE: llzll :S llxllで，かつ，すべての uEFにおいて〈x-z,Ju〉=O}

このとき、この集合は以下の性質を持つ [10]。

Lemma2.3.任意のxEEとEの非空部分集合Fにおいて、集合R(x;F)は空でなく、有界な閉

凸集合である。また、 FnR(x;F)は空でなければたかだか一元集合である。

これらを用い、以下の定理を証明する。

Theorem 2.1.線形縮小写像S,T:E→Eと、線形縮小写像の列 {Sn},Sn: E→Eで、すべての自
然数nにおいて F(S)nF(T) C F(Sn)となるものを考える。このとき、以下は同値である。

(1)任意のxEEにおいて、 Snxがn→ooのとき F(S)nF(T)のある要素に収束する。
(2)任意のxE (J(F(S) n F(T)））上において、 Snxがn→ooのとき 0に収束する。
(3)任意のxEEにおいて、 Snx-SnoSxとSnx-SnoTxがn→ooのとき 0に収束する。

さらに、もし、（1)が成り立つなら、 SnXはRF(S)nF(T)XE F(S) nF(T)に収束する。

Proof (1)が成り立つと仮定する。条件より、任意の xEEにおいて、 SnxE R(x;F(Sn)) c 

R(x;F(S) nF(T)）で、 Lemma2.3より、 (F(S)nF(T)) nR(x;F(S) nF(T)）は空でなければた

かだか一元集合である。 R(x;F(S)nF(T)）は閉集合で、 Snxはn→00のとき F(S)nF(T)のある
要素zに収束するので、 (F(S)nF(T)) nR(x;F(S) nF(T)) = {z}となる。各xEEにおいて、こ

のzをRxと書くことにする．このとき、 R:E→F(S)nF(T)をxから Rxに対応させる写像とす
ると、 RはEのF(S)nF(T)の上への幕等写像になっている。さらに、 Snが線形縮小写像である

ことより、 Corollary2.1で、任意のxEE、uE F(Sn)、nENにおいて、〈x-S研，Ju〉=0が成り

立つので、任意の vE F(S) nF(T)において、

〈x-Rx,Jv〉=0 (2.1) 

が成り立つ。 RxE F(S) nF(T)なので、〈x-Rx,JRx〉=0となり、結果として、等式

〈x-Rx,JRx-Jv〉=0 (2.2) 
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が得られる。これは、幕等写像 R:E→F(S)nF(T)が、 EのF(S)nF(T)の上への sunny
generalized nonexpansive retractionであることを意味している。よって、

R = RF(S)nF(T) = rl TIJ(F(S)nF(T)J 

であることが分かる。ここで、 xE (J(F(S) nF(T)）いとすると、任意の vE F(S) nF(T)におい

て、等式〈x,Jv〉=0が成り立つが、 (2.1)より、一般に〈x-Rx,Jv〉=0も成り立つので、任意の

v E F(S) nF(T)において、〈Rx,Jv〉=0が得られる。これは、 RxE (J(F(S) nF(T)））上を意味する。

よって、 RxE (F(S) nF(T)) n (J(F(S) nF(T)））上となるが、 (F(S)nF(T)) n (J(F(S) nF(T)))_j_= 

{O}より、 Rx=Oが得られる。つまり、 xE(J(F(S)nF(T)））上とすると、 SnXはn→ooのとき
Rx=Oに収束する。よって、 (2)が得られる。

(2)が成り立つと仮定する。 Jは全単射なので、 J(F(S)nF(T)) = JF(S) nJF(T)で、 Lemma2.1

より、 JF(S),JF(T)はE*の閉部分空間なので、 J(F(S)nF(T))はE*の閉部分空間で、 Banach

空間の直交補空間分解より、任意のxEEにおいて、等式

X = RF(S)nF(T)X+ p(J(F(S)nF(T))).LX 

が得られる。ここで、p(J(F(S)nF(T))).LはEの(J(F(S)n F(T)））上の上への距離射影である。よって、

S研＝Sn(RF(S)nF(T)X + p(J(F(S)nF(T)）い）
= SnRF(S)nF(T)x+SnP(J(F(S)nF(T))).LX 

= RF(s)nF(T)x + SnP(J(F(s)nF(T))).LX 

が成り立つが、 (2)より、 n→ooのとき SnP(J(F(S)nF(T))).LXは0に収束する。つまり、任意のxEE
において、 n→ooのとき SnXはRF(S)nF(T)XE F(S) nF(T)に収束する。これは、 (1)が成り立つこ
とを意味する。さらに、 Lemma2.2より、任意のxEEにおいて、 x-Sx,x-TxE J(F(S) nF(T))_j_ 

が言える。よって、 (2)より、 n→00のとき Sn(x-Sx),Sn(x-Tx)はともに 0に収束する。つま
り、任意のxEEにおいて、 n→00のときふx-SnoSx,Snx-Sn o Txはともに 0に収束する。こ
れは、 (3)が成り立つことを意味する。

(3)が成り立つと仮定する。任意の xEEにおいて、 n→ ooのとき品(x-Sx),Sn(x -Tx) 
はともに 0に収束する。よって、任意の yE {x -Sx,x -Tx: x EE}において、 Snyは0に

収束する。 spn{x-Sx,x -Tx : x E E}を {x-Sx,x -Tx : x E E}の線形包とすると、これは

{x-Sx,x-Tx: x EE}の有限個の要素の線形結合すべての集合だが、このことより、任意の

yE spn{x-Sx,x-Tx:xEE}において、 Snyは0に収束する。 Lemma2.2より、

(J(F(S)nF(T)))_j_ ＝({z-Sz,z-Tz: z E E}_j_)_j_ ＝醗{z-Sz,z-Tz:z EE} 

（ここで、中町ま閉線形包を表す）なので、 xE (J(F(S) nF(T)））上を考えると、任意の e>Oにお

いて、ある要素yE spn{x-Sx,x-Tx: x EE}が存在し、 llx-yll< eが成り立つようにできる。
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このことより、

IISnxll = IISny+(SnX-SnY)II 

::; IISnYII + IISnx-SnYII 

さIISnYII+ llx-yll 

< IISnYII +£ 

が成り立ち、 n→00のとき SnYは0に収束するので、

limsup IISnxll ::; limsup(IISnYII + t:) = £ 
n→= n→~ 

が得られる。£ > 0は任意なので、 li皿戸=IISnxll= 0が得られる。つまり、任意の

x E (J(F(S) nF(T)））」において、 n→ ooのとき Snxは 0に収束するので、 (2)が成り
＇ 止つ。

さらに、もし、（1)が成り立つなら、 SnXはRF(S)nF(T)XE F(S) nF(T)に収束することは、すで

に示した。 ロ

Corollary 2.2.線形縮小写像 T:E→Eと、線形縮小写像の列 {Sn},Sn: E→Eで、すべての自
然数nにおいて F(T)C F(Sn)となるものを考える。このとき、以下は同値である。

(1)任意のxEEにおいて、 SnXがn→00のとき F(T)のある要素に収束する。
(2)任意のxE (JF(T)）上において、 SnXがn→00のとき 0に収束する。
(3)任意のxEEにおいて、 Snx-SnoTxがn→00のとき 0に収束する。

さらに、もし、（1)が成り立つなら、 SnxはRF(T)XEF(T)に収束する。

この定理を用いることで、 Banach空間での線形写像の Mann型の強収束定理 [9]が得られる。

まず、以下のLemmaは[3]による。

Lemma 2.4. {a,,}を［0,1]内の数列とし、

立—%） ＝ 00 
n=l 

をみたすものとする。また、 {bn},{en}をを [O,oo)内の数列とし、

bn+l ~ <Xnbn + (I -a,,)en, l;/n EN 

と、 limn→=£n=0をみたすものとする。このとき、 limn→』bn=0が成り立つ。

Theorem 2.2. S, T : E→Eを可換線形縮小写像とする。また、｛a,,}を[O,1]内の数列とし、

[(I-an)= oo 
n=l 
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をみたすものとする。このとき、任意のxEEにおいて、

X1 =x 

l n n 
Xn+l = a心＋（l-a,,)

(n+ 1 
2 E ESKT匁， ¥:/nEN
) k=0[＝0 

として生成される点列 {xn}はF(S)nF(T)の要素RF(S)nF(T)Xに強収束する。

Proof.任意の iENにおいて、仏＝ （i十11)2Eし。Eいsゲ， Ti＝叫＋（l-ai)M（ここで、［はE
上の恒等写像）と定義する。このとき、任意の nENにおいて、 Sn= Tn o Tn-1 o ・ ・ ・ o T1とする

と、 Xn+I= SnXで、写像Sn:E→Eは線形縮小写像である。また、 S,Tは線形縮小写像なので、
F(S)nF(T)はEの閉部分空間である。任意の iENにおいて、 IIT;IIs 1, F(S) nF(T) c F(T;)な
ので、これらより、任意のnENにおいて、 IISnllS 1, F(S) nF(T) c F(Sn)が成り立つ。

よって、 Theorem2.1より、任意のxEEにおいて、

IISnX-SnSxll→0, IISnX-SnTxll→ O 

が成り立つことを示せばよい。 S,Tは可換線形縮小写像なので、 SoSn = Sn o S, To Sn = Sn o Tが

成り立つ。つまり、 Xn+I= SnXより、

llxn+l -SnSxll→0, llxn+l -SnTxll→ O 

を示せばよい。 Xn+I＝佑Xn+ (I -an)U,店nで、 Sが線形なので、

llxn+1-SXn+1II::; anllxn-Sxnll+(l-a,,)IIU:研n-SUnxnll

が成り立つ。さらに、

llxn+1 II= Ila,ふ＋（ l —%）U研nll

::; a,,llxn II+ (1 -a,,) IIUnXn II 

さ%||Xnll+(l-叫 ||Xnll

= llxnll 

が成り立つので、 limn--+=llxnllが存在し、点列 {xn}は有界である。 ST=TSより、

1 n n l n n 
||U註n-SU註nll= 

(n+ 1) 
2 E ESゲxn-S 2E  ESゲXn
k=0l=。（n+1) k=0l=0 

1 n n 
= （n+1)2E E(Sゲ Xn-Sk+1T匁）

k=Ol=O 

l n 
＝ 
(n+ 1) 
2 [(ST1ふ十T匁ー炉＋2Tlふ＋炉＋1T匁）
1=0 

(2.3) 

が得られる。 {xn}は有界なので、これより IIUnXn-Su'.研nll→0となる。 (2.3)、Lemma2.4、
||U研n-SUnxnll→0より、

llxn+l -Sxn+ill→ O 
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が成り立つ。同様に、

llxn+l -TXn+1 II→0. 

も得られる。よって、 Theorem2.1より、｛ふ｝はF(S)nF(T)の要素Rxに強収束する。ここで、

R = RF(S)nF(T) = rI ITJ(F(S)nF(T)ifで、 ITJ(F(S)nF(T)）はE*のJ(F(S)nF(T)）の上への一般化射
影を意味する。 ロ
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