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1 はじめに

多目的最適化問題の拡張である集合最適化問題は、 1997年に黒岩ー田中-Ha[l9]によって提唱さ

れた。この問題は、集合値写像の像空間の元（集合）における大小の比較について 6種類の順序

を導入し、その順序による最適化開題を考えるというものである。近年では、集合最適化問題が

「多目的のロバスト最適化問題」に変換できることの発見 [16]などの重要な成果がある。

筆者は、ベクトルの非線形スカラー化手法 [11]の自然な拡張である、集合の非線形スカラー化

手法の研究 [2,3]を2010年代に進めてきた。本稿ではその成果の応用として、重み付き集合関係

[6]について紹介する。尚、本稿は [5]の概要をまとめたものであるが、ところどころに最新の成果

と筆者の感想がある。

2 準備

2.1 ベクトル最適化からの準備

本稿では Yを線形位相空間、 OyをYの原点とする。集合AcYに対し、 Aの位相的内部、位

相的閉包をそれぞれintA、clAと表す。また、この論文で、 CcYは閉凸錐を表すものとする。

つまり、以下の条件を満たす。

(a) clC = C、

(b) c+c ~ c、
(c) 入C~C\:/入 E [O,oo）。

尚、錐CcYがsolidとはintCヂ0を滴たすことであり、 pointedであるとは Cn(-C)={O叶
が成立する場合である。凸錐CcYによって以下のようなベクトル順序 :Scが導入され、 (Y,:Sc) 

は順序ベクトル空閻となる。

如，Y2E Y, YI :Sc Y2畠 Y2-YI EC 

もし、 Cがpointedならベクトル順序:Scは反対称的となる。逆に一般の（実）順序ベクトル空間

に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成される半順

序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる [21]。
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189

2.2 集合最適化からの準備

VをYの空でない部分集合全体とする。い」2EV、aE R、VEVに対して、 2つの集合の

和・スカラー積は以下のように定義される。

い＋怜：＝ ｛V1 + V2 I V1 E Vi, V2 E怜｝ aV:={avlvEV} 

定義 2.1（集合関係：黒岩ー田中-Ha[19]).Yを線形位相空間、 VをYの空でない部分集合の族とす

る。 A,BEVと、 solidな閉凸錐CcYに対して、以下の集合関係を定義する。

[lower] A羞も B by B c A + C (type 3) 

[upper] A翌も B by A c B -C (type 5) 

[lower & upper] A羞約 B by B c A+ C and A c B -C 

注意 1.ベクトル順序と集合順序はさまざまな違いがある。ベクトル順序の場合、 x,yE Yと

CcYに対して

y -x EC (x ::;c y)⇔ yEx+C⇔ X Ey-C 

である。一方、集合順序の場合、 A,BEVとCcYに対して、上記の真ん中と右の順序に対応

する Bc A+C (A卦も B)とAcB-C (A翌も B)は一般に異なる ([2]を参照）。

例 1([17])．集合の特別な場合として、「区間」を考える。

Y=尺， C=尺＋ ：＝ ｛xE恥 |x2:0}, A=[a1,a2l, B=[b1,b叶 (a1,a2, b1, b2 E尺）

このとき、羞も、翌について次が分かる。

A：：：：：も B -¢==? a1：：：：：外

A：：：：：炉 B -¢==? a1：：：：： b1 

A ：：：：：も B <==⇒四：：：：： b2

皿 d a2：：：：：的

命題 2.2([2, 5]). A, B, DEV、a2: 0に対して、次が成り立つ。

(i) A'.';'.閃B ⇒ A+D:S閃B+D

(ii) A :S加B ⇒ aA羞屈 aB

(iii)生と岱は、反射律と推移律が成り立つ。

(iv) A弐も b⇒ A娑も b

(v) a :SもB===} a翌 B

定義 2.3(C-proper: Hernandez-Rodriguez-Marin[15]). A E VがC-proper[(-C)-proper]で

あるとは、 A+C i= Y[A -C i= Y]が成り立つときである。また、 Vc[V_c]をYのC-proper

[(-C)-proper]である部分集合の族とする。

定義 2.4(Luc[20]). A E Vとする。

(i) AがC-closed[(-C)-closed]であるとは、 A+C[A-C]が閉集合であることと定義する。
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(ii) AがC有界 [(-C)ー有界］であるとは、それぞれの Yの近傍 Uに対して、次を満たすよう

な正の数t>Oが存在するときである。

A c tU + C [A c tU -C] 

(iii) AがC-compact[ (-C)-compact]であるとは、 AがC-closedかつ C有界 [(-C)-closedか

つ(-C)有界］であるときである。

C-proper、(-C)-proper、C-closed、(-C)-closedであるYの部分集合族を匹、 C-proper、(-C)-

proper、C-compact、(-C)-compactである Yの部分集合族をC土と書く。

注意 2.ベクトル順序 :Scと'.SintCは明らかに異なる。しかし、集合における順序の場合につい

て、ぐとく！ が同値になることもある。よって、 <l とくl を区別したいとき、集合Aに-C -mtC -C -intC 
C-closedの仮定が必要となる ([2]を参照）。

定義 2.5.Vi，松 EVとする。 Vに次のような同値関係を導入する。

い～l％⇔M三も％ and v2羞しい

V1 ~u％⇔ V1翌も Vi and V2翌 V1

Vi ~z&u V2⇔ V1こ炉 V2 and 怜娑朽い

同値類の集合をそれぞれ [•ll 、[•ド、 [•]l&u と書く。同値関係の定義より次が分かる。

AE [B]1⇔ A+C=B+C 

AE [Bド⇔ A-C=B-C

A E [B]l&u⇔ A +  C = B + C and A -C = B -C 

定義 2.6.SC  Vとする。 AESがl[u,l&u]-weak minimal elementであるとは、任意の BES

について

l[u,l&u] A ~ A..,..l[u,l&u] B<  ..::cintC A ===;- A <  ..::cintC B 

が成り立つ要素である。 Sのl[u,l&u]-weak minimal elementの族をl[u,l&u]-wMin(S; C)と書く。

同様にして、 AESがweakmaximal elementであるとは、任意の BESについて

l[u,l&u] 0 ~ 0 _....l[u,l&u] 
A<  -intC B ⇒ B< -intC A 

が成り宣つ要素である。 Sの weakmaximal elementの族を l[u,l&u]-wMax(S; C)と書く。

3 集合のスカラー化手法

3.1 ベクトルのスカラー化関数

この節では、 k0EC¥ (-C)とする。 1980年代に Gerstewitz[9]は、ベクトル最適化問題におい

て以下のような非線形スカラー化関数 (Gerstewitzの関数）を提案した。

如，kD:y→(-00,00],'Pc,ko(y) = inf{t E JR IY :s;c tk0} = inf{t E股IYE tk0 -C} 
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Gerstewitzの関数は、特別な場合として線形スカラー化を含むことが知られている。その後彼ら

は[10]で、 ベクトル最適化問題における Gerstewitzの関数の本質的な性質（順序保存性・劣線形

性など）を導いた。上記の Gerstewitzの関数は、双対となる以下の形に変形できる、

如，ko:y→[-oo, oo)，心c,ko(y)= sup{t E lll ltk0 Sc y} = sup{t E尺 |yE tk0 + C} 

如，ko(y)=一威C,ko(-y) 

これらの関数は、 Pareto最適解の特徴付などベクトル最適化問題において幅広い応用を持つ。

(Luc [20], Gopfert-Riahi-Tammer-Zalinescu [11]) 

その後、筆者は [1]で以下のようなベクトル最適化問題における非線形の 2変数の下限型関数

h;nf:YxY→(-oo, oo]と上限型関数hsup:Y X Y→[-oo, oo）を調査した。

h;0r(y,a) = inf{t E尺|ySc tk0 +a} = inf{ t E股|yE tk0 + a -C} 

hsup(y,a) = sup{t E股|tk0+ a Sc y} = sup{ t E良 |yE tk0 +a+ C} 

もちろん、関数hinf,hsupはGerstewitzの関数の拡張である (hinf(Y,a)：＝叙C,ko(y-a)、a,yE Y)。

さらに、次も分かる。

hsup(Y, a) = -h;nf(-y, -a) 

3.2 集合のスカラー化関数

ここで、ベクトルのスカラー化関数hinf,hsupを集合の場合に拡張することを考える。集合のス

カラー化手法の研究は 2000年代に始まった。この研究の草分け的な存在である 2000年代初頭の

田中Georgiev[7,8]から始まり、 2000年代後半に [13,15]の重要な研究があった。筆者は、 2010

年代に以下の関数の詳細な性質を調べる研究を始めた。 inf0= oo と sup0= —oo を認めることに

より、

hlnr, h加， h~up, h贔： VxV→[-oo,oo] 

を次のように定義する。関数 hinf,h恥，h如up,h贔upしよ、経済学における効用関数の役割を果たして

いる。

心（咋％） ＝inf{tE艮いこし tk゚ ＋怜｝ ＝inf{ t E剛tk0+Vic Vi+ C} 

h品（咋胚） ＝inf{tE町い翌 tk゚ ＋怜｝ ＝inf{t⑪ |Vi c tk0 + V2 -C} 

心（い凶＝ sup{tE股 tk0+ V2吟 Vi} = sup{ t E JR I Vi c tk0 + Vi + C} 

h加（咋％） ＝sup{t E剛tk0＋杓翌 Vi}=sup{t E艮 tk0+ Vi C ViーC}

現在、集合のスカラー化手法の研究は実に幅広い研究がなされている ([2,3, 6, 12]やその参考文

献を見よ）。

命題 3.1([2, 3]）．上記のスカラー化関数について、次が成り立つ。

(i) h如（い，扮）＝ーh加(-咋ー杓）

(ii) h贔（い，杓）＝ーh加(-見ー杓）
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(iii) h加（咋%)＝h加(-松ーVi)and h加（Vi,Vi)= hい（一屹，ーVi)

(iv) h;up （し，怜）＝ h~up（一怜，ーVi) and h~up(Vi ，怜） ＝h;up（一杓，ーし）

l型と u型は、双対の関係になっている。よって、 l型と u型についての集合に対するスカラー

化関数は、ベクトルの場合とは異なり、 hいと h加の 2つを調べる必要がある。

命題 3.2([5]）．咋杓，½,V4 EV、a2". 0とする。 inf型スカラー化関数について、次が成り立つ。

(i) h加（咋怜） st⇔ tk0+ Vi C cl（Vi +c) 

(ii) h品（咋屹） st⇔ ViC cl(tk0+杓 -C)

(iii) h加（Vi+ C, Vi + C) = h証(Vi,Vi) and h加(Vi-C, Vi -C) = h品(Vi,怜）

(iv) 怜€ [V1『ならば、 h加(V2,Vi) = h!nf（い，怜）が成り立つ。

(v) 乃€ [V1ドならば、 h盃（松Vi)=h恥(V1,v2)が成り立つ。

(vi) h加（い＋杓，怜＋閲） Sh!nf(Vi, V3) + h加（怜，¼) and 

h加（い＋乃島十 ¼)Sh加(Vi, V3) + h加（％，凶）

(vii) h加(a咋鴎）＝ ah証(Vi，Vi)and h加（鳴鴎） ＝ah加（い，屹）

命題 3.3([5]）．い，胚，怜，凶 EV、a2". 0とする。 sup型スカラー化関数について、次が成り立つ。

(i) h如（い，杓） 2".t⇔ Vi C cl(tk0＋杓＋C)

(ii) h加（見杓） 2".t⇔ tk0 + Vi C cl(Vi-C) 

(iii) h;up(Vi + C, V2 + C) = h;up(Vi, Vi) and h~up(Vi -C, V2 -C) = h~up(Vi, lら）

(iv)怜 E[V1『ならば、 h如 (V2,Vi) = h;up（い，怜）が成り立つ。

(v)砂 E[Vi]uならば、 h贔 (Vi,Vi)= h贔 (V1,％)が成り立つ。

(vi) h如（い＋怜，怜十 V4)2': h;up(Vi, ½) + h;up（怜，¼) and 

h贔（い＋屹，怜＋凶） 2':h~up(Vi, ½) + h加（％，¼)

(vii) h;up(aし，a怜） ＝ah;up(Vi, V2) and h~up(aし， a屹） ＝ ah~up （し，しら）

命題 3.2、3.3におけるスカラー化関数の性質は、本稿の主結果である定理4.2、4.4を示すのに

重要な役割を果たす。

3.3 集合関係とスカラーの変換定理

前節で定義した集合のスカラー化関数の性質を調べることで、集合関係とスカラーの変換定理

を得ることが出来る。勧、この節の結果については [2]で最初に触れられているが、誤りがいくつ

かあったので、 [3]でその訂正版を発表した。

定理 3.4(l-inf型 [3]).CC  Yをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。
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(i)もし ViE VeがC-closed、 怜 EVならば、次が言える。

½cVi+C← h加(V1，½)さ 0

(ii)さらに、 ViE Ve、怜 EVがC-compactならば、次が言える。

V2 c Vi+ intC⇔ h益（Vi,V2) < 0 

定理 3.5(u-inf型 [3]).CC  Yをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし ViEV、½ E V-cが(-C)-closedならば、次が言える。

竹 C½― C⇔ h加(V1，½)さ 0

(ii)さらに、 ViEVが(-C)-compact、杓 EV-cならば、次が言える。

Vic½- intC⇔ h加（い，怜）＜〇

定理 3.6(l-sup型 [3]).Cc  Yをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし ViEV、%EVcがC-closedならば、次が言える。

Vic½+C⇔ h~up(Vi ，屹） 2: 0 

(ii)さらに、 ViEV が C-compact で、½ E Veならば、次が言える。

Vi C ½ + intC • h~up(Vi, ½) > 0 

定理 3.7(u-sup型 [3]).C C  Yをsolidな閲凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし ViE V_cが(-C)-closedで、松 EVならば、次が言える。

½ C Vi ー C⇔ h伽(Vi,½) 2: 0 

(ii)さらに、 ViE V-cで、怜 EVが(-C)-compactならば、次が言える。

V2 C Vi — intC • h~up(Vi, ½) > 0 

注意 3.上記の変換定理は、集合鞍点の存在定理 [3]など応用範囲がとても広いことが最近の研究

で判明している。これには、いくつかの注意点がある。

(a) 上記の 4 つの変換定理 (i) における「===}」の証明において、 Vi,½ EVに仮定は不要である。

詳しくは、 [2,3]の他に、 [18]の証明（定理3.3、3.8)を参照のこと。

(b)上記の4つの変換定理 (i)における「←＝」の証明において、筆者は [6,18]における集合の

仮定「閉集合＆有界」を「C-closed、(-C)-closed」へ緩めることに成功している。

訊：＝ ｛XE艮nI X1 2: 0, X2 2: 0,..., Xn 2: O}, 

股仁：＝ ｛XE町 IX1 > O,x2 > 0,...,Xn > O}, 

Y＝記 C＝記， v=記仁U{(O, O)} 

[6]の「仮定2.4」では、 A,BEVは閉集合、かつ有界であると仮定している。しかし、上の

例で VはC-closedであることが分かるが、 Vは閉集合ではないし、有界でもない。
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(c)変換定理 (i)の特別な場合として、杓＝｛Oy}としたときのことを考える。

（誤） OyEVi+C-¢=⇒h加(V1):SO ([2]参照）

（正） OyE cl(Vi + C)←⇒ h加(Vi):S O ([4, 12]参照）

集合いに C-closedの仮定は必要である。以下のように設定する。

1 
Y=配， C=記， k0= (1, 1), V = {(x, y) I y::; 一—,X > O} 

X 

すると、

h加(V)：：：： 0¢=;, Oy E V + C 

は間違いであることが確認できる。なぜなら、 V+C={(x,y) Ix> 0}はOyを含まない

開集合だからである。

(d)上記の4つの変換定理の (ii)の証明は、 [12]を参考にして [2]を全面的に修正・改良したもの

である。 [12]では集合に「compact」を仮定しているが、筆者は [3]において集合の仮定を

「C-compact、(-C)-compact」へ緩めることに成功している。

4 主な結果

集合最適化問題には、まだ未解決の間題がたくさんある。その一つは、 l型・ u型の集合関係に

依らない解の概念を定式化することである。重み付き集合関係 [6]は、この新しい順序関係にある

パラメーターを制御することによって、実務家がl型.u型両方の間をスムーズに移行する（最悪

または最良の場合）ことが可能になる。

本積では、 [6]が提案した重み付き集合関係の詳細な性質を調べる。

定義 4.1（重み付き集合関係： Chen-Ki.ibis-Ki.ibis-Yao[6]). Cc  Yをsolidな閉凸錐、入 E[O, 1]、

k0 E intCとする。 A,BEVに対して、次の集合関係を定義する。

A 弐記゜ B~ 入h証(A,B) + (1 —入）h加(A,B)::; 0 

A 心ド B~ 入h証(A,B) + (1 —入）h如(A,B) < 0 

注意 4([6])．入＝ 0のときは、前述の集合関係とスカラーの変換定理から、 A苫翌゚ B¢=⇒A::;もB

となる。入＝ 1のときは、同様に変換定理から A-<入,K°
-inf B ⇔ A翌も Bとなる。もし、 A::;もB

とA翌 Bが成り立つならば、 Aj入,K゚ Bは任意の入 E[O, 1]で成り立つ。逆は成り立たないこと-inf 
入ko

に注意する。その事実が、重み付き集合関係-<' を導入する目的である。パラメータ入は集合-inf 

関係吟、翌の重要度を示す「重み係数」を提供している。

[6]では、以下の定理における性質 (ii)、（iii)を調査している。本稿では、重み付き集合関係の新

たな性質について調査する。

定理 4.2([5]). C C Yをsolidな閉凸錐、入 E[O, 1]、k0E intCとする。すると、 A,BEV、a2'. 0 

に対して、次が成り立つ。

(i) A盆ド B⇒ A+Dづ孟;0B+D 
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(ii) A弐9B ⇒ aAさ芯゚ aB

(iii)羞゜しま、反射律と推移律が成り立つ。

(iv) --< 
入，ko
inf は、推移律が成り立つ。

(v)もし、 AEVeがC-closedで、 BEV-cが(-C)-closedならば、 Aさ炉 B===} A吟心;° B 

である。

(vi)もし、 AEVeが(-C)-compactで、 BEV-cがC-compactならば、

A喘記 B⇒ A--<｝;『 Bである。

Proof．詳細は [5]を参照のこと。命題 3.2を利用することで、定理 4.2の性質 (i)、（ii)、（iii)、（iv)

を示すことが出来る。 (v)、（vi)は、集合関係とスカラーの変換定理を利用すると容易に示せる。 ロ

（コメント） ［6]では、性質 (i)については調べられていない。性質（i)は少しだけ証明に技巧を

要するので、 [6]の著者は気付かなかったのかも知れない。しかし、 l型・ u型では性質 (i)が成り

立ち、さらには l型・ u型のスカラーヘの変換定理が存在することから、性質 (i)が成り立つこと

は自然なことだと筆者は考えている。

[6]から、私たちは sup型スカラー化関数を利用した次の集合関係を提案する。

定義 4.3([5]). C c  Yをsolidな閉凸錐、入 E[O, 1]、k0E intCとする。 A,BEVに対して、次

の集合関係を定義する。

Aゴ盆ぷ゚ B~ 入h贔(A,B) + (1 —入）h贔(A,B) 2: 0 

A 心ぶ゜ B~ 入h;up(A, B) + (1 —入）h贔(A,B) > 0 

定理 4.4([5]). C C Yをsolidな閉凸錐、入 E[O, 1]、k0E intCとする。すると、 A,BEV、a2 0 

に対して、次が成り立つ。

(i) A弐犀 B⇒ A+D公認 B+D

(ii) A j;,盆゚ B⇒ aAj盆ぶ゚ aB

(iii)公；忍は、反射律と推移律が成り立つ。

(iv）ぐばは、推移律が成り立つ。

(v)もし、 AE V_aが(-C)-closedで、 BEVaがC-closedならば、 B卦知 A===}A弐忍 B

が成り立つ。

(vi)もし、 AEV-cがC-compactで、 BEVaが(-C)-compactならば、

B翡tCA⇒ A--<;,盆゚ Bが成り立つ。

Proof．命題 3.3を利用することで、求める結果が得られる。

命題 4.5([5])．重み付き集合関係について、次が成り立つ。

A盆;0B ~ -Bさlln；入，ko-A ~ -Aj!~-p入， ko -B ~ B土盆ぶ゚ A

口



196

（コメント）上記の命題から、--<,¥，K° ,¥，K° ,¥，K° 1-,¥，ko 
-inf とペ-'SUP、-inf -lnf とく はそれぞれ「双対の関係」に

なっていることが分かる。重み付き集合関係の反対称律についての特徴づけについては、まだ未

解決である。

重み付き集合関係は反射律・推移律が成り立つので、定義2.6と同様に解の概念を考えることが

できる。

定義 4.6.（ぺ'
入ko

-lnf :~f-minimal, maximal、--<t;ド-minimal,maximal element [5]) S c Vとする。 AE s 
入，ko

が j;~r-minimal [maximal] elementであるとは、任意の AESに対して、次の関係が成り立つ

要索である。

A吟9A ⇒ Aさ芯゚ A [Aさ芯゚ A ===> Aさ1翌゚ A]

さらに、 AESが咄;0minimal [maximal] elementであるとは、任意の AESに対して、次の

関係が成り立つ要素である。

A唸1翌゚ i ⇒ A唸；「゚ A [A崎9A ⇒ A唸；ド A]

Sのペ
入，ko

-minimal [maximal] elementの族をMin(S;::;入，K゚ 入，K゚ 入ko
-inf ,—inf) ［Max(S；さinf)]、Sの土;-minimal

入，ko
[maximal] elementsの族を wMin(S；崎岱゚） ［wMax(S;土inf)］と書く。

命題 4.5と集合関係とスカラーの変換定理を利用することにより、 次の関係が分かる。

命題 4.7([5]）．重み付き集合関係について、次のことが分かる。

(i)もし、 Sc凶ならば、次の包含関係が言える。

入，K゚l&u-Min(S; C) c Min(S・ペ'-inf)、
入，K゚l&u-Min(S; C) c Max(S；さsup)。

(ii)もし、 sec土ならば、次の包含関係が言える。

l&u-wMin(S; intC) c wMin(Sパ芦゚）、 l&u-wMin(S;intC) c wMax(S；盆点）。

(iii) Min(S;~;~;°) = Max(S;三；dぷ゚）、 Min(S;三；iぶ゚） ＝Max(S；こ｝；「゚）。

(iv) wMin(S; --<~;°) = wMax(S; —く；iぷ゜）、 wMin(S; —く;iぷ゜） ＝wMax(S; --<;~;゜）。

5 まとめと今後の課題

本稿では、重み付き集合関係さ↑記゜、公ぷの性質やその関係性について調査した。集合関係と

スカラーの変換定理を利用する（集合に適切な条件を付け加える）ことで、ゴ↑訊゜、さ；ぶが応用上

菫要なさ炉を含むことが分かった。さらに、定理 4.2、4.4から、さ益゜、弐犀は豆も、名も、卦約

と同じ順序構造を持っていることが分かった。また、さ入，K° と玉盆ぶ゜は、双対の関係であることも
inf 

判明している（命題 4.5、4.7)。

上記の事実から菫み付き集合関係の有用性が示された訳だが、次の課題として、重み付き集合

関係の定義にある入をどのように決めるか？という間がある。この問題は「データの分布」に大

きく依存していて、これは「統計学」の問題である。最適化の研究では、確率・統計学との融合

研究も数多くあり、集合最適化問題の研究についても、統計学との融合を考えるべきときにある

のかも知れない。
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