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1. 内積型学習写像をもつ自己組織化マップモデル

本報告は Kohonen型アルゴリズム [5]として知られている自己組織化マップに関する数

理モデルを扱い，主に学習プロセスに重きを置く．アルゴリズムとしての自己組織化マッ

プは，広範囲な領域において応用をもち，主に可視化，クラスタリング等のツールとして

利用されている．

自己組織化マップにおいて，各ノードからノード値への写像として定義されるモデル関

数の学習過程下における数理特性について論ずる．自己組織化マップにおける学習写像と

しては，凸結合型が古くから用いられ，多くの応用においても採用されている．凸結合型

学習写像については，特にオンライン型自己組織化マップ等の比較的に単純な構造をもつ

場合において，数学的フレームワークの下での議論がなされている ([1][3][4]等）．本報告

では，それらとは学習写像構造が異なる内積型学習写像をもつ自己組織化マップを扱い，

学習過程におけるモデル関数の推移と状態保存性について考察する．

本報告で扱う内積型学習写像をもつ自己組織化マップモデルはノード，ノードの値，入

カ，学習プロセスの 4つの対象により以下の様に特徴付けできる．

({1,2,...,N}, V,｛叫こ｛叫（・）｝こ。）

(i) Iをすべてのノードから成る集合とする． Iは有限で距離付けされた要素から成るも

のとする．集合 Iと距離dを

と仮定する．

I= {1, 2,..., N} C飩

d(i,j) = Ii -JI, i,j E J 
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(ii) V を実内積空間 (H, 〈•,•〉)の部分集合とする．各ノードは，それぞれ l つの値をもち，

これらは Vの要素であると仮定する．ノードとノード値との対応として定義される

写像m:I→Vをモデル関数と呼ぶ．

(iii) X c Vを入力集合とし，入力列｛xk}'t'=。exを考える．

(iv)学習プロセスは次のように定義される．与えられた初期モデル関数 m。と入力列

｛咋｝芦。に対して，モデル関数の列 {m託）｝こ。は以下のように定義される．

(a)学習範囲：各mk,XKに対して

N山） ＝｛j E J I lj -i I ~ 1 } (i E J). 

(b)学習率： a>0. 

(c)更新後の値：

叫＋1（t)＝ ｛叫(t)

叫 (i)+ 0:Xk 
llmk(i) + axkll 

(i E U N心）のときi*Eargmaxj~J 〈mk(j)，砂〉）
(i ¢ U N出＊）のとき）

i*EargmaxjEJ(m叫），咋〉

(1) 

(2) 

上記の内積型学習写像をもつ自己組織化マップに対して，凸結合型学習写像をもつ自己

組織化マップでは，学習プロセス下におけるモデル関数の状態保存性に関して，幾つかの

特性が知られている．凸結合型学習写像をもつ 1次元入力型等の一部の自己組織化マップ

においては，モデル関数の更新の削後で，完全に単調性が保存される．モデル関数が一度

その状態になると，その状態が保存されるという場合，このような状態のクラスを自己組

織化マップの学習プロセスにおける閉じた状態クラスと呼ぶ．閉状態クラスやそれに準ず

るクラスの存在性および性状については，［2］等で言及されている．

2. 数値計算による順序付けの例

点乗積型学習写像による自己糾織化マップの例を与える．

数値計算 1 第 1節の学習プロセス (iv)-(a)(b)(c)と100個のノードを有する 2次元入力自

己組織化マップ

({1, 2,..., 100}, V C 記｛叫こ｛叫(•)}こ。）

を考える．各ノードに対する初期値mo(i)を{(x,y)I丑＋炉＝ l}C 配上において，

様に生成させた．入力 xは[-1.1,1.1]2 C配上の一様分布より生成する．また，内積とし

て点乗積を用いる．すなわち

a=(:~), b=（仇） €配
に対して〈a,b〉=a1b1+ a2的とする．図 1は， a=1.2を固定して， 1000同の更新による

モデル関数の推移である．図において，各ノードの位置を示す座標は，ノード値を表して

いる．学習が進むと徐々に順序付けされてゆく様子が観測できる． ロ
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図 1：モデル関数の推移（各図の左上の数字は更新回数）

3. 内積型学習写像下におけるモデル関数の挙動

内積型学習写像をもつ場合において，学習による更新の前後におけるモデル関数の挙動

に注目する．以下に述べる学習プロセス上の一定条件下におけるモデル閑数のふるまいに

ついての結果は，これらの挙動を考察するにあたっての一助となる．

定理 1 自己組織化マップ

({1,2,...,N}, V,｛叫こ{m叶）饂o)
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を考える．ここで， V は実内積空間 (H, 〈•,•〉)のある部分集合，学習プロセスとして，第

1節の (iv)-(a)(b)(c)を用いる．現在のモデル関数mに対して，入力 xからの学習による

mの更新後のモデル関数を m'とする．このとき，以下が成り立つ．

xに対して，ノード i,i + 1, i + 2が

llm(i)II = llm(i + 1)11 = llm(i + 2)11 = 1, 

argmax〈m(j),X〉=｛i}, 
jEI 

〈m(i),m(i + 2)〉2:0, 

〈x,m(i+2)〉2:0 

を満たすとき，モデル関数mに対して，不等式

〈m(i)-m(i + 1),m(i + 2) -m(i + 1)〉s;0 

が成り立つならば，更新後のモデル関数m'に対しても，不等式

〈m'(i)-m'(i + 1),m'(i + 2) -m'(i + 1）〉三〇

が成り立っ．

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

証明 任意の a>Oと（3), (4), (5), (6)を満たす入力 xとモデル関数mに対して，不

等式 (7)により

〈m'(i)-m'(i + 1), m'(i + 2) -m'(i + 1)〉

=〈 m(t)＋ax ||— ~'m(i+2)-~ 
||m(i) ＋ax||m(i+ 1) ＋ax|| ||m(i+ 1) ＋ox||〉

さ 1|m(t)1 +ax|| （1―||m(t+ ]) ＋ax||） （〈m(i),m(i + 2)〉＋ a〈x,m(i+2)〉）

―||m(t+ ]) ＋ax|| (1―||m(t)1+ax||) （〈m(i+l),m(i+2)〉＋a〈x,m(i+2)〉)

を得ることができる．上記不等式により，不等式 (8)が成り立つことが示される． ロ

注 1 定理 1において，条件 (4)の場合に加えて，

argmax〈m(j),X〉=｛i+l},{i+2} 
jEJ 

の場合においても更新の前後で不等式 (7)（または (8)）が保存される．このことから，本

定理はモデル関数の整列化形成の局所的な挙動の特性と状態の閉性に関するひとつの結果

を与えている．
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図 2:条件 Sinn(i)を満たすノードの相対頻度の推移．横軸は更新回数である．

定理1における不等式 (7)（または (8)）を満たすノードの出現頻度の推移について，以

下の数値例を与える．

数値計算 2 第 1節の学習プロセス (iv)-(a)(b)(c)を用いた点乗積型学習写像をもつノード

総数35の2次元入力自己組織化マップ ({1,2,...,35},Ve配，｛咋｝に。，｛m叶）｝に。）を
考える．各ノードに対する初期値 mo(i)を{(x,y)I丑＋炉＝ l}C 配上において，一様

に生成させ，入力 xは[-1.1,1.1]2 C配上の一様分布より生成させる．また a=1.2であ

り，内積として点乗積を用いる．

条件 Sinn(i):ノード i,i + 1, i + 2に対して〈m(i)-m(i + 1), m(i + 2) -m(i + 1)〉さ 0
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条件 Sinn(i)を満たすノードの相対頻度

#{i I i,i+l,i+2がSinn(i)を満たす｝
Tinn= 

n-2 

を考える．ここで， nはノードの総数，＃（S)は加算集合 Sの要素の総数である．図 2は，

rinnの値の更新による推移を表したものである． 10個のグラフは，それぞれ，同じ初期値

に対して，入力値のみが異なる．巨視的にみて， Tinnの値が徐々に 1に近づいていること

が観測できる． ロ
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