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長方形ヤング図形に対応する対称群指標の新しい表示1)

鹿児島大学大学院理工学研究科松本詔2)

1 はじめに

Sho Matsumoto 

Graduate School of Science and Engineering, 

Kagoshima University 

対称群の正規化された指標 Chμ（入）を考えるここで入は既約表現，μは共役類に

対応しているヤング図形であるこの Chμ（入）は Stanley指標公式や Kerov多項式と

いった表示がよく知られている．本稿では，μが 1行ヤング図形かつ入が長方形の

ときの新しい表示を与える．すなわち

Chk(P X q) 

について詳しく見てい <.pxqは，縦の長さがp，横の長さが qのヤング図形を表し

ている本稿の内容は， PiotrSniadyとの共同研究 [10]に基づいている．

（整数の）分割とは，有限個の正の整数の広義減少列入＝（ふ，入厄．．，ふ）のことで

ある

入＝ （入1,入2,...,>-z)，入12入22・..2入l21, 入iE Z>o 

ここで lを分割入の長さといい， i（入）で表す．また囚：＝区;=1入を入のサイズとい

ぅ.|入|＝nのとき，入は nの分割であるという．分割はヤング図形と同一視する．例

えばn= 12の分割入＝（5,3,3,1)のヤング図形は

□ となる

nの分割入，μに対して， n次対称群enの既約指標値を心で表す．すなわち，分割

入に対応する対称群の複素既約表現の指標を x入で表し，分割μに対応する 6nの共

1) RIMS共同研究「組合せ論的表現論および関連分野との連携」 2021.10.18-10.22 

2) shomcsci.kagoshima-u.ac.jp 本研究は JSPS科研費 17K05281の助成を受けたものです
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役類における x入の値を心で表すよく知られているように， f入：＝ xt狂）は既約表

現の次元（次数）であり，型入の標準ヤング盤の個数に一致する．

定義 1.1（対称群の正規化指標）． T を非負整数 Kの分割とする．任意の分割入に対

し， Ch,r（入）を次で定義する： n:=|入|~k のとき，

入

Ch"（入） ＝n(n -1) • • • (n -k + 1) X和 (1n-k)

入
X(1”) 

ただし， 7rLJ (ln-k) = (1r1, 7r2,,,,,町（,r),.1,1,..., 1 としたまた， 1入l<kのとき
ヽ▼'

） 
n-k 

Ch心） ＝ 0と定める． 1r=(k)のとき Ch(k)は単に Chkとかく．

例えば

Cho（入） ＝1, Ch1(入)＝ |.¥I= L心 Ch心） ＝こ対一こ（入げ）2

,:::,1 i?:1 Jを1

となることはよく知られているここで入；は入のヤング図形の第 j列の長さであ

るこのような既約指標の正規化 Ch7C（入）は，対称群の漸近的表現論，ランダムヤン

グ図形の研究などで好んで用いられる例えば [6]を参照．

本稿の構成について §2で我々の主結果を述べる．これらは Stanley指標公式と

関連が深いので， §3で Stanley指標公式の基本事項について復習する． §4で主結果

の証明を述べたあと， §5でまとめや関連する話題を述べる．

2 正規化指標の新しい表示

本稿では，正規化指標の Ch"（入）において，

バま 1行ヤング図形 7r= (k) かつ 入は長方形ヤング図形入＝pxq

の場合に注目するここで長方形ヤング図形とは

pxq:＝（四テユ）＝言旦

の形のものをいう．
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記号を用意する．非負整数 Kに対して K番目のカタラン数を

Cat(k) 
1 (2k¥ (2k)! 

= K+ 1し）＝（K＋1)！K! 

で定めるカタラン数が正の整数になることは非常によく知られている．

Cat(O) = Cat(l) = 1, Cat(2) = 2, Cat(3) = 5, Cat(4) = 14,.... 

実数 aと正の幣数 Kに対して，

k-1 
a竹k= IT (a+ 2i) = a(a + 2)(a + 4)・・・ (a+2k-2)

i=O 

とおく．特に，（2k-1)!! = 1ttk = (2k -1)(2k -3) ・.. 3 ・ 1と書く．

2.1 サイクルの長さが奇数の場合

正規化指標 Ch互 1(PX q)について考える．次の定理は我々の主結果の一つであ

るが，

p = e -d, q = e + d 

と変換することで， Ch2j-1(Px q)をd,eの多項式と見なすことで興味深い表示が得

られる．

定理 2.1.jを正の整数とするこのとき次が成り立つ．

Ch圧 1((e-d)x(e+d))

(2.1) ~ (-1)''Cat(j -1)ド加）（りぽー戸）） （且伯ー~))
k-1 ¥ I j-1 

(2.2) = (-l)i-1 Cat(j -1) "'fa加）円(d2-(r+｝）り） （リ（召— (r + ½）り）•

ここで， fo(j)= 1,かつ

fk(j)=(-llじ） （（：jk―-11)）]K (k=l,2,...,j) 

と定める

定理 2.1の証明は後の章で説明する．上の式は，本来は (e-d)x(e+d)がヤング

圏形のとき，すなわち e-dとe+dが共に正の整数であるときに意味を持つ．とこ
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ろが， e,dを不定元とみなすことで (2.1)や (2.2)はe,dの多項式としてみなすので

ある．

上の定理を変形することで， Ch勾ー1(PX q)はj,d,nを使って次の系のように表示

できるただし

(2.3) n=pq, d= 
q-p 

2 

とする．

系 2.2.j,p, qを正の整数とし， n,dを(2.3)で定める．

1. d E Z,すなわち q-pE 2Zと仮定する．このとき次が成り立つ．

(2.4) Chぃ (px q) = (-l)i-l Cat(j-1) Gd(j,n)J-rr-l (n -r(r + 2ldl)). 
r=O 

ここで，ら(j,n)は次で定まる．

(2.5) ら（j,n)= ~(-ll(附- rり）（；）胃k＿ーニ（団n+ 沿— r2))
2. d E Z＋ふすなわち q-p E 2Z + 1と仮定するこのとき次が成り立つ．

(2.6) Chか 1(Px q) = (-l)j-1Cat(j-l)凡 (j,n)］『 (n-r(r + 2ldl)). 

ここで，凡(j,n)は次で定まる．

(2.7) 

r=O 

ldl-½ k-1 

H贔 n)＝こ (-1)Krr(d2 -(r +ザ）
j¥ (2j -1)叶k|d|-J 

k=O r=0 ーし） （2k-1)！！且 (n ＋沿—（r+½)2).
例 2.3. 1. (2.5)で定まるら(j,n)の'ldlが小さいとき

Go(j, n) =1, 

Gロ(j,n) =n + 1 -j(2j -1), 

G士2(j,n) =(n + 4)(n + 3) -4j(2j -l)(n + 3) + 2j(j -1)(2j -1)(2j + 1). 

このように，伍(j,n)は jとnに関して多項式となり，さらに degj= 1, 

degn = 2とみなすことで次数が 2ldlとなるまた，整数係数であることも証明

できる ([10]).
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2. (2.7)で定まる凡(j,n)の'ldlが小さいとき

叩 (j,n)=l,

H叶(j,n) =n + 2 -2j(2j -1), 

H士琴(j,n) =(n + 6)(n + 4) -6j(2j -l)(n + 4) + 4j(j -1)(2j -1)(2j + 1). 

Gd(j, n)と同様に，凡(j,n)はjとnに関して (2ldl-1)次の整数係数多項式と

なる．

(2.4)と(2.6)でd=O，ふ 1，]の場合を順に書き下すと，

Chぃ (px p) =(-l)j-l Cat(j -1)且(n-r2),

Chい (px (p + 1)) =(-l)i-l Cat(j-1) fl (n -r(r + 1)), 

j-2 
Chか i(px (p + 2)) =(-l)i-l Cat(j -1) (n + 1 -j(2j -1)) II (n -r(r + 2)), 

r=O 

j-2 
Ch勾ーi(px (p + 3)) =(-l)j-l Cat(j -1) (n + 2 -2j(2j -1)) II (n -r(r + 3)), 

r=O 

となる．ただし，それぞれの式で n= p(p + 2d)であることに注意

Ch勾ーi(px (p + 2d))は'ldlが大きくなるにつれて Gd(j,n)または比(j,n)が複雑な

形になる言い換えると，長方形ヤング図形pxqが（縦横の長さの差 lqー別が小さ

いという意味で）正方形に「近い」ときの方が， Ch勾ー1(PX q)は簡単な因子の積に

書けると言えよう．

注意 2.4.(2.4)における積rrにbdl-l(n -r(r + 2ld|））は， j―|di-1 ~ 0のときも意味

を持つ．すなわち次のように積の定義を拡張する (ai)iEZが0の値をとらない数列

のとき

り年＝[:叩1 a:2 a l : ／゚／：三

このとき等式rr儡ar= (rrし。←）． aぃが全ての整数 lで成立する例えば (2.6)で
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d = ~'j = 1のとき， H旦(1,n)=n(n+4)だから，
2 

-2 1 
Chi(p x (p + 5)) = H~(l, n) II (n -r(r + 5)) = n(n + 4) x ~ = n = p(p + 5) 

r=O n+4 

と計算される．

系 2.2の証明系 2.2の (2.6)を，定理 2.1の (2.2)から導こう同様にして (2.1)か

ら(2.4)を得ることができる

p,qを正の幣数とし， d:= (q -p)/2 E Z十｝と仮定する．簡単のため d>Oも仮定

しようさらに e:= (q+p)/2 E Z+ ½とおく．このとき (2.2) より

j-1 
Ch勾ー1(pxq)= (-l)i-1Cat(j-l) 区い）国（沿— (r + ½)2)) 国 (e2 -(r十m)
である．因子rr仁i(d2_ （T+i)2)はk>dーものとき消えるので，区仁。を区こtと

置き換えても構わないまた， 0::::;k::::; d-}のとき，因子rrにi（佐—（r + ½)2) は次
のように変形できる．
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ここで最初の等式は n= pq = (e -d) (e + d) = e2＿卍からしたがう．また第 3の等

式は二つ目の積を r=s+d-｝と変換した．

以上より

Chぃ (px q) = (-l)j-l Cat(j -1) 1~ti½ (n -r(r + 2d)) 

d合 k-l d-~ 

x と fK(J)• Il (沿-（r+ ½)2) ・ IT (n+d2 -(r+げ）
k=O r=O r=k 
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となる 2段目の式は (2.7)のHd(j,n)であるから，（2.6)が示せた．

2.2 サイクルの長さが偶数の場合

口

次に正規化指標 Ch2j(pX q)について考える議論は前のサブセクションと平行

なので結果のみを記す．

定理 2.5.jを正の整数とするこのとき次が成り立つ．

、
、
~
）8

9

 

•• 2

2

 

‘
ヽ
＼
，
ー
、

Ch2i ((e -d) x (e + d)) 

= (-l)i-1(勾J-1)名的）2d(炉-rり）（い2_戸））
2j -1 j k 

= (-l)i-1( ）い(j)2d(g (d2 -(r ザ
j 

; 1)'fagk(j)2d (g (d2 -(r-½)2)) （』佗ー (r 一｝）り） • 
ここで，

叫j)＝ （-1)Kじ）（：ぶ［冒 (k=0,1,2,...,j) 

と定める．

系 2.6.j,p, qを正の整数とし， n,dを(2.3)で定める．

1. d E Z,すなわち q-pE 2Zと仮定する．このとき次が成り立つ．

j-ldl 
(2.10) C恥(pX q) = (-l)j-lり）Jd(j,n)且(n-r(r + 2ldl)). 

ここで， Id(j,n)は次で定まる I0(j,n) = 0,また |di>0のとき

(2.11) 

Id(j,n) = d1:(―m(枷-rり）（f)胃k]冒(r1位(n+ d2 -r2)) 

2. d E Z＋出すなわち q-p E 2Z + 1と仮定するこのとき次が成り立つ．

2j -1 1-ldl-½ 
(2.12) Ch2j(p x q) = (-l)j-1(2j;)以j,n) J-tf 2 (n -r(r + 2ldl)). 

J r=0 
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ここで， Jd(j,n)は次で定まる．

(2.13) 
ldl-½ 

Jd(J,n) ＝ 2dE (-m(］位-（r-｝）り）（；）胃パ悶，k（：]f1 (n ＋沿— (r- い）
例 2.7.(2.11), (2.13)でそれぞれ定まる Ia(j,n), la(j, n)は， dについて対称性

La(j,n) = -Ia(j,n), 1-a(j,n) = -Ja(j,n)を持つ．

I1(j,n) =1, 

12(j,n) =2(n + 3) -2j(2j + 1) = 2(n -(j -1)(2j + 3)), 

13(j, n) =3(n + 8)(n + 5) -8j(2j + l)(n + 5) + 4j(j -1)(2j + 1)(2j + 3). 

J½(j,n) =1, 

介(j,n) =3(n + 2) -2j(2j + 1) = 3n -2(j -1)(2j + 3), 

J琴(j,n) =5(n + 6)(n + 4) -10j(2量j+ l)(n + 4) + 4j(j -1)(2j + 1)(2j + 3). 

Id(j, n), Jd(j, n)はともに j,nに関して整数係数多項式であり， degj= 1, degn = 2 

とみなすことで次数は degld(j,n)= 2ldl -2, degJd(j,n) = 2ldl -1となる．

3 Stanley指標公式

Stanley指標公式は， Ch7C（入）を入の多重長方形座標を用いて表す公式であり，特

別な場合が Stanley[14]により得られたさらに一般の場合が [13]で予想された後

Feray [5]により証明された我々の主結果は Stanley指標公式との関連が深いため，

ここで取り上げる以下の内容は講究録 [9]とオーバーラップする．

まず入が長方形ヤング図形の場合を考える置換 U E (5kに対し， C(u)でoのサ

イクルの全体を表す．例えばサイクル分解表示で u= (1327)(48)(59)(6) E 69と

表されたとき， C(u)= {(132 7), (48), (59), (6)｝である．

Kの分割 7r=（町，7r公．．． '7rl)に対し，置換 W7rE (5kを

叫 ＝ （12... 1r1) (7r1 + 1 7r1 + 2... 7r1十乃） ．．． （7r1 +・・・＋江1... k) 
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と定める． W1rはサイクル分解の型が 71'であるような置換である例えば，

71'= (4,2,2, 1)のとき，叫＝ （1234)(56)(78)(9) E 69となる．

定理 3.1(Stanley指標公式（入が長方形の場合），［14]).71'をKの分割とする．任意の

長方形ヤング図形入＝pxqに対し，次の式が成り立つ．

(3.1) Ch1r(P X q) = (-ll L (-q)IC(u1)lplC(u2)I, 
u1,u2E6k 
u1u2=w~ 

ここで和はび1CY2= W,rを満たす組（び1，a-2)E 6戸全体を走る． p,qを次数

degp = degq = 1となるような不定元と見なすとき (3.1)の右辺は次数 k+ £(1r)の

（非斉次）多項式であるさらにp,qの多項式として等式

Ch1r(P x q) = (-1)い（,r)Ch,r(q X p) = Ch,r ((-q) X (-p)) 

が成り立つ．

例 3.2.

Ch1 (p X q) =pq 

C加(pX q) =pq2＿忙q,

C恥(pX q) =pがー3pザ＋p3q+ pq, 

Ch4(p X q) =pq4 -6p2が十6pザーp切＋5pが一 5p切．

次にヤング図形入が長方形に限らない一般の場合を述べるただし，本稿の主定

理は入が長方形のときを扱うため，この部分は読み飛ばしても構わない

任意の（空でない）分割入は次のように表すことができる．

入＝ （qi, qi,・・・, qi, q2, q2, ・ ・ ・, q2, ・ ・ ・ ・ ・ ・, qm, qm, ・ ・ ・, qm)-
、マ'.マ，、マ、

Pl P2 Pm 

ここで Pi,qJは正の整数で， q1~ q2 ~ ・ ・ ・ ~ qm ~ 1とする． P= (Pi,・・・,Pm), 

q =(qi,・・・, qm)と書き，入＝ pxqと表すこれを分割入の (Stanleyの）多重長方

形座標と呼ぼう．例えば (2,4) X (5, 3)は，ヤング図形で見れば，（2x5)ー長方形と

(4 X 3)ー長方形を合わせたもの

(2, 4) X (5, 3)＝r ~ (5,5,3,3,3,3) 
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である．

定理 3.3(Stanley指標公式（入が一般の場合）， Stanley[13], Feray [5]). 1rをKの分割

とする．分割入＝ PXQ = (P1,P2, ・・・,Pm) X (qぃ位・ •.,qm) に対して，次の式が成り

立つ．

Ch心） ＝ （一1)K闊羞翌:'PC(`  2 m}[』）(-q<I>(m)）)（』2)匹(c2)）
ここで第 2の和は，写像 <p:C(u2)→{1,2,...,m}全体を走る．（これを 0"2のサイク

ルの彩色と呼ぶ．）また写像 <I>:C如） → ｛1,2,...,m}は，次のようにゃから決まる：

<I>(c1) = max{<p(c') I c'E C(u2), c1 n c'ヂ0} (c1 E C(u1)). 

二つのサイクル c,dに対し， endヂ0とは，サイクル同士が共通の因子を持つこ

とを意味する．

例 3.4.

Ch1(P x q)＝LqiPi, 

C恥(pX q) ＝こ心，—こ飼P,pj9
i i,j 

C恥(pX q)＝Lq;p;-3L佑V]佑P心＋ L qsvtvuPsPt四＋〉：佑Pi・
i,J s,t,u 

4 主定理の証明

4.1 Step 1 

この章では，定理 2.1の (2.2)の証明を述べる．証明の方針は， d,eの多項式として

Chい ((e-d)x (e+d)) ＝芦叫）国（沿— (r + ½）り） （且（召— (r+げ））
の形に表されることを示した上で，係数 ck(j)を決定することである．上の表示が

Stanley指標公式 (3.1)から式変形で直接得られるのならば話は簡単なのだが，そう

ではない我々は定理 3.1の後半の主張から直ちに分かる，次の補題を利用する
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補題 4.1.e, dの多項式 Ch勾ーi((e-d)x (e+d)）は，次数が 2jであり，また e,dに関

してそれぞれ偶関数であるただし， dege= degd = 1とみなす．

次の補題も準備する．

補題 4.2.tを正の整数とする．

1. P, qを正の整数とする． t2".p+qならばx『t:［pq-t)=0，したがって Cht(Px q) = 0 

となる

2. p= 0または q=Oならば， Cht(Px q) = 0. 

証明 ムルナガン—中山の公式によれば指標値 x~ は型入，重さµの rim hoook 

tableauxに渡る交代和で表されるそのような tableauxの中で，数字 1が含まれる

箱は，第 1行または第 1列になければならないしたがって，ぃ＞ふ＋£（入）ー 1なら

ば心＝ 0であるこれより 1番目の主張がしたがう．

2番目の主張は (3.1)より明らか ロ

4.2 Step 2 

以降しばらく jを固定する．

P(d) := Ch勾ー1((e-d)x (e+d)) 

を，多項式環 Q[e]上の， dを変数とする多項式と見なそう．このとき補題 4.1より，

P(d)は次数 2jの偶関数だから，基底

1, d2, d2 (d2 -(½)2), d2 (d2 -(½)2) (d2 -（芸）2)'...

で展開すると，

J k-1 

(4.1) Chい ((e-d)x (e+d))＝こPK(e)II (沿-（r+ザ）
k=O r=O 

と表すことができる再び補題 4.1より，各凡(e)はeの高々 2(j-k)次の偶多項式

である．この PK(e）について次の補題を示そう．

補題 4.3.各 kE{0,1,...,j}に対して，ある定数 Ckが存在して次が成り立つ．

(4.2) 叫＝ Ck 且（召— (r ＋げ）．
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証明 Kに関する帰納法で示す． K。E{0,1,2,...,j}とし， kE {O, 1,..., k。ー 1}のと

き(4.2)が成り立つと仮定する (k。=0のときは何も仮定しない．）

いま (4.1)でd=k。+｝かつ eE {k。—ふ K。 +½,...,j 一｝｝とすると，

ko-1 
(4.3) Chか1((e-k。—占） x (e+ k。＋ら）） ＝Pko (e) IT ((k。＋ザ―（r+ら）2)

r=O 

が成り立つ．実際 (4.1)の右辺の k<k。の項は，帰納法の仮定から

恥）＝ Ck〗佗ー (r+½)2)=0 (eE{k。— ½,k。＋ふ．．．， j — i} ）

であることより消える (k。=0のときはこの議論は不要．）また，（4.1)の右辺の

k>k。の項は，明らかに IIにH(k。+｝））2-（r+ i)2) ＝ 0であることより消えるし

たがって，（4.1)の右辺は k=k。の項のみ生き残り，（4.3)がしたがう．

さて， eE {k。＋ふ k。 +~,...,j-½} のとき，補題 4.2 より (4.3) の左辺は消える．し

たがって， Pk0(e) は， K。+ふ K。＋ふ ...,J-½ を根に持つ． Pk0(e) は高々 2(j-k。)次の

偶多項式だから，定数倍を除いて IIにし（召— (r + ½)2) と一致する．以上より k=k。

の場合の (4.2)が成立し，帰納法が完了する． ロ

4.3 Step 3 

ここまでで， d,eの多項式として

Chい ((e-d)x (e+d)) ＝芦保(j) 位（松— (r + ½）り） （且（虐— (r + ½）り）
という形であることが示せた (2.2)の証明を完了させるには，定数叫j)を決定す

ることが残っている．ところで，これまでと全く同様の議論で

(4.4) Ch勾ーi((e-d)x (e+d)) ＝こ咋(j) 位（松— r2)) （り佗ー rり）
も示すことができる定数 c孔(j)が決定できれば，（2.1)の証明も完了できる．

さて定理 2.1の証明を完了させるために残っていることは，定数 Ck(j),C且(j)の

決定であるが，これは難しくないまず，各 kE {O, 1,...,j}において，上の 2式の
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d2k召j-2kの係数を比較すると，保(j)= c'k(j)であることが直ちに分かる．そこで以下

では (4.4)のc'k(j)を求めよう．

いま， kE {1,...,j}として，（4.4)で d= k, e = k -1とおくと，（4.3)の証明と同

様に

Chい（（ー1)x (2k -1)) ＝叫）国（炉— rり）（r((k-1)2-rり）
が分かる．一方， Stanleyの指標公式 (3.1)より

Ch£ ((-1) x q) = - ~互£qlC(a)I = -q(q + l)(q + 2)・・・ (q+R-1)

が成り立つ（ここで第 2の等式は例えばiに関する帰納法で容易に示せる）．これら

2つの式を整理することで保(j)が求められる．

ただし，この方法では co(j)を求められないので，別の方法を用いる必要がある．

一つのやり方として，指標の漸近挙動を見る方法がある．（4.4)でd=Oとすると，

J-1 

Ch勾ー1(exe)=co(J)Il(e2-r2) ~ c0(j)e2j (e→oo) 
r=O 

となる一方，正規化指標の漸近挙動として

Ch勾ー1(ex e) ~ R叫exe) = R迅1x l)e勾

となることはよく知られているここで R研入）は自由確率論で登場する自由キュム

ラントであり， R瓜1x 1) = (-l)j-l Cat(j -1)になることは容易に計算できる（例え

ば [12,Exercise 11.35, page 193]）．これにより co(j)も決定され，定理 2.1の証明が完

了する．

5 おわりに

この章では，本研究と深く関連するいくつかの話題について簡潔に述べる．

5.1 自由キュムラントと Kerov多項式

ヤング図形入に対して， Kerov推移測度 m入が定義され，それの自由キュムラン

トの列凡（入），凡（入），．．．が定まる．詳細は [6,§6.3]や [8]を参考にされたいなお，

R心） ＝0である．ここでは次の形で導入しよう
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命題 5.1(Theorem 9 in [3]）．任意の k~ lとヤング図形入に対して，次の等式が成

り立つ．（これをヤング図形の自由キュムラントの定義とみなしても良い）

RK+1（入） ＝ （一1)K と
匹 (cr2)翌2,...,m}［』］一伽(Cl)））（』62)匹(c2))

61，び2E6k

びiu2=(12…k)
IC(u1)l+IC（び2）|＝K+1

記号は定理 3.3にしたがう．定理 3.3と比較すれば分かるように， RK+1（入）は

Chk（入）の最高次の部分に一致する．

次の定理で定まる，正規化指標 C恥（入）を自由キュムラント R2,Rふ．．．で表示する

式を， Kerov多項式という例えば［6,定理 6.25]を参照．

定理 5.2(Kerov). k ?: 1とする．ある非負整数係数 k変数多項式凡が存在して，任

意のヤング図形入に対して

(5.1) Chk（入） ＝A(R2（入），R孔入），．．．，Rk+l（入））

が成り立つ．ここで， wt(Ri)= j (j = 2, 3,．．．）により次数を導入すると，

wt(Chk) = k + 1である．また (5.1)右辺の各項の wtはk+lと偶奇が等しく，さら

にwtがk+lの項は RK+1に限る．

上の定理で最も非自明な部分は，凡の係数が全て「非負」であるという部分で，

[4]で初めて証明された

例 5.3(Kerov多項式）．

Ch1 =R2. 

C恥＝R3.

C恥＝凡＋ R2.

Ch4＝凡十 5R3.

Ch5 ＝凡＋ 15凡＋ 5R~ + 8R2. 

Ch6 ＝凡＋ 35凡＋ 35R3凡十 84R3.

Ch7 ＝凡＋ 70凡＋ 84R4凡十 56R~ + 14R~ + 469R叶 224R~ + 180R2. 

定理 2.1,定理 2.5,および命題 5.1から，入が長方形ヤング図形のときの自由キュ

ムラントは次のように表されることが分かった



78

系 5.4.jを正の整数とする．このとき次が成り立つ．

叫 (e-d)x (e+d)) =(-l)j-1Cat(j-l)といj)d叩 J-2k,
k=O 

R勾十1((e-d)x (e+d)) =(-l)j-1(~]）と仰）d2k+1e2j-2k, 
J k=0 

ここで fk(j),9k(j)はそれぞれ定理 2.1,定理 2.5で定義されている

5.2 特別な指標値の消滅

系 2.2とその直後の例において， j2 2, d=]の場合を再度見てみようこのとき

n = p(p+3)だから，

H芸(j,n) = n + 2 -2j(2j -1) = p(p + 3) + 2 -2j(2j -1) = (p -2j + 2)(p + 2j + 1) 

と， pの多項式として因数分解される．したがって，

J-2 
Ch互 i(px (p+3)) = (-l)i-1Cat(j-l)(p-2j+2)(p+2j+l) II (p(p+3)-r(r+3)) 

r=O 

とかけるこの右辺はp= 2j -2のとき消えるため， Ch勾ーi((2j-2) X (2j + 1)) = Q 

が言える言い換えると，
(2j-2)x(2j+l) 

x(2J-1,1(2J-3)（2J-1)) =0 

が成り立つことが分かったすなわち，指標 X(2j-2)x(2j+l)は長さ 2j-1のサイクル

において消滅するこれは古典的な事実（例えばムルナガン—中山の公式など，特に

補題 4.2)から見つけることは容易でないように見える．

5.3 スピン指標

正規化指標 Chrr（入）の代表的な類似物として，スピン指標がある．対称群のスピン

表現から自然に定まるものである．

各成分が奇数であるような分割を，奇数分割というまた，成分が全て異なる分割

は，ストリクト (strict) であるという指標値 x~ の「スピン版」は， xJ であるただ

し，くは nのストリクト分割で， pはnの奇数分割である．量xJは例えば対称関数

の等式

Pp＝LX戸―£(＜）Qe
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を通じて得られるここで Ppはべき和対称関数，俵は SchurのQ関数である．

定義 5.5（対称群のスピン正規化指標）． T をKの奇数分割とする任意のストリク

ト分割くに対し， Ch;in（~)を次で定義する． n ：＝ |<|ミ Kのとき，

xe 
Ch;in(~) = n(n -1) ・ ・ ・ (n -k + l) ,rU(ln-k) 

T X¢ • 
(1”) 

また， n<k のときは Ch戸pin(~) = Qと定める．

Kerov多項式の「スピン版」は，筆者 [7,8]において初めて考察されたさらにス

ピン版 Stanely指標公式も [11]で得られた本稿の主結果のスピン版はあるだろう

か？まず，長方形ヤング図形は一般にストリクトではないので， Chiin(pX q)という

ものは意味を持たない次の結果が DeStavola [1, Proposition 4.18, page 91]により

初めて発見された我々は別証明を与える．

系 5.6.j,pを正の整数とする．階段ヤング図形

△P = (p,p -1,p -2,..., 2, 1) 

に対し，
J-1 

2Ch悶叫（今）＝ （ーl)j-lCat(j -1) IT (p(p + 1) -r(r + 1)) 
r=O 

が成り立つ．

証明 [11]の結果から，スピン正規化指標は，正規化指標を用いて表すことができ

る実際任意のストリクト分割くに対して，等式

2Ch翌＿n心） ＝Ch勾ー1(D(＜）） 

が成り立つ．ここで D（~)はどのダブルヤング図形であり，特に D（△p) = p X (p + 1) 
となるよって系 2.2を適用することでこの系を得る． ロ

5.4 まとめ

本稿では定義 1.1で定まる正規化指標 ChT（入）について，

バま 1行ヤング図形 n= (k) かつ 入は長方形ヤング図形入＝pxq
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の場合に限り新しい表示を得たもちろん，圧が 2行以上ある場合」や「入が長方

形でない場合」を考えることは自然な拡張であろう．スピン正規化指標 Ch;in（.;)に

関する §5.3で述べた結果も同様の拡張が問われる．

他の拡張の方向性として， Jack正規化指標 Ch;a)（入）を考えることができるこれ

はJack対称関数に付随して自然に定めることができる例えば [2]を参照．
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