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1 はじめに

古典群の既約表現の中でもある種の長方形の Young図形に対応するもの（長方形型表

現）は，表現論，組合せ論などで特別な位置を占めている．表現論では，［10]で示されて

いるように，長方形型表現は部分群への制限やテンソル積が無重複分解するという著しい

性質をもっている．一方，組合せ論では，このような無重複分解を表す指標の関係式を利

用することによって，ある種の平面分割の個数・母関数が簡単な積の形に表されることが

証明できる．例えば，［12,13, 11]を参照されたい．本稿では，長方形型表現の制限，テン

ソル積の分解を表す指標の関係式の概長方形型への一般化について，石川—若山の小行列

式の和公式を利用して証明する方法を解説する．

非負整数の広義単調減少列入＝ （ふ，入2,．．．）で区i21入iく ooとなるものを分割 (parti-

tion)という．分割入に対して， l（入） ＝＃｛i :入i> O},|入|＝I:i2l入3とおき，それぞれ入
の長さ，大きさと呼ぶ．分割入をその Young図形

D（入） ＝ ｛（i, j) E Z2 : 1 ~ i ~ l （入）， l~j~ 入t}

と同一視し，格子点の代わりに単位正方形を置いて Young図形を図示することが多い．分

割入，μに対して， D（入）っ D(μ)，つまり，入i2':μi(i2':l)が成り立つとき，入っμと書

＜．また，このとき， D（入） ＼D(μ)を歪 Young医形と呼び， D（入／μ)あるいは単に入／μ

と表す．正の半整数（つまり， N+ 1/2 = {1/2, 3/2,．．．}の元）からなる長さ nの広義単
調減少列入＝ （ふ，．．．，入n)のことを，長さ nの半整数分割 (half-partition)と呼ぶ．

分割，あるいは，半整数分割入は

） 入＝ （r,...,r) =（戸）
ヽ
n 

の形をしているとき，長方形型 (rectangular)であるという．より一般に，

入＝ （r,...,r,p) = (rn-1,P)， または (r,..., r, r -l,..., r -l) = (r久(r-l)n-p) 、 、、 プー ‘ 

n-1 p n-p 
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の形をしているとき，概長方形型 (nearly-rectangular)であるという．例えば，

D((6叫2))= , D((6,5り） ＝ 

は概長方形型分割の Young図形である．

正整数 nを固定し， X= (x1,..,,Xn)を変数とする．また，入＝ （ふ，入2,..．，入n)を長

さn以下の分割，あるいは，長さ nの半整数分割とする．このとき，対応する Schur関

数 (Schurfunction)を

det x. 
入j+n-j

心）＝（t)因，J5n
det (x戸）

1:'.oi,j:'.on 

(1) 

によって定義する． Schur関数s入(x)は，一般線型Lie代数g[n=g[n(C）の入戸1＋・・・十入nEn

を最高ウェイトとする既約表現咋n（入）の指標である．また，対応する奇数次直交指標 (odd

orthogonal character) s02n+ 1（戸）を

det(式j+n+l/2-j-（入j+n+l/2-j)
- X• ） 

SO加＋1（入；x)=
1-<'.i,j<n 

det (xtl/2-j -x;-(n+l/2-j)) 
1-<'.i,j-<:n 

(2) 

によって定義する．奇数次直交指標 S02n+l（入心）は，直交 Lie代数 SO2n+1=SO2n+1(C) 

の入に1+．．．十入nenを最高ウェイトとする既約表現 V502n+1（入）の指標である．長方形型

の奇数次直交指標については，次の定理が成り立つ．

定理 1.1. (a) (Macdonald [9, 1.5 Example 16])非負整数あるいは正の半整数 rE 

Nu (N + 1/2)に対して，

S02n+l(（戸）；x)=(x1・・・%）―r・ LS心）．
入c((2r)れ）

(3) 

ここで，和は入 C ((2rr)となる分割（つまり， l（入)<:::n,入1<::: 2rをみたす分割）

全体にわたる．

(b) （岡田 [10,Theorem 2.5 (1)］）非負整数あるいは正の半整数 r,s EN U (N + 1/2) 

（ただし r<::: s)に対して，

SOzn+l(（rn); x) ・ S02n+1(（妍）；x)= L S02n+1（入＋ （s-r）叫x). (4) 
入c((2r)り

ここで，入＋ （s -r)n =（入1+ s -r,...，入n+s-r)である．

表現論的には，この定理の (a)は分割（戸）に対応する既約表現を S02n+lの極大放物型

部分代数の Levi部分 g[nへの制限したときの既約分解を，（b)は分割（戸），（妍）に対応

する版約表現のテンソル積の既約分解を表している． Macdonald[9]は， Hall-Littlewood 

対称関数を経由して定理 1.1(a) を証明した．一方，岡田 [10] は，石川—若山の小行列式
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の和公式を利用することによって，定理 1.1(a), (b)だけでなく，他の古典型 Lie代数に

ついても長方形型指標の部分代数への制限，テンソル積の既約分解を表す関係式を証明し

ている．

Krattenthaler [7]は定理 1.1の概長方形型分割への一般化として，次の定理を与えてい

る．歪 Young図形入／vは，各列に高々 1つの箱しかないとき，つまり，

入1~ lll ~入2~ り 2 入3 ~... ~入n ~ lln 

をみたすとき，水平帯 (horizontalstrip)であるという．

定理 1.2. (a) (Krattenthaler [7, Theorem 2 (3.10), (3.11)]) rを非負整数あるいは正の

半整数とし， pをp::::;rとなる非負整数とする．このとき，

s02n+1((rn-l, r -p); x) = (x1 ・ ・ ・％）―r・と心心）． （5) 
入c((2r)り

ここで，係数 a~り］は次の 3 条件 (i), (ii), (iii)をみたす分割μの個数に等しい：
(i)歪 Young図形入／uは水平帯である．

(ii)|入|-|vi =p. 

(iii)歪 Young図形入／μにおいて左から i番目の箱は，第 (m-2p+2i)列より

真に右にある．

(b) (Krattenthaler [7, Theorem 3 (3.19), (3.20)]) r, sを非負整数あるいは正の半整数

（簡単のため r::::;sと仮定する）とし， pをp::::;rとなる非負整数とする．このとき，

S02n+1((rn-l, r -p); x) ・ S02n+1(（妍）；x)

= L 唸 S02n+l（入＋ （s-r）宜）．（6)
入c((2r)り

ここで，係数 bi~;) は，次の 2 条件 (i), (ii)をみたす長さ n以下の分割μの個数に
等しい：

(i) μ／入は水平帯である．

(ii) μi::::; 2r, μn =入nであり，

m訟{p —入n,P —入正1+ 入n}::::; lµI — 入I::::;p, 

2ぃ＋・・・+ 2μi-1 + μi ~ 2ふ十 ・・・+2入i-1+ 2p (1 ::::; i ::::; n -1). 

定理 1.2において， p=Oのときを考えると， a¥閃＝b¥閃＝ 1となるから，定理 1.1
が得られる． Krattenthaler[7]は，定理 1.2を純粋に組合せ論的な手法で証明している．

(a)では，既約指標S02n+l（入；尤）の Lakshmibai-M usili-Seshadriによる半標準盤の母閲数

としての表示を用い， Robinson-Schensted-Knuth型アルゴリズムを構成することによっ

て，主張に全単射による証明を与えている．一方，（b)の証明では， Littelmannによる

Littlewood-Richardson規則の S02n+lへの拡張を利用している．

本稿では，定理 1.2 の形の指標の関係式を，石川—若山の小行列式の和公式を用いて用

いてどのように代数的に証明するのかを解説する．このアプローチをとることによって，
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係数を組合せ論的に簡明に記述することが可能になり，定理 1.2の組合せ論的記述からは

すぐにはわからない等式a＼悶） ＝ b¥閂）を示すこともできる．
本稿の構成は以下の通りである．第 2節では主定理（定理 2.1)を述べ，定理 2.1から

どのようにして定理 1.2の形の指標の関係式が導かれるのかを説明する．第 3節では，小

行列式の和公式を利用した定理 2.1の証明の概要を与える．最後に，第 4節では関連する

結果を紹介する．

2 主定理とその帰結

この節では，本稿の主結果を述べ，定理 1.2の形の指標の関係式を導く．

非負整数 Kと変数 uに対して

砂／2_u―k/2
[k]u = ~ = uk/2-1/2 + uk/2-3/2 +... + u―(k/2-1/2) 
ul/2 _ u-1/2 

とおく．また，分割入 C(m門に対して，

cim¥u) = [m -〉¥1+ l]u[〉¥1-〉¥2+ l]u ・..[〉＼n-1-〉¥n+ l]u[〉¥n+ l]u (7) 

と定義する．このとき，本稿の主定理は次のように述べることができる．

定理 2.1. (a)整数あるいは半整数 rEN U (N + 1/2)に対して，

S02n+3((rn+l); X1,..., Xn, u) = (x1 ・ ・ ・ X砂―r. L 亭 (u)叫 1,・ ・ ・, Xn). (8) 
入c((2r)り

(b)整数あるいは半整数 r,s EN U (N + 1/2)（ただし r：：：： s)に対して’

S02n+3 ((rn+l) ；互•．．，咋， u) ・ s02n+1(（妍）；互•.．， ”n)

= L 亭 (u)S02n+1（入＋ （s-r）叫X1,...,xn)- (9) 
入c((2r)り

この定理の証明の概要は次節で与える．この節では，この定理から定理 1.2で与えた形

の概長方形型指標の関係式を導く．その際の鍵は，次の命題である．

命題 2.2. （岡田 [10,Theorem 2.2 (a)とその下の Remark]）整数あるいは半整数 rE 

NU (N + 1/2)に対して，

S02n+3 ((rn+l) ；互•.．， Xn,u) = f [2r -2p+ l]uB02n+1((rn-1,r -p)；功，．．．，”n)．（10)
p=O 

相反 Laurent多項式 f(u)E Z[u112墨―1/2]（ただし f(u―1)=f(u)）全体のなす Z加

群の甚底として {[k+ l]u : k EN}をとることができるから， C＼m)(U)は

lm/2」

亭(u)＝と心 [m-2p+ l]u (11) 
p=O 

の形に展開でき，係数 c¥？P)EZが定まる．すると，命題 2.2に注意して，定理 2.1の (8),
(9)における [2r-2p+ l]uの係数を比較することにより，次の系の (a),(b)が得られる．



86

系 2.3. (a)非負整数あるいは正の半整数 rとp::::;rとなる非負整数 pに対して，

s02n+1 ((rn-l, r -p); x) = (x1 ・ ・ ・%）―r・と墨；）双(x).
入c((2r)り

(b)非負整数あるいは正の半整数 r,s（ただし rさs)とpさrとなる非負整数pに対

して，

S02n+1 ((rn-1, r -p); X) ・ S02n+1 ((s門；x)= L 心S02n+l（入＋ （s-r）叫叫
入c((2r)り

(c) 係数 c~りP）は，次の 3 条件 (i)'(ii)'(iii) をみたす長さ n+l 以下の分割µの個数に
等しい：

(i) μ／入は水平帯である．

(ii) lμI -|入|＝2r-p・

(iii) μ1 = 2rであり，

μi + 2μ2 + ・ ・ ・ + 2μi-1 + μi ~ 2入1+ ・・・+2入i-1 (2 ::::; i ::::; n + 1). 

特に，（a),(b)から，

［以（ （戸）） @ Res:：れ加＋1¼02n+1 ( (rn-l , r -p) ) ： 以 （入）］
g[n 

= [¼02n+l( （戸）） @¼02n+1((rn-l,r -p)): ¼o加＋1 （入）］ so年＋1 (12) 

と， .S02n+lから部分代数 g[nに制限したときの重複度とテンソル積の分解における重複度

が一致することがわかる．（定理 1.2の係数の組合せ論的記述からはすぐにはわからない．）

後で定理 4.3で見るように，この重複度の一致は，概長方形型の分割に限らず，より一般

の分割に対しても成り立っ．

この節の残りでは，結晶甚底の理論を用いて系 2.3(c)を証明する．（結晶基底について

は [2]を参照されたい．）非負整数 Kに対して，量子群仇(s[2)の (k+1)次元既約表現を

V(k)と表す．このとき， V(k)の指標が [k+ l]u2（ただし，口を基本ウェイトとすると

き， U=e""'である）に等しいことに注意すると，係数c¥；)はその定義 (7),(11)から

心＝［V(m- ふ） ®V（ふ—入砂 ®···®V（入正 1 -入n)RV（入n):V(m -2p)］馬（西）

と既約表現 V(m-2p)の重複度として与えられる．よって， V(k)の結晶基底を B(k)と

するとき，

心＝＃ ｛bE B(m-入1)R B（ふ—入2) ®• ・ • R B（入n-1 —入n) RB（入n）
: E(b) ＝ 0, wt(b) ＝ （m-2p)口｝ （13) 

となる．ここで，もは柏原作用素であり， wtはウェイトを対応させる写像である．

既約表現 V(k)の結晶グラフ B(k)は

(k),.. (k) 
u。—• Ui ―→・・・ (k) —• UK 
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で与えられ，

wt（芯）＝ （k-2i)匂， e（芯） ＝i (O.:;i.:;k) 

である．分割入 C(mりに対して，μ C (mn+l)でありμ／入が水平帯となる分割μ全体

のなす集合を応とおく．つまり，

応＝｛（μ1,...，伽＋1)E Nn+l : m?: μ1 ?:ふ?:μ2 ?:入2?:・・・こ入n?: μn+l ?: 0}. 

そして， μEふと

(m—入1) （入1天）u~:__,;_··, Ru ⑭ Ru （入n-1ーふ）m-μ1 ふーμ2 ・・・ 入n-1-μn ⑭ u応り伽＋1
E B(m —ふ） ⑭ B（入l —入2) ⑳ ..,0B（入n-1 -入n)0B（入n)

を同一視することにより，氏に結晶基底の構造を入れる．このとき，結晶として B入主

B(m —入1) ®B（ふ—入砂® • ••⑳ B（入n-1 -入n)RB（入n)であり， μE応に対して

wt(μ) = 21μ1 -2|入|-m  (14) 

である．また，次の補題を用いると， e(μ)= oとなるための条件を書き下すことができる．

補題 2.4.([2, Corollary 4.4.4]) B1,B2,...,BNを的結晶甚底とし， biE且 (1::::;i::::; N) 

とする．このとき，

(1) B賣 B2において e(b10 b2) = 0となるための必要十分条件は，〈wt(b1),h>~ r::(b叫
となることである．ここで， hE s[2は単純コルートである．

(2) B1 0 B2 (• • •®恥において e(b1 0 b2 0 ・ ・ ・ 0恥） ＝ 0となるための必要十分条件

は，すべての k= 1,2,...,Nに対して e(b10・・・⑧bk)=0となることである．

この補題を用いて，系 2.3(c)の証明を完成させる．

系 2.3(c)の証明．（13),(14)により，

心＝＃｛μEB入： e(μ)= o,|入|-|μl=m-p}. 

よって， μE応に対して， e(μ)= oとなるための必要十分条件が

μi = m, μ1 + 2μ2 + ・ ・ ・ + 2μk-l + μk ~ 2ふ＋・・ ・+2入k-l (2::::;k::::;n+l) 

で与えられることを示せばよい．

補題 2.4を，庄＝ B（入i-1-入i),bi = u（ぶ1-入;)(1 ::::; iさn+1)に対して適用する．た
入i-1-μi

だし，入。＝ m,入n+l= Q であると約束する．まず， B(m —入1) の結晶グラフから， e(b1) = 

e(u 
(m-ふ）
m-μ1)= 0はμ1=m と同値である．また， k~2 のときは， wt(bi) = 2μi一入t―入i-1

(1::::; i::::; k -1), r::(b砂＝入k-l-μkを用いると，条件〈wt(b1⑧•..( bk-1), h>~ r::(bいは
μ1 +2四＋ ••• +2μk-l + μk ~ 2ふ十 ・・・+2入k-lと書き直すことができる．よって，補

題 2.4により，求める結論が得られる． ロ
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3 主定理（定理 2.1)の証明

この節では，定理 2.1の証明の概要を説明する．

定理 2.1の証明方法は，［10]で与えた長方形型分割に対応する既約指標の場合と同様で

あり，次の 3ステップからなる．

ステップ 1:係数 c¥m)をある交代行列の部分パフィアンを用いて表す．

ステップ 2: 示すべき関係式 (8),(9) の右辺の和を，石川—若山の小行列式の和公式を

用いて 1つのパフィアンで表す．

ステップ 3: ステップ 2で得られたパフィアンを行列式の形に変形する．

まず，パフィアンの定義を思い出し，小行列を表す記号を導入しておく．（パフィアンに

ついては，［3]を参照されたい．）偶数次交代行列 A= (%)i:s:;i,j:s:;2mに対して，そのパフィ
アン PfAは

Pf A=  L sgn(1r）缶（l),1r(2)化 (3),1r(4)・ ・ ・ a1r(2m-1),1r(2m), 
1rEF2m 

によって定義される．ここで， F2mは

F2m = {1r E S2m: 1r(l) < 1r(3) < ・ ・ ・ < 1r(2m -1), 1r(2i -1) < 1r(2i) (1:::; i:::; m)} 

で与えられる 2m次対称群 S2mの部分集合である．また，（N + l)次交代行列 A=

(%)。：：：：i,j：：：：N, nx(N+l)行列 T= (tij)ふ：：：：n,O：：：：]：：：：N と[O,N]= {O, 1,...,N}のn元部
分集合 I= { i1,..., in} (i1く ・・・<in)に対して，

A(I) = (aip,i山：：：：p,q：：：：n, T([n]; I) =（い）1：：：：p,q：：：：n

と表す．さらに， nを正整数， m を非負整数とするとき，分割入 C(m門に対して，

In（入） ＝ ｛入m入n-1+ 1, • • •，入2 + n -2,ふ十n-1}

とおく．このとき，対応入→ In（入）は，（m門に含まれる分割と [O,n+m-1]の n元部

分集合との間の全単射を与える．

定理 2.1の主張は nの偶奇によらないが，次の補題により，その証明は nが偶数であ

る場合に帰着できる．

補題 3.1.分割入 C(m門に対して，

[x『S02n+l（ふ，泣．．．，入n;x1,x2,...,xn)]
X1=0 

= ｛so屯n-1（極．．．，入叫四，．．．，Xn) （ふ＝ m のとき）
（ふ<m のとき）．

そこで，以下では nは偶数であると仮定する．
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3.1 ステップ 1

定理 2.1に現れる係数 c炉は次のようにある交代行列の部分パフィアンとして表される．

命題 3.2.nを正の偶数， m を非負整数とし，交代行列 A=(ai,j) 。~i,j~m+n-1 を

叩＝［m+ n -J]u [j -i]u [i + l]u(〇：：：：： i< j：：：：： m + n -l) 

によって定める．このとき，分割入 C(m門に対応する Aの部分パフィアンは

Pf A(In（入）） ＝ ［m + n + l]~/2-1 c¥m¥u) 

で与えられる．

この命題は，次のより一般的な補題で

Xo = um+n, 叫＝ U入，十n-i (l<:::'.i<:::'.n), Xn+l = U 
-1 

と特殊化することによって得られる．

補題 3.3.nを偶数， xo心1,・ ・ ・, Xn, Xn+lを変数とし，交代行列 Z= (Zi,j)i<::i,j<::nを

印＝（xo一叫）（Xi-Xj)(Xj―Xn+1) (1'.S: i < jさn)

によって定める．このとき，

n 

Pf Z = (xo -Xn+1tl2-1 ITに— X口．
i=O 

証明． nに関する帰納法とパフィアン版 Desnanot-Jacobiの等式（例えば［3,命題 2.5]を

見よ）

Pf A・ Pf Ai,j,k,l = Pf Ai,j ・ Pf Ak,l -Pf Ai,k ・ Pf Aj,l + Pf Ai,l ・ Pf Aj,k 

（ここで， Ai,j= A([n] ¥ { i, j}), Ai,j,k,l = A([n] ¥ { i, j, k, l}）である）を用いればよい． ロ

3.2 ステップ 2

次の石川—若山の小行列の和公式を利用して，示すべき等式 (8), (9)の右辺の和を 1つ

のパフィアンで表す．

定理 3.4. （石川—若山 [5, Theorem 1]) nを偶数とする．（N+ l)次交代行列 A=
(aij)。5％だ;Nとnx (N + l)行列 T=（柘）l:'oi:'on,0:'oj:'oNに対して，

Lpf A(J) ・ detT([n]; J) = Pf (TAT). 

ここで，和は [O,N]のn元部分集合 J全体にわたる．
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定理 2.1 の証明では，石川—若山の小行列式の和公式を，命題 3.2 の交代行列 A と

T＝四＝ （叶）
l::=;i::=;n, O:,;j::=;m+n-l 

あるいは

T = r: = (X~+j+l/2 _ x;-(a+j+l/2)) 
l~i~n, O~j~m+n-1 

（ただし， m= 2r, a=  s -rである）に対して適用する．このとき， Schur関数，奇数

次直交指標の定義 (1),(2)から，分割入 C(mりに対して

l 1 
叫ぉ） ＝ det庁 ([n];In（入））， S02n+l（入＋（a門；x)=
△（x) 

） △町x)
detザ([n];In（入））

となる．ここで，

叩）＝ det（叶―1) ＝
1::;i,j::;n 
IT (xj―叫，
l::;i<j::;n 

叫）＝ det（叶―1;2_ x;-(j-1/2)) 
1::;i,j::;n 

n 

= (-lt(n+l)/2 fI町n+l/2fI (1 -Xi) IT（巧ー Xi)(l-Xi巧）
i=l i=l 1'."::i<j'."::n 

とおいた．よって，命題 3.2と小行列式の和公式（定理 3.4)により，

1 
[m + n + l]~/2-1 L亭 (u)料（エ） ＝ Pf(TAAT勺，

入c(m門
△（の）

[m + n + l]~/2-1 L亭 (u)so入＋（砂）（の） ＝ 1 
△引x)
Pf(T9AT9) 

入c(m門

となることがわかる．

次に，交代行列 TAA7A,T?A閉？の成分を具体的に計算する．変数 X= (x1,..., Xn), 

a=(a1,---,an)に対して， n次正方行列 wn(x;a)を

W宜；a)=（叶―l+a江戸）
1<:::i,j<:::n 

とおいて定義する．すると，直接計算により次の補題を確かめることができる．

補題 3.5.正整数 M に対して，

0こ苫こM[M=＋1 -j]心ー伽[i+1]u det (：：::） 
u(M-l)/2(1-x)(l -y)(l -u)(u -x)(u -y)(l -ux)(l -uy) 

(15) 

detW刊x,Y, u; -xM+2, -yM+2, -uM+2) 
X 

1-xy 
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区
砂／2+a-X―(i+1/2+a）四＋1/2+a_ X―(j+l/2+a) 

O<:'.i<j<:'.M 
[M + I -j],1/-i],[i+ 1 ]. det (::十1/2+a-y―(i十1/2+a) yJ+1/2+a -y―(J+1/2+a)) 

u(M-l)/2xM+l/2+ayM+l/2+a(l -x)(l -y)(l -u)(u -x)(u -y)(l -ux)(l -uy) 

detW予，y;-xM+1+2a, -yM+H2a) det W予，Y,u; -xM+2, -yM+2, -uM+2) 
X 

(y -x)(l -xy) 

以上をまとめると，定理 2.1(8), (9)の右辺を次のように 1つのパフィアンで表すこと

ができる．

命題 3.6.正の偶数 nと非負整数 m に対して，

[m + n + l]~/2-1 L c¥m¥u) s心）
入c(mり

ー ー

△位）u(m+n-2)/2-n/2(1-u)n/2-1 IT?=i(l -xi)(u -x』(1-XiU) 

xPf(~旱， XJ,u; -X-+n+1, -XT+n+1, -Um+n+1) 

1一叫XJ )戸，Jこn, (16) 

[m + n + l]~/2-1 L叫）S02n+1(,¥;x)
入c(mn)

1 (-l)n/2 

叫）記＋n-2)/2-n/2(1_ u)n/2-1 TI~i 叶n+n-l/2+aTI7=l (l一叩）（u-叩）（1-叫u)

detW贔，巧；ーxf+n+2a,-x↑+n+2a) 

X Pf ( xdet町（叩，x［ごご1n＋ーニ:+n+1,-Um+n+1)）/n  (17) 
3.3 ステップ 3

最後に，命題 3.6(16), (17)の右辺に現れたパフィアンを行列式の形に書き換え，奇数

次直交指標を用いて表示する．そのために次の定理を用いる．

定理 3.7. （石川—岡田—田川—Zeng [4, Theorem 1.1 (d)]) nを正の偶数とし， P,qを非負

整数とする．変数

の＝（X1,...,xn), a=(a1,...,an), b=(b1,...,bn), 

z=(z1,...,zp), c=(c1,...,cp), w=(w1,...,wq), d=(d1,...,dq), 

に対して，

Pf ( 
(x]―叩）（1-己））臼j<:'.n
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1 
= det町 (z;ct/2-1 <let Wq (w; dt/2-1 

rrピi<j:c;n 匂—叩）（1 -叫巧）

X detwn+p（の，z;a, c) <let wn+q(x, w; b, d). 

特に， p= 0, q = lの場合を考えると，

Pf (detw箪，巧；a凸）detw贔，XJ,W;b2,bJ,d)

(xJ―叫（1-己））国j:c;n
1 

= ~ <let W1(w; dt/2-1 <let W宜；a)<let wn+i(x, w; b, d). 
rr区i<j:c;n匂— Xi)(l -Xi巧）

(18) 

さらに， a1=... =an= 0を代入すると， detWn（の；o)= IT四 <j'.on匂ー叩）だから，

Pf (detw贔，XJ,W;b2,bJ,d)

~) 1:c;i,j:c;n 
1 

<let W1(w; dt/2-1 <let wn+1(x, w; b, d). (19) 
rrい <j:c;n(l-Xi巧）

以上を用いると，定理 2.1の証明を完成させることができる．

定理 2.1の証明．奇数次直交指標の定義 (2)と行列 wn(x;a)の定義 (15)を比較すると，

n n 

detW宜；一炉＋n)= IT x[Il(l一叫） IT (xj―Xi)(l -Xi巧）．S02n+l(（戸）；x)
i=l i=l l'.'::i<j'.'::n 

と表されることがわかる．ここで，ーx2r+n= (-x『r+n'...'-x;,r+n)である．また，

det W1(u; -um+n+l) 
[m+n+ l]u = u -(m+n)/2. 

1 -U 

である．これらの関係式に注意すると，（a)は，（19)において bi=-xf+2r+l (1:::;i:::;n), 

W = u, d = -un+2r+lと特殊化したものを用いて，（16)の右辺を書き直すことによって

得られる．また，（b)は，（18)において ai= -xf+2s, bi= -xf+2r+1 (1 :::; i:::; n), w = u, 
d = -un+2r+lと特殊化したものを用いて，（17)の右辺を変形することによって得られ

る ．ロ

4 関連する結果

最後に，関連する結果をいくつか紹介する．

本稿では，奇数次直交指標の場合を扱ったが，斜交指標など他の古典型 Lie代数の概長

方形型指標についても同様の結果が得られる．長さ n以下の分割入に対して，

det（吟J+n+l-j_ X：的＋n+l-j))
sp2n（入；x)=

1:::;i,j<n 

det (x~+l-j -x;(n+l-j)) 
1:::;i,j・:::;n



93

とおき，斜交指標 (symplecticcharacter)と呼ぶ斜交指標 sp2n（入；x)は，斜交 Lie代数

亨＝sp2n(C）の入戸1＋・・・十入冦nを最高ウェイトとする既約表現 Vsp2n（入）の指標であ

る．非負整数a,b （ただし a~b とする）に対して

〈a,b〉u=｛［： □ :)~2;~:~::: !:: :カロニ］：：:::力｀てあるとき）
[(a -b)/2]u2 (a, bがともに奇数であるとき）

とおき，分割入 C(mりに対して

亭 (u)=〈m，入山〈ふ，入か・..〈入n-1,入n〉u囚，0〉u

と定義する．このとき，

定理 4.1. (a)非負整数 rに対して，

SP2n+2((rn+l); xi,..., Xn, u) = (x1 ・ ・ ・%）→区亭(u)叫 1,・ ・ ・, Xn)-
入c((2r)門

(b)非負整数 r,s（ただし r-S: sとする）に対して，

SP2n+2((rn+l); XI,・・・, Xか u)・Sp叫（妍）；XI,...,Xn)

= L 亭 (u)spい＋（s-r）叫XI,・・・,Xn)-
入c((2r)門

偶数 m=2rと分割入 c（戸）に対して，

r 

亭 (u)＝と心 [r-p+1]炉
p=O 

と展開して，係数 di~;) E Zを定義する．このとき，
系 4.2. (a)非負整数 rとp:=; rとなる非負整数 pに対して，

Sp叫 (rn-1,r-p)；尤） ＝ （Xl ・ ・ ・％）―r •こ心s心）．
入c((2r)り

(b)非負整数 r,s（ただし r:=; s) とp:=; rとなる非負整数pに対して，

sp叫 (rn-1,r -p)；尤）． sp2n(s叫x)= L 心spい＋（s-r）叫x).
入c((2r)門

(c)係数 d(2r)
入，p は，次の 4条件 (i),(ii), (iii), (iv)をみたす長さ n+l以下の分割μの

個数に等しい：

(i) μ／入は水平帯である．

(ii) lμI -|入|＝2r-p. 

(iii) μ1,..., μn+l Iますべて偶数である．
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(iv) μ1 = 2rであり，

μi + 2μ2 + ・ ・ ・ + 2μi-1 + μi ~ 2入1+ ・・・+2入i-1 (2 S i S n + 1). 

注意 Krattenthaler[7]は，その論文の Remark2, 3において Theorem2, 3の議論を修

正することで系 4.2の場合の公式を導くことができると書いているが，具体的な公式自体

は与えていない．

第 2節では，主定理（定理 2.1)の帰結として (12)式で，概長方形型既約指標を部分

代数に制限したときの重複度とテンソル積の分解における重複度が一致することを見た．

この重複度の一致は，次のようにより一般の分割に対しても成り立っ．

定理 4.3. (1)非負整数あるいは正の半整数 rと， μ1Srとなる分割あるいは半整数分

割μが与えられたとき，長さ n以下の任意の分割入に対して，

［怜[n(（戸）） R Res;：：n+1 V502n+1(μ) ：以（入）］
= [V502n+1( (rng;>® ½02n+l (μ) : ½02n+l （入）］．

502n+l 

(2)非負整数 rと， μ1::; rとなる分割μが与えられたとき，長さ n以下の任意の分割

入に対して，

［以（（戸））RRes;j~n v;呼2n(μ)：以（入）］

=g[nvsp2n(（戸）） R Vsp2n(μ) ： V5p2n（入）］．
SP2n 

この定理の小行列式の和公式を用いた証明は，重複度のある種の母関数が共通のパフィ

アンで表されることを示すことによってなされる．なお，この定理は， Littelmann[8, 

Decomopsition rule, Branching rule]が与えた Lakshmibai-Seshadripathsによる重複度

の公式からも容易に従う．また， Kingらの結果 [6,(3.7)], [1, (6.9)］を用いて証明するこ

ともできる．

小行列式の和公式を用いた手法は，直接表現論と関係しない場合にも適用できる．つ

まり，異なる系列に属する古典型 Lie代数の既約指標を変数 ”1,．．．心nに関する対称な
Laurent多項式とみて，その積を分解する公式を与えることができる．例えば，次のよう

な定理を証明することができる．

定理 4.4.整数 r,s（ただし 0< r ::=; s)に対して，

02n+2((rn+l);x1,...,xn,u) ・ Spい（炉）；Xl,・・・,Xn)

= L (ur-c（入）十U―r+c（入）） sp2n（入＋（s-r）叫Xl,・・・,Xn),
入c((2r)り

SP2n+2(((r -l)n+l); X1,..., Xn, u) ・ 02n(((s + lr); X1,..., Xn) ・ (u -U―1) 

=(-l)n L (ur-c(入)-U―r+c（入）） sp2n（入＋（s-r）叫x1,...,xn)-
入c((2r)り
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ここで， 02n（入；x)は

det（吟1+n-j+ X,-（ふ十n-j))1 <i.i<n r 2 
叫入；x）＝ det (x戸＋ x2- （n-J)) 区~x{: （入n>Oのとき）

（入n=Oのとき）

によって与えられる偶数次直交指標であり， c（入）は入の Young固形における長さ奇数の

列の個数である．

この定理は，台形の枠 (2n,2n -2,..., 4, 2)をもつある種の変形平面分割の数え上げ問

題に応用できる．

参考文献

[1] G. R. E. Black, R. C. King, and B. G. Wybourne, Kronecker products for compact 

sernisirnple Lie groups, J. Phys. A 16 (1983), 1555-1589. 

[2] J. Hong and 8.-J. Kang, "Introduction to Quantum Groups and Crystal Bases", 

Grad. Stud. Math. 42, Arner. Math. Soc., 2002 

[3]石川雅雄，岡田聡一，行列式・パフィアンに関する等式とその表現論，組合せ論へ

の応用，数学 62(2010), 85-114. 

[4] M. Ishikawa, S. Okada, H. Tagawa and J. Zeng, Generalizations of Cauchy's deter-

rninant and Schur's Pfaffian, Adv. in Appl. Math. 36 (2006), 251-287. 

[5] M. Ishikawa and M. Wakayama, Minor summation formula of Pfaffians, Linear and 

Multilinear Algebra, 39 (1995), 285-305. 

[6] R. C. King, Kronecker products of representations of exceptional Lie groups, J. 

Phys. A 14 (1981) 77-83. 

[7] C. Krattenthaler, Identities for classical group characters of nearly rectangular 

shape, J. Algebra 209 (1998), 1-64. 

[8] P. Littelmann, A Littlewood-Richardson rule for symmetrizable Kae-Moody alge-

bras, Invent. Math. 116 (1994), 329-346. 

[9] I. G. Macdonald, "Symmetric Functions and Hall Polynomials, 2nd ed.", Oxford 

Univ. Press, 1995. 

[10] S. Okada, Applications of minor summation formulas to rectangular-shaped repre-

sentations of classical group, J. Algebra 205 (1998), 337-367. 

[11] S. Okada, Intermediate symplectic characters and shifted plane partitions of shifted 

double staircase shape, Combinatorial Theory 1 (2021), # 10. 



96

[12] R. A. Proctor, Shifted plane partitions of trapezoidal shape, Proc. Amer. Math. 

Soc. 89 (1983), 553-559. 

[13] R. A. Proctor, New symmetric plane partition identities from invariant theory work 

of De Concini and Procesi, European J. Combin. 11 (1990), 289-300. 


