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1 導入

3D reflection maps from tetrahedron maps 
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RIMS研究集会「組合せ論的表現論および関連分野との連携」において，四面体方程式の集合論

的解を用いて 3次元反射方程式の集合論的解を得る方法，およびその応用に関する結果[1]につい
て講演させていただいた．ここで，四面体方程式ならびに 3次元反射方程式とは， 2+1次元におけ

る弦の運動を考えた際，その散乱振幅が衝突の順序に依らないことを要請して得られる方程式であ

り，それぞれYang-Baxter方程式と反射方程式の 3次元における類似物である．［1］や講演におい

ては固を用いた視覚的な説明を強調したが，本稿はその補遺として，主定理のほぼself-contained

なdetailed(minimum) proofを紹介する．

2 準備

主定理を述べるための準備として，いくつか定義を行う．以下ではXを任意の集合とする．

定義 2.1.R: X3→炉が炉上の四面体方程式

R245R135R126R346 =R346R126R135R245, (1) 

を満たすとき， Rをtetrahedronmapと呼ぶ．ここで，添字は非自明に作用する集合のラベルを

表す．

定義 2.2.R: X3→炉を tetrahedronmapとする． T:炉→炉を

T = R245R135R126R346, (2) 

により定義するとき， Tをtetrahedralcompositeと呼ぶ．

定義 2.3.R: X3→炉を tetrahedronmapとする． J:x4→ x4が炉上の 3次元反射方程式

R4sgJ 3579R259R25sJ 161sJ 1234R455 = R455J 1234J rn1sR25sR259J 3579R4sg, (3) 

を満たすとき， Jを3Dreflection mapと呼ぶ．

Ye炉を Y= {(xl,"'五） 1四＝叩，咋＝叫により定める．また，灼から Yへの埋

め込みの： x4→ Y,およびYから x4への射影 cp:y→炉を，それぞれの(x1心2心3心4)= 

(x1,x2心2心3,x4, x4), cp(x1, x2心2心3心4,x4) = (x1，四，叩，x4)とする．
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定義 2.4.R: X3→炉を tetrahedronmap, Tを対応する tetrahedralcompositeとする． Tが

xEY⇒ T(x) E Y, 

を満たすとき， Rをboundarizableと呼ぶ． Rがboundarizableのとき， J:X4→ x4を

J(x) = r.p(T（の（叫）），

により定義し， JをRのboundarizationと呼ぶ．

3 定理

以上の準備の下で，以下が成り立つ．

(4) 

(5) 

定理 3.1.R:炉→炉を R2= id, R123 = R321を満たす boundarizableなtetrahedronmapと

する．また， J:X4→炉を対応する boundarizationとする．このとき， R,Jは3次元反射方程

式 {3)を満たす．

すなわち，一般に定理3.1の条件を満たすtetrahedronmapに対して (5)を計算することで， 3D

reflection mapを得ることができる．ここで， R2= id, R123 = R321という条件は証明で用いら
れる以下の補題に由来するものである．

補題 3.2.R:炉→炉を記＝ id,R123 = Ra21を満たす tetrahedronmapとする．このとき，
x15上で以下の方程式

が成り立っ．

(R4sgR4sg) (R579R3g9R359Rg79) (R259R妨9)(R258R却i)

X (R57gR15sR15sR678) (R234R泣4R124R234)(R455R455) 

= (R455R455)(R2a4R124R124R234)(~1sRrnsR頂8R678)

X (R25sR25s) (R259R259) (R579R359R359R579) (R4ggR489), 

(6) 

補題3.2は四面体方程式およびR2= id, R123 = R321を繰り返し用いることで得られる．詳細な

式変形については [I,Appendix A]を参照．（6)において，集合のラベルは 1,・ ・ ・, 9と2,4,5,6,8,9
で与えられており， I,3,7が存在しないことに注意する．

4 証明

定理3.1の証明を行う．まず， Rに対応する tetrahedralcomposite Tを用いて (6)を

(R4s9R4sg)T 35579g(R259R259) (R21,sR25s)T 1667ssT 122344 (R455R45fi) 

= (R456R455)T 122344T 166788 (R25sR25s) (R259R259)T 355799 (R4s9R4sg), 
(7) 

と書けることに注目し，作用させる空間を制限することを考える．（7）の集合の順序を

1 --<..・ペ 9ぺ2ぺiぺ5ぺ6ぺ8ぺ9, (8) 
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とする．また， xgから X18への埋め込みを a:X9→ X18, a（尤） ＝ （x,x)（ぉ EXりとし，炉の
1,3,7番目を取り除く射影をfJ:xg→ X見f}(x1,・ ・ ・,xg) = (x2心4心5心6心8,xg）とする．このと
き，（7)の両辺に右から (idx f})aを掛けることで

(R4s9R4sg)T 35579g(R25gR259)(R2r;sR2ss)T 1667ssT 122344 (R455R455) (id X(3）a 

= (R455R455) T 122344 T 166788 (R25sR2ss) (R259R259)T 355799 (R4ggR4sg) (id x(3）a, 
(9) 

が成り立つが， Rがboundarizableで(4)が成り立つことから，（9)における Tは(5)を用いて

(R4sgR固）（の 0JO 1.p)s55799(R259R259)(R25sR25s) 

x (¢ 0 JO cp)1551ss(¢ 0 JO'Ph22344(R455R4s6)(id x f3)a 

= (R4s6R45討(¢o Jo ¢)122344(¢o J o cp)166788 

X (R25sR25s)(R259R269)(¢ o Joゃ）3557gg(R4ggR4sg)(idx f3)a, 

と書き直すことができる．

次に，作用した後の像を拡大することを考える．（idx f3)aによる xgの像を ZC X15として，

'Y: z→X18をry(idx f3)a = aにより定める．すなわち， 7はf3によって取り除かれた成分を復
元する写像である．このとき，（10)の両辺の像がzに属することに注意して，左から 7を掛ける
ことで

(10) 

7(R4sgR489)(¢ o Joゃ）355799(R269R26g)（R258R258)

X (¢ o Jo'P)166788(¢ o Jo'Ph22344(R455R456)(id X/3）a 

= 7(R456R45財(¢ 0 JO ({))122344(¢ 0 JO'P)166788 

x (R25sR2r,s)(R259R259)(¢ 0 JO'Ph55799(R;rngR4sg)(id x/3）a, 

が成り立つ．ここで，（11)の像は1--<...--< 9--< I--<... --< 9の順序の 1,...,9, I,..., 9によりラ
ベル付けされているとする． p豆： X18→X18をi，註成分の互換とする．このとき Z→X18上にお
いて， 7(R4sgR4sg)= (R4sgR4sg)'Yおよび7(¢ 0 JO'Ph22344 = J3579J357釘＝ P55p，叫3579J357釘
などが成り立つことに注意すれば，（11)は

(11) 

(R48gR48§)（P55伽 J3579J3579)(R259R259)(R2ssR2ss)

x (P66p88J1678Ji678)（P2サ泊J1234Ji234)（R456R456),(idx f3)a 

= (R4s6RJ:s引（厖P4叫1234Jr四）（P6江叫1678ふ諏）

X (R25sR2ss)(R祁9R26§)（P55p，叫3579J3579)(R;;ig9R4sg),(idx f3)a, 

と書き直せることがわかる．両辺の Paを打ち消し合い， ,(idx f3)a = aであることを用いれば

(12) 

(R4s9R4s9) (J 3579J 3579) (R259R259) (R2ssR25s) (J 1678J I諏）（J1234Jr四）（R455R4s6)a

= (R4s6R躙）（J1234Jy四）（J157sJms) (R2ssR25s) (R259R259)(J3579J 3579)(R祁9R4sg)a,

が得られる．（13)は求める 3次元反射方程式の直積であるため，以上で定理が示された．

(13) 

口
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