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結晶およびアフィンAll型 t量子群を用いた反射方程式の解

大阪市立大学大学院理学研究科数物系専攻前期博士課程 1年草野浩虎

HIROTO KUSANO 
MATHMATICS & PHYSICS, GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE, OSAKA CITY UNIVERSITY 

1.概要

本稿はR1MS共同研究「組合せ論的表現論および関連分野との連携」での筆者による講演内容をまとめ
たものである。対称テンソル表現における A認＿1型 t量子群に付随する反射方程式の解を与える。さらにパ
ラメータを適切に与えることで量子k行列が量子パラメータ qに依存せず決まり、 [8]で与えられた q=O
における解と一致することを確かめる。

2.導入

反射方程式は数理物理学に現れる方程式で、 R行列およびK行列と呼ばれる 2つの線形写像により構成
される。これらを量了•群の表現論の枠で考えるとき、パ且f群と呼ばれる量了•群の部分代数を考える必要が
ある。 t量子群はDynkin図形のある種の一般化である佐武図形で分類されることが知られていて、ここで

は特にアフィン AII型の時に対応する反射方程式の解を与える。
量子群の表現論に現れる量子パラメータ qについて 0に極限をとることで結晶基底の理論が考えられる

が、 R行列、 K行列において同様の操作をすることで組合せR、Kを考えることができる。これらはヤン
グタブローなど様々な組合せ論的対象に操作を与えるため、様々な応用が期待される。実際、今回与える

k行列を q=Oで考えると [8]で与えられた操作と一致する。
最後に、今回は対称テンソル表現を考えるが、表現によらずに決まる普遍K行列を紹介する。これは帰
納式で一意に決まるが具体型を求めることが困難である。この普遍k行列を求めることで様々な表現に応

用可能になるため、 q=Oの極限をとることで組合せ論への応用が期待される。

3.結晶Blを用いた反射方程式の解

結晶 Bl」料を、量子群 Uq(A~り 1) の l 階対称テンソル表現に対応する結晶とその双対とする。すなわち、
凡，B(は空でない集合

Bz = B(= {x= (xi,--・,xn) E (Z::,:o)n I X1 +---+xn = l} 

で、次の写像を共に考える。 (Bは比またはB(を表す）

6』 :B→BU{O}, 
年 'Pi:B→Zu{-oo}, 
wt:B→A 

ここでiE Znであり、 Aはウェイト格子を表す。 Bz(resp, B()の元は、文字が 1，・・・，nで型が1x l (resp, 
(n -l) x l)の半標準盤と同一視できる。より詳しく、凡の場合Xiはiでラベルされた箱の数、 B(の場
合xバいを含まない列の数を表す。

例 1.l=4,n=4の場合：

(2, 0, 1, 1) E B4 +------+ ITI:!I!IIJ, (1, 0, 2, 1) EB;{←→ 

柏原作用素五jt: Bl →BzU{O}または B(→B(U{O} (i E Zn)は次のように与えられる：

(e凸＝巧＋知ーも，i＋1,（J凸＝ Xj―か＋も，叶1 for x E B1 
(e;X)j = Xj―加＋も，9十1,（J心）］ ＝Xj +知ーも，t＋1 for X E B[ 

これにより、ら(x):= max{k E Z::,:o I efx-=/= O}、 叫x):= max{k E Z::,:o I J,，kx-=/=0}は次で与えられる：

ら(x)= x;+1, <p;(x)＝叩 forX E Bl 

叫x)= Xi'<p;(x) = Xi+l for XE B( 
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スペクトルパラメータ zE (Ql(q)を用いて、幼，B('のアフィン化を次で定める：

Aff(Bz) = {zdx Ix E Bz,d E Z} 

Af f(Bil = {zdx Ix E B(',d E Z} 

Bl，的と同様に Aff(Bz)、Aff(B('）にも以下で定まる結晶構造を持つ：

ら(zdx)= zd十ふ，0(e;x),];(zdx) = zd-J,,0(:/;x) for i E Zn,x E Bz or Bt 

xEB,yEB'に対し、エネルギー関数H(x<Zly)が次の式で加法帰納的に与えられる：

H(x <Z1 y) + 1 if i = 0,やo(x)~ Eo(y), <po(fJ) ~ Eo（元）
H(6,（XRy)） ＝ ｛ H(x Ry)-1 ifi = 0,'Po(x) ＜ eo(y)，疇） ＜ eo(i) 

H(x<Zly) otherwise 

ここで、 X⑭y→ fj⑭元は古典組合せRR:B<ZiB'→ B'⑭Bによる像とする。
組合せ R:Af f(B)⑭Aff(B'）→ Af f (B') <ZI Af f (B)を、 zdx<ZIがY>-+ ze+H(xRy)fj <ZI zd-H(xRy)るに

より定める。凡またはB('の元x,yとiEJに対し、

k-1 n 

Pi(x,y) = min{x;+1,Y;+i}, Q;(x, y) = min{LXi+j + L 如 J| 1 s k s n} 
j=l j=k+l 

とする。ここで、次の3つの組合せRを考える：

{ R:Aff(B峠 Aff(B』→ Aff(B叫 RAff(Bl)，
H(x⑧y) = -Qo(x,y),ふ＝ Xi+Qi(x, y) -Qi-1(x, y), Yi =Yi+ Qi-1 (x, y) -Qi(x, y) 

｛か： Aff(B〇⑭Aff(B羞）→ Aff(B孟）幻Aff(Bl)，
H(x<Zly) = -Po(x,y)，xi =xi+ Pi(x, y) -Pi-1 (x, y), Yi =Yi+ Pi(x, y) -Pi-1(x, y) 

｛砂： Aff(B[）忍Aff(B羞）→ Aff(B羞）急Aff(B[），
H(x⑧y) = -Qo(Y,X)，ふ＝叫＋Qi-1(y,x)-Qi(y,x), Yi= Yi+ Q;(y,x)-Q;-1(y,x) 

これらの組合せRはYang-B邸 ter方程式を満たす：

(1<Z1R)(R<Z11)(1 <Z1 R) = (R <Z11)(1⑧R)(R<Zi 1) 

(1<Z1R)(Rv<Z11)(1 <Z1 Rり＝（Rv<Zil)(l<ZIRり(R⑭ 1)
(1 <ZIRり(Rv<Z11)(1 <Z1 Rvv) = (Rvv <Z11)(1 <Z1 Rり(RV<Z11) 
(1 <ZI Rvv)(Rvv <ZI 1)(1 <ZI Rvv) = (Rvv <ZI 1)(1 <ZI Rvv)(Rvv <ZI 1) 

組合せk を、次で定める：

K: Af f(B1) → Aff(Bil 
砂x —+z―d+I(x)r.(x), 

Kv: Aff(Bil f------+ Aff(Bリ
砂x —+z―d-I(x)r.(x).

ここで、 (k,I)のペアを次の 3つで考える：

{ k(x) ＝ Rotateleft(x) ＝ （四，X3,.,.，□ 1)
I(x) = -x1 for any n 

｛叫x)＝ Switch叫） ＝ （X□3,X2,X□4, ・ ・ ・,x1) 
I(x) = Xn -x1 for even n 

｛氏~:j:gwitch12(x) = (x2, x1叫 3,...,Xn心n-1)
I(x) = 0 for even n 

さらに応およびK{を次で定める：

応 (zdx0 zey) = zdx 0 K(zey) 

k『(zdx⑳zey)= KV (zdx) 0 zey 

ここで、 K2およびK{が作用していない成分はAff(B)またはAff(Bりのどちらかとする。
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定理 2.([8]）次の組合せ論的反射方程式が成り立つ。

応 RV応 R=Rvv応 RVK2,

k『RvK;'Rvv = RK;'Rv K『

4. A盟ー1型量子群

n ?: 2とする。 U＝広（A盟＿1)をDrinfeldー神保の意味でのA盟＿1型鼠子群とする。 すなわち、 Uは
生成元を ei,f;,k円(iE Z2n)とし、以下の関係式を満たすHopf代数とする。

k;k-;1 = k-;1ki = 1, [k;,柘］ ＝0, k;eik□ =qa'1ei, kふ炉＝q―a,ifj, [e;,fj] =O;j ki-k戸q-q-1, 
1-a, l-a93 
と（一1)ue;1-a”―v)ej亭＝0, こ(-1)ufi1-a23-V)fJ炉＝0(if=j) 
v=O ッ＝0

(V) （V) 
ただし、 et!=叱／［v]!,Jti= /[/[v]!, [m]! = I1:;"=1[j],ll;j = 26;,j―ふ，j+l-rSi,j-1とする。 U はHopf代
数なので余積△：U→u0uを考えることができる。ここでは以下で与えられる余積を用いる：

△(k;り＝ K戸⑳k戸，△（e;)= e; Q9 l + ki⑭ ei，△（f』＝ft R ki-1 + 1 R f, 

スペクトルパラメータ XE(Q)(q)と正の整数lに対し、 2つのUの既約表現

叫： U→ End（応）， Vi,x= E9 (Q)(q)va 
aEB, 

元,:u→ End（兄），兄＝ ④ IQl(q)v~ 
aEB, 

を考える。これらの表現における Uの生成元の作用は次で与えられる：

e;v" = x0<,0 [a叫 Va+c,叫 1 e,v; ＝ Xi5t,0 [mlv;_g十ら＋1
f心＝X―ふ，0［叫Va-€2 十c;+1 f心＝ X―ふ，0[a;+1]V；和—Ci+1
k倅＝qa,-a叶 1Va, k;v~ = q―a,+a,十lV~

ここで、€，は i 番目の標準基底を表す。 M，ェは l 階対称テンソル表現と呼ばれる。
3つの量子R行列R,R*,R*＊を次のintertwining関係式で定める：

{ R(x/y) ： M,ぉRVm,y→ Vm,y砂，”’
(1rm,y⑳叩，砂△(u)R(x/y)= R(x/y)（町，X Q91fm,y)△(u) 

｛応(x/y)： Wx RVm,y → Vm,y R凰
(1rm,yR1r「,x)△(u)R*(x/y)= R*(x/y)(ni,x R7rm,y)△(u) 

｛応(x/y）：兄心，y→は，y＠凰
（T土yRT[,x)△(u)R**(x/y) = R**(x/y)（吋，の⑭元五）△（u)

ここで、 uEV.U'をUの右余イデアル部分代数とする、すなわち△(U')c U'@ Uを満たすとする。量
子k行列を、線形写像K(x):Vi，ェ→ M:x-1で次を満たすものとする。

K(x)町，x(a)= Irz,x-i(a)K(x) for any a EU' 

我々の目的は、結晶化することでSwitchに対応する量子反射方程式の解を与える、すなわち Uの適切な
右余イデアル部分代数U'を与えることである。ここで用いるのが t量子群である。

注意 3.lotateleftに対応する量子K行列は[9]で与えられている。
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5. i量子群

t量子群を定めるために以下セッティングを行う。 g を捻れのないA型アフィンリー代数とし、(~,{h;};EI,｛叩｝iEI)
を対称化可能一般化Cartan行列A=(a;,J)i,jEIの最小実現とする。すなわち、 hをgのカルタン部分代数
とし、の(h;)=a;,］を満たすとする。 XをIの有限型部分集合とし、 2p没をXに対応する正コルートたち
の和とする。 Wxをワイル群W のXに対応する放物型部分群とし、 wxをその最長元とする。次のIの部
分集合を定める：

Aut(A,X) = {T: J→JI T(X) = X,ai,j = aT(i),T(j) for all i,j EI} 

TE Aut(A,X)かつ以下の条件を満たすとき、 (X,T)をadmissibleペアと呼ぶ：

1:召＝idI 
2: TとーwxのXへの作用が一致する
3: j E I¥XかつT(j)= jのとき、巧(p没） EZ

admissibleペアは佐武圏形と呼ばれる図形を用いて分類することが可能である。簡単な佐武図形の場合、元
のDynkin図形に加え有限型集合Xに対応する頂点を黒色に識別する。

例 4.(1) AI型： （I,X,T) = ({0,1,・・・,n-1},0,id) 

二
2 n-2 n-1 

(2) All型： （I,X,T) = ({0,1,..,,2n -l},{1,3,..,,2n -1},id)または (I,X,T)= ({0,1,...,2n -
1}, {O, 2,.. ・, 2n -2}, id) 

こニ
2n-2 2n-1 2n -a 2n -1 

写像 E)= -Wx  OT: I)*→かをT(ai)=年（i)により定める。 Qを{a,}9EIで生成されるルート格子と

し、びを E)で固定される Qの部分格子とする。さらにU＆を全ての似(μ E Qe)で生成される代数とし、
Mxをeぃf;,k;1(iEX)で生成される島(g)の部分代数とする。写像s:I→ {Q)(q)Xを以下を満たすもの
とする。

s(i)=l ifiEXorT(i)=i 

s(i) = (-1)"'•(2P1)s(T(i)) if i (/4 X and T(i)-=/ i 

Ti(= T::1 ([12]））を量子群広(g)と可積分広(g)加群上の Lusztig自己同型とし、任意の最短表示w=
Si, ・・・Sik E wに対しwell-definedな元Tw:=Ti,,．．几を定める。さらに以下の3つの集合を定める：

I'= { i E I ¥ X I T(i) = i and ai,j = 0 for all j E X} 

C = {c E ({Q)(q)x)ハXIC;= CT(i) if T(i)-=I i皿 d(a;, El(ai)) = O} 
S = {s E ({Q)(q))1¥X I Sj-=/ 0⇒ (j EI'and a;,j E -2匹ofor all i E I'¥ {j}) } 

定義 5.(X,T)をadmissibleペアとし、 C€C、 S €S とする。パは子群 U' は、 Mx, Uふ

b; = f; -e;s(T(i))Twx (e7(i))炉＋s;k:;1for all i E I¥ X 

で生成される％（g）の部分代数である。

定理 6.i量子群びは馬(g)の右余イデアル部分代数である。すなわち、△(U')c U'<Z1 Uq(g)が成り立つ。

具体的にAII型 t量子群u;について見ていく。 e= 0, 1、X:= {1 + e, 3 + e, ・ ・ ・, 2n -1 + e}とすると
き、開はei,fi,k戸(iEX), bi= Ji -'YiT;-1T;+1(e;)k:;1 (i EI¥ X)で生成される Uq(g)の部分代数であ
る。ここで、 'Yi:= e;s(i)とした。び（c)をa€凡の置換で、 i= E: (mod 2)のとき °'i-1とmを入れ替える
ものとする。
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定理 7.([10])切に対応する量子K行列がrrjEI。乃＝ （一q)nの時に限りスカラー倍を除き一意に決まり、

次で与えられる：

K(x)va = Xe(a1-ao) 
II 

(-q―1叫―立＝1十Ca’v:C(a) 
J=s,2+s,…，2n-2+s 

定理 8.([10]）量子反射方程式

k心）R*((xy)-1)粕 (y)R(xy―1)

= R**(xy―1)氏 (y)R*((xy)―l)K心）

が線形写像Vi,x<SI Vm,y→V* l,x-1 R V* m,y-1 として成り立つ。

"/j = -q (j EI。）とすることで K(x)va= xe(a,-ao)v; となる。この式により、 E= 0, lのとき、量
が (a)

子k行列はそれぞれI(a)= o,,,.(a) = Switch12(a)とI(a)= ao -0:1，li(a) = Switchい(a)を用いた組合
わせKに対応する。理論上量子k行列から組合せkを得るには結晶化 (q→O)が必要だが、今の場合は
必要ない。

6.普遍K行列

普遍k行列は表現によらず定まり、具体的に求めることは重要な問題の 1つである。普遍k行列を構
成する要素の最も重要な 1つに quasiK行列がある。ここではquasiK行列の構成法を述べていく。バー
対合― :Uq(g)--+ Uq(g)はQ代数自己同型であり次で定まる：＿ 

丙＝ e;,f;=f;, k;=k― ;・'『＝ q―万 forall i E I and some d E Z 

2pxをXに対応する正ルートの和とし、パラメータ (ci)iEI¥XECに次の条件を課す：

叫） ＝q(a,,e(a,)-2px)e; for all i EI¥ X 

このとき、以下で定まる Q代数自己同型―':U'--+ U’ が存在する：

元＇＝元 forall x E MxU:ふ尉＝ b;for all i E I ¥ X 

定理 9.パラメータ (si)iEI¥XESに次の条件を課す：

函＝ s;for all i E I ¥ X 

このとき、一意に定まる元疋＝ I:μEQ＋知 ETIμEQ+ u:，疋。＝ 1，和 EU;tであり、量子群店(g)の完備

化において次を満たすものが存在する：

元’疋＝疋元 forall x EU' 

このとき王を quasiK行列と呼ぶ。

任意の iEIに対し、一意に定まる線形写像，r,r;:u+--+ u＋で次を満たすものが存在する：

r;(ej) = 8;,j, r;(xy) = q(a,,v)r;(x) y + x r;(y), ;r(ej) = 8;,j, ;r(xy) = ;r(x)y + q<a,,μ) x ;r(y) 

for any x E u;; and y E U,; 

互いに素な整数diE Z>。に対し、 D= diag(di I i E I)を対称化可能一般化 Cartan行列の対角行列とし、
q; := qd'とおく。

命題 10.quasi K行列の定義式野疋＝王元は次の帰納式と同値である：

爪屯）＝ （q;―炉）（文正9(a,）-a,GS(T(i)）TWx(eT(i)） -5ぷμ-aJ,

tr（況）＝ （q;―qil)(q―（鯰）， a,)c;s(r(i))Twx(e7(i))知＋e(a』-°'i-sぷμ-ai)

for all μ E u+ and all i E I ¥ X. 

この帰納式を解くことで理論上quasiK行列を具体的に求めることができるが、困難な間題でありまだ
あまり求められていない。

定理 11.([5]) g =,s［れまたはX=0のとき、 quasiK行列の明示式が得られる。
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