
116

Polyhedral realizations and extended Young diagrams, Young walls of 

several classical affine types 

金久保有輝（筑波大学数理物質系）

Yuki Kanakubo (Faculty of Pure and Applied Sciences, University of Tsukuba) 

1 イントロダクション

結晶基底は，量子群店(g)やその表現の構造を組み合わせ論的に調べることを可能にするものであり，本
稿で主に扱う結晶基底B(ao)は，量子群Uq(g)の部分代数u-（g)の骨格構造を明らかにするものである
[9, 10, 15]．ここに， gは対称化可能な C上のカッツ・ムーディリー環である．結晶基底は様々な組み合

わせ論的対象で書き表されるが，［17]ではB(ao)をZ00={a=(・・・,a3,a2直1)lakE Z, al= 0, l ≫ O} 
の元で表示する多面体表示が導入された． gの添え字の無限列し＝ （"・, i3, i2，打）を一つ固定すること
で柏原埋め込み並： B(oo)'-+Z戸が定義され，多面体表示はその像として定義される．ここに， Z戸
は，集合zooに，しに付随した結晶構造が定められたものである特に gが有限次元半単純リ一環で，
し＝ （・・・ふV,"',i2土） （（iN," ・,i2ふ）はワイル群 W の最長元の最短表示）である場合， Im（丸）は
string coneと呼ばれる多面錐の整数点の集合と同一視することができる [14].Im（並）の具体形を求め

るというのは自然な問題であり，［2,3, 13, 17]等では，し＝ （ •··,n,···,2,1,n,···,2,1) で， g が有限次元
単純リー環の場合，あるいはいくつかのアファインリー環の場合に，その具体形が求められている．

[5]では， gが古典型の有限次元単純リー環で，しがadaptedという特別な条件を満たす場合を考え，
Im（並）の具体形を表す線形不等式を 1列タブローの言葉で表した 1列タブローは，古典型の有限次元
単純リー環の括本表現に対する結晶括底B(Ar)を表示するのに用いられる [12]．このことから，他のリー
環gに対する Im（並）の具体形も， gの基本表現に関連する組み合わせ論的対象を用いて書き表されるの
ではないか，という予測が立つ．

本稿では， g が A~l八型， Cい心型， A位＿2 型， D炉型のアファインリ一環の場合を考え， Im（並）の具
体形を，［1,7, 8, 16]等で扱われている拡大ヤング図形，ヤング壁といった組み合わせ論的対象を用いて
与えるこれらの対象は，アファイン量子群広(g)の基本表現を組み合わせ論的に実現する際に用いられ
るものである．

2 多面体表示

この節では，結晶基底の多面体表示について紹介する．

2.1 記号

本稿では， g=g(A)を，一般化カルタン行列A=(ai,j)i,jEIに付随する C上の対称化可能なカッツ・ムー
ディリ一環とするここに， I={1,2,・・・,n}である． hをgのカルタン部分代数，｛h，｝9EIを単純コルー
ト，｛a，}9EIを単純ルートの集合とし，〈，〉を， h，h＊のペアリングとする． Pを，｛a，｝9EIを含むウエイト
格子,P+:=｛入 EPI任意のiに対し，〈h;,>.〉 EZ2'.o}, P* = {h E D|〈h,P〉CZ}とする．各iEJに対し，
A;を基本ウエイトとする（つまり， A;（九） ＝ i，J)． 
応(g)をgに付随する量子群， e;,f; (i E J)，叶 (hE P*）をその生成元とする．各入 EP十に対し，
(L（入），B（入））を，最高ウエイト入を持つ可積分既約最高ウエイト加群 V（入）の結晶禁底とする．また， fi
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(i E J)で生成される島(g)の部分代数 U；；（剥の結晶基底を，（L(oo),B(oo))とする．二つの整数m,l

(mさl)に対し，［m,l]:= {m,m+ 1,・・ ·,l-1,l} とするなお， A~り1 型， C~l八型， A認＿2 型， D炉型の
ディンキン図形に対する頂点の番号付けは，以下の通りとする：

n ． 
A(1) • •’、、•1 2 

凰 (n;:::3):_/-~ c此 (n:::> 3):•一•一...—•←•
1 2 n-1 n •"'----•-... -•----"• 

1 2 n-2n-1 

A盟ー2(n;::: 3) ：・~ • • ·—•＝⇒• 
1 2 n-1 n 

2.2 結晶基底B(oo）の多面体表示

多面体表示は，結晶基底の各元を，

D炉(n~ 3): •、'•.．·—•‘•1 2 n-1 n 

Z00 = H-・・,a3,a2,a1)la1 E Z, ak = 0 (k ≫ O)} 

の元で表す表示方法である [17]．多面体表示を構成するには， Iの添え字の無限列 L=(・・・,i3,i2，釘）で，

• ik =J ik+1 (k E Z>o), 

• #{k E Z>olik = j} = oo (Vj EI) 

を満たすものを一つ固定する必要がある例えば， gのランクが3なら，

l = (・ ・ ・, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1) 

と， 3,2,1というワードを無限に繰り返すような無限列や，

l= (・・・,3,1,2,3,2,1,3,1,2,3,2,1) 

と， 3,1,2,3,2,1というワードを無限に繰り返すような無限列など，無数に考えることができる．
このバこ付随した写像並： B(oo)→Z°° を以下のように構成するまず，各iE Jに対し，

Bi:= {(m)ilm E Z} 

とおく．この集合上の写像 E,<p, wtを

•叫(m)』＝が(m);) = -oo (j =Ji), 

• wt((m)i) = mai,ら((m)i)= -m,州（m)i)=m

で定めるまた，柏原作用素をら((m)i)= fj((m);) = 0 (j =Ji), 

・・・(-2)i五 (-l)i~ (O)i ~ (1)i ~(2)i~·-· 

・・(-2)，占 (-l)i占 (O)ij,_ (1)i j,_ (2)i占．．．

で定めると， Biは結晶となる．
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定理 2.1.[11]各iEJに対し，結晶の strictな埋め込み

並： B((X)）YB((X)）RBi

で， UCX)→ UCX)R(O)，となるものがただ一つ存在する．ここに， UCX)はB((X)）の最高ウエイトベクトルで
ある．

この定理を繰り返し使うことで， l= (・ ・ ・, i2，打）の最初のl個の添え字i1,・ ・ ・, i2，紅 EIに対し，結晶
のstrictな埋め込み

虹，…，ぃ：＝（叱， RidR・・・Rid) o ・ ・ ・ o (Wi2 R id) o虹： B((X)）YB((X)）RB;,R・・・RB;2 RB;, 

を定義できる．各bEB((X)）に対し， lEZ：：：1を十分大き<とるとある aい…＇ a1E Z：：：Oが存在して，

虹，…，i1(b) = Uoo⑧ (-a枷R(-a1-1);,_1 R ・ ・ ・ R (-a1)り

という形になるつまり，テンソル積の B((X)）の成分が最高ウエイトベクトルになるこの事実を利用し

て，写像並： B((X)）→ Z戸を，

並(b)= (・・・,O,O,a1,・・・,a1) 

で定めるここで， Z戸は，集合としてはZCX)と同じもので，しに付随した結晶構造が適当に定められたも

のである [17].

定理 2.2.[17]並： B((X)）→ Z戸は，結晶の strictな埋め込みで，叱(u00)= (, ・ ・,0,0,0)を満たすただ
一つのものである．

[17]では， Im（叱）の具体形を計算するアルゴリズムを与えており，その具体形のことを多面体表示と
呼んでいる．

例 2.3.g: A2型，し＝ （...,2,1,2,1,2,1)とするこのとき，（B（CX)）竺）Im（叱） c zCX)の結晶グラフの
一部分は，以下のようになる：

y,0,0  

(..., 0, 0, 1) 

/ 2¥ 
(...,0,0,2) (...,0,1,1) 

／入 /2¥
(..., 0, 

Im（丸）は，かの真部分集合であり，以下のようにいくつかの線形不等式で特徴づけられる：

Im(¥JT,) = {(・..,a3,a2,a1) E z=1a1 ::>: 0, a2 ::>: a3 ::>: 0, ak = 0 (k > 3)}. 

本稿の目的は， gがAい占型，D炉型，A認＿2型，c;,121型の場合を考え， Im（叱）を特徴づける線形不
等式を，拡大ヤング図形やヤング壁といった組み合わせ論的対象で表すことである．次節では，これらの

組み合わせ論的対象について紹介する．

注意 2.4. 以下，記号の簡略化のため， A~l八等のランクを省略して， A(l) のように書くこともある．
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3 組み合わせ論的対象

3.1 拡大ヤング圏形

定義 3.1.[1, 4]拡大ヤング図形 Tとは，数列 (YK)KEZ2。であって，次の条件を満たすもののことをいう：

•任意の k E Z:,oに対し， YkE Z, Yk -<: Yk+lとなっている，

•ある Yoo E Zが存在し， Kが十分大きければ， Yk= Yooとなっている．

拡大ヤング図形(YK)KEZ乏。は，点(k,Yk)と点(k+l，狐）を線で結び，狐 <Yk+lのときは点(k+l,yk)
と点 (k+ l, Yk+l)を線で結ぶことで， JR.:,oX艮<'.y=内のヤング図形として表される．

例） Yo= -3, Y1 = -2,仰＝仰＝ー1,Y4 = 0, Ys = 1,..., Yoo = lは，拡大ヤング図形である．これ
は，次のようにヤング図形で表される：

(0, 1) ・X 

゜-1 
-2 

-3 

-4 

狐<YK+1のとき，点 (k+1，Yk)と(k+ 1, Yk+i)は角になる．

定義 3.2.[4]拡大ヤング図形 (y砂底奏0 に対し，糾く YK+1とするとき，点(k+1，狐）を convexcomer, 
点(k+ 1,Yk+l)をconcavecomerという点 (0,Yo)も

>・ 

、、 ,concave cornerといっ．

上の例では，（1,-3),(2,-2), (4,-1), (5,0)はconvexcorners, (0, -3), (1, -2), (2, -1), (4, 0), (5, 1) 
はconcavecornersである．

定義 3.3.[4, 8] 

(i)写像{1,2,・ ・ ・,n}→{1,2,・・・,n}=Iを

1,2, • • •,n • 1,2,.. •,n 

で定め，これを周期nの写像冗4(1):;}'.;→ {1,2,・・・,n}=Iに拡張する．

(ii)写像{1,2, • • •, 2n -2}--+ ｛1,2, • • •,n} を

1,2,···,n,n+l,••·,2n-2 • 1, 2, • • •, n, n -l, • • •, 2 

で定め，これを周期2n-2の写像 'lrC(l):Z→{1, 2, • • •, n} = Jに拡張する．

(iii)写像{1,2, 3, ・ ・ ・, 2n -1}→{1,2, ・ ・ ・,n}を

1, 2, ・ ・ ・, n, n + 1, ・ ・ ・, 2n -1→1, 2, ・ ・ ・, n, n -1, ・ ・ ・, 2, 1 

で定め，これを周期2n-1の写像 7rA(2) : Z→{1,2，・・・，n}に拡張する．

(iv)写像{1,2, 3, ・ ・ ・, 2n}→{1,2, ・ ・ ・,n}を

1, 2, ・ ・ ・, n, n + 1, n + 2, ・ ・ ・, 2n→1, 2, ・ ・ ・, n, n, n -1, ・ ・ ・, 2, 1 

で定め，これを周期 2nの写像 1TD(2) : Z→{1, 2, • • •, n}に拡張する．



120

3.2 修正された拡大ヤング函形

A(2) 型 C(1）型の不等式を組み合わせ論的に表示するためには，拡大ヤング図形の定義を修正した概2n-2 =, ~n-1 
念を導入する必要がある．

定義 3.4.[6] k E J¥ {1}に対し， REYDA(2J,kを数列 (yt)tEZで，以下の条件を満たすものの集合とする

• t E Zに対し， YtE Z, 

•十分大きな t>O に対し， Yt = kであり，十分小さなt<Oに対し， Yt= k + t, 

• t E Zでk+t争0(mod 2n-1)となるものに対し， Yt+l= Ytまたは Yt+i= Yt + 1となる，

• t E Z>。でk+ t = 0 (mod 2n -1)となるものに対し，狛＋1：：：： Ytとなる，

• t E Zく。でk+t三 0(mod 2n-1)となるものに対し， Yt+l'.":'.Yt + 1となる．

定義 3.5.[6] k E I¥ {1, n}に対し， REYDD(2),kを，数列 (Yt)tEZで，以ドの条件を満たすものの集合と
する：

• t E Zに対し， YtE Z, 

•十分大きな t>O に対し， Yt = kであり，十分小さなt<Oに対し， Yt= k + t, 

• t E Zでk+t羊O,n(mod 2n)となるものに対し， Yt+i=Ytまたは Yt+i= Yt + 1となる，

• t E Z>。でk+ t = 0 or n (mod 2n)となるものに対し，初＋1：：：： Ytとなる，

• t E Zく。でk+t三 0or n (mod 2n)となるものに対し， Yt+i'.":'.Yt + 1となる．

例 3.6.n = 3とするとき， T= (Yt)tEZを次で定義すると， TはREYDAc2),2の元である：

Yl = l + 2 (l'.":'.ー 2),Y-1 =Yo= Y1 = -1, Y2 = Y3 = 0,狛＝ 2(t：：：： 4).

REYDA(2),kや REYDが2),kの元は，拡大ヤング図形の場合と似た方法で，恥 x股::0:kの中に描かれる図形
として表される例えばTは，

-5 -4 -3翌ー1(0, 2) 

ー

T=  

-2 

-3 

と表される．

拡大ヤング図形には， concavecorner, convex cornerという概念が定義されたが， REYDAc2)，如
REYDD(2),kの元にも，それに対応した概念を定義することができる：

定義 3.7.X = A(2)，または X=D(2)とする． T= (Yt)tEZ E REYDx,k, i E Zとする．
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(i) T'=（糾）tEZを，糾＝ Yi-l, Y~ =初 (tf i)を満たす数列とする． T'EREYDx,kであるとき，点
(i, y;)をTの admissiblepointと呼ぶ

(ii) T" = (y『)tEZを，糾'-1= Yi-1 + 1, Y? = Yt (t f i -l)を満たす数列とする． T"E REYDx,kであ
るとき，点 (i，払ー1)をTのremovablepointと呼ぶ

定義 3.8.T = (Yt)tEZ E REYDA(2),k, i E zとする．
(i) Yi-1く祐＝ Yi+1であり，次の二条件のうちの一つが成り立つとき，点(i,Yi）はdoubleI-admissible 
pointであるという：

• i+k=lかつ i< 0, 

• i+k=Oかつ i> 0. 

(ii) Yi-2 =翡1< Yiであり，次の二条件のうちの一つが成り立つとき，点 (i,y←1)はdouble1-
removable pointであるという：

● i+k-l=lかつ i> 1, 

• i+k-1=0かつ i< 1. 

(iii)他の admissible(resp. removable) pointsは， single冗4c2J(i + k)-admissible (resp.冗4（2)(i+K-1)-
removable) pointsという．

ここで，（i),(ii)において， a三 bは， a三 b(mod 2n -1)を意味するものとする．

定義 3.9.T = (Yt)tEZ E REYDvc2J,k, i E Zとし， lE {O,n}とする．

(i) y曰く Yi=Yi+lであり，次の二条件のうちの一つが成り立つとき，点 (i,y』は double7rvc2J (l)-
admissible pointであるという：

• i+k=l+lかつ i< 0, 

• i + k二 lかつ i> 0. 

(ii) Yi-2 = Yi-1 < Yiであり，次の二条件のうちの一つが成り立つとき，点(i,Yi-1)はdouble7rvc2J (l)-
removable pointであるという：

• i+k-l=l+lかつ i> 1, 

• i+k-l=lかつ i< 1. 

(iii)他の admissible(resp. removable) pointsは， single7rvc2J (i+k)-admissible (resp. 7rvc2J (i+k-1)-
removable) pointsという．

ここで，（i),(ii)において， a三 bは， a三 b(mod 2n)を意味するものとする．

例 3.10.n = 3, k = 2とし，次のような REYDA(2),2の元T= (y;)iEZを考える：

-5 -4 -3 ----:2 -1(O,2) 

T=  
ー

1

0

-

-2 

-3 
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つまり， Yl= l + 2 (l E Z<::-3), Y-2 = Y-1 =Yo= Y1 = -1, Y2 = 0, Y3 = Y4 = 1 Yt = 2 (l E Z;;,s)で
あるこのとき，点 (5,1)はdouble1-removable point,点（3,1)はdouble1-admissible point,点（5,2)
と点 (-3,-1)はsingle2-admissible points,点（2,-1)はsingle3-removable pointである．点 (-1,-1) 
はsingle1-admissible pointであり，かつ single1-removable pointでもある

3.3 ヤング壁

[7]に従ってヤング壁を復習する．壁とは，以ドの二種類のブロックで， Iの添え字jで色づけられたも
のを積み重ねたものである：

(1)横幅，高さ，奥行きの長さが全て 1:

@ 
(2)横幅，奥行きの長さが 1で，高さがか

三
(1), (2)のブロックは，簡単に次のように表される：

(1)：口 (2)：エ
[7]では，もう一種類ブロックを考えているが，本稿では扱わない．以下は，壁の例である：

ロ
これは簡単に

~
 とも表記される本稿では， X=A位＿2型， X=D炉型のヤング壁を紹介する． X=A位＿2のときは

k = 1, X = D炉のときは kE {1,n}とする基底状態の壁 YA とは，以下のような高さらのブロック
が無限に並べられた壁である：

YAk = ・ • • | K | K | K | 

定義 3.11.[7]ある壁Yが次の条件を瀾たすとき， Yは， X型の基底状態心のproperなヤング壁と呼
ばれる：

(i) yは，晶底状態の壁 YAkの上に有限個のブロックを積むことで得られる，

(ii)各ブロックは，図 1のパターンに従って積み重ねられる，
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(iii) hiを，右から数えて j番目の列の高さとするとき，

hj 2 hj+1 

が成り立つ．さらに，柘＝ hJ+1が成り立つのは， hJEらZ¥Zのときのみである．

各場合 (X=A賃＿2,k = 1), (X = D砂 k= 1), (X = D砂 k=n)における (ii)のパターンは，以
下のとおりである：

2 

1 
1 

2 
A(2) 
2n-2 '. 
A1: 

n-1 

n 

n-l 

3 

2 

1 
1 

2 

1 
1 

2 

n-1 

n 

n-1 

3 

2 

1 
1 

2 2 

1 1 
1 1 

2 2 

n-1 m-1 

n n 

n-1 いー1

3 3 

2 2 

1 1 
1 1 

Dn 
(2) 

A1: 

2 2 

1 1 
1 1 

2 2 

， 

n-1 n-1 

n n 
n n 
n-l n-1 

3 3 

2 2 

1 1 
1 1 

図1

2 2 

1 1 
1 1 

2 2 

n-1 
"―1 
n n 
n n 
n-1 ri-1 

3 3 

2 2 

1 1 
1 1 

（ Dn 
2) 

An: 

， 

例 3.12.次の壁は， Ai2)型の基底状態ふの properなヤング壁である：

2 

3 

n-1 n-1 

n n 
n n 

n-1 n-l 

2 2 

1 1 
1 1 

2 2 

n-2 n-2 

n-1 n-l 

n n 
n n 

しかし，次の壁は加＝ h4E Zとなっているため， properなヤング壁ではない：

2 

3 

定義 3.13.[7] Yをproperなヤング璧とする．

n-1 れー1

n n 
n n 

n-1 れー1

2 2 

1 1 
1 1 

2 2 

n-2 n-2 

n-1 n-1 

n n 
n n 

(i) yにおいて， iEJで色づけられたブロックは，そのブロックを取り除いて得られる壁も properな
ヤング壁であった場合， removablei-blockと呼ばれる
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(ii) yのある場所に iEJで色づけられたブロックを加えて得られる墜も properなヤング壁であった
場合，その場所のことを i-admissible slotと呼ぶ．

定義 3.14.[6] Y を A~~-2 型，または D炉型の proper なヤング壁とする． t = lまたは t=nとする

(i) y'を， Yのある列の一番上に， tで色づけられた高さ｝のブロックを二つ置いて得られる壁とする．

Y＝口←A Y'＝ロ
Yにおいて，一つ目のブロックを付け加える場所を上図のようにAと名づける． Y'がproperなヤ
ング壁となるとき， Aを， Yのdoublet-admissibleslotと呼ぶ

(ii) Y"を Yのある列の一番上から， tで色づけられた高さ｝のブロックを二つ取り除いて得られる壁
とする：

Y ＝ 口← B □
口＝ ” Y 

Yにおいて，最初に取り除かれるブロックを，上図のように Bと名づける． Y"がproperなヤング
壁となるとき， BをYのdoublet-removable blockと呼ぶ

(iii)他の admissibleslot (resp. removable block)は， singleadmissible (resp. single removable)であ
るという．

例 3.15.例 3.12のAi2)型の properなヤング壁を考える． Admissibleslotsとremovableblocksは以
下のとおりである：

ロ：二[ea[ie言1[。S悶leslot 
3-admissible slot→ 3 

省略しているが，ただ一つの double1-admissible slotを除いて，他の全ての admissibleslotsとremovable
blocksはsingleである．

4 主結果

A=  (ai,j)i,jEIをgの一般化カルタン行列とする．

定義 4.1.しが次の条件を瀾たすとき，しはAにadaptedであるという： i,jE Jでai,jく 0を満たすも
のについて， i,jで構成されるしの部分列が

(・..,i,j,i,j,i,j,i,j) または (・・・,j,i,j,i,j,i,j,i) 

である．
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なお， A=(a;,j)i,jEIが固定されている場合は，単にしはadaptedである，という言い方もする．

例 4.2.g: A11)型， l= (-・ ・, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3)とする．

• 1, 2で構成されるしの部分列： （・・・，2,1, 2, 1, 2, 1) 

• 2, 3で構成されるしの部分列： （・・・，2,3,2,3,2,3)

• 1, 3で構成される Lの部分列： （・・・，1,3,1,3,1,3)

以上により，しはAにadaptedである．

以下， Aにadaptedな列

し＝ （ ..., ik,...,紹，位，i1)

を一つ固定する．咋 EHom(Z00,Z)を，祉(・ • ・, a3, a公釘） ＝akで定める．各kE Z::,1に対し， ik= j 
で，かつjが ik,ik-1, ・ ・ ・，紅の中に s回現れるとき，

Xk = Xs,J 

と書き直す．ただし， sE Z:::;。と jEIに対し， Xs,j= 0とする例として， l=(・・・,2,1,3,2,1,3,2,1,3) 
のとき，

(・..'X7,咋，X5,四，四，四，X1)= (・ ・ ・, X3,3, Xz,2, Xz,1, Xz,3, X1,2, X1,1, X1,3) 

と書き直される． i,jE Jでai,jく 0となるものに対し，

1 i,jで構成されるの部分列が (・..,j,i,j,i),

加：＝｛。 i ， j で構成される Lの部分列が(•.．， i,j,i,j)
と定義する．

4.1 A此型， D炉型について

副節3.1の記号・用語を用いる．まず，各拡大ヤング図形に，パラメータ sE Z21の入ったzooから Zヘ
の準同型写像を割り当てる． X=A(l)，またはX=C(l)に対し各kEIについて，戸(k):= 0とおき，
帰納的に

戸（t):=戸(t-1)+pび (t)ぶx(t-1) t > kのとき，

戸（t):=戸(t+l)+p双 (t),1rx(t+l) t < kのとき

と，非負整数戸(t)(t E Z)を定める．整数点 (i,j)とsE Z21に対し，

Llf,k(i,j) := X8十戸(i+i)+min(k-j,i),1rx(i+j)E Hom(Z00, Z) 

とおく．拡大ヤング屈形Tで， Yoo=kとなるものに対し，

Lぷ，,(T):= 区 L;,k(P) - 区 硲以P)E Hom(Z00, Z) (4.1) 
P:concave corner of T P:convex corner of T 

と定める．次の定理が，一つ目の主結果である．

定理 4.3.[6]各kEIに対し， EYDkを， Yoo=kとなる拡大ヤング図形全体の集合とする． gをX=Aい占
型，または X=D~2) 型とし，しは adapted であると仮定する．このとき，

Im（並） ＝ ｛a E Z00 任意の sE Z::,1, k EI, 
とTE EYm，に対し， L応(T)(a)ぞ。｝

が成り立つ．ここに， LA~l心＝ A（1), LD炉＝C(l)とする．
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例 4.4.gをAい型し＝ （・ ・ ・, 3, 1, 2, 3, 1, 2)とする． Lはadaptedである．上の定理を利用して， Im（並）
を定義する不等式を，いくつか計算してみよう． kE J = {l, 2, 3}に対し，以下は EYDkの元である．

吠：＝

(0, k) 

k-1 

k-2 

k-3 

k-4 

Tぷ：＝

(0, k) 

k -l 

k -2 

k -3 

k -4 

Tf := 

(0, k) 

k-l 

k-2 

k-3 

k-4 

Tf':= 

(O,k) 

k-1 

k-2 

k-3 

k-4 

Tt := 

(0, k) 

k-l 

k-2 

k-3 

k-4 

位は，ただ一つの concavecorner (0, k)を持ち， convexcornerを持たない よって，（4.1)により，
LA(1) （炉）
s,k,,、 ＝叫，Kとなる． Tfは，（1,k),(O,k-1)がconcavecornersで，（1,k-1)がconvexcornerで
あるよって，

L:図（Tf)＝叫＋戸(K+1),7rA(1)(K+1)+ xs＋戸（k-l),1rA(l) (k-1)―叩＋1,k
となる．同様に計算を行うことで

となる

Lば，）し（吋） ＝Xs十四(k+2),,rA(l) (k+2) + Xs+Pk(k-1)心 (l)(k-1)一叫＋戸(k+l)+l心 (l)(k+l),

尻図(Tf)＝叩＋匹(K+1)八（1)（K+1) ＋叫＋戸(k-2),,rA(l) (k-2)一叫＋戸(k-l)+l,,rA(l) (k-1), 

L位，）し(Tf) = Xs十四(k-2),,rA(l) (k-2)十叫＋1,k+ Xs十戸(k+2)，＂ぷ 1)(k+2)
-Xs十戸(k-1)+1心 (1)(k-1)一叫＋匹(K+1)＋1心 (1)(k+l)

・ ・ ・, P1(-l) = 1, P1(0) = 0, P1(1) = 0, P1(2) = 1, P1(3) = 1, ・ ・ ・, 

．．．，戸(0)= 0，戸（1)= 0,戸 (2)= 0, P2(3) = 0, P召4)= 1,-・・, 

..., p刊1)= 1, P3(2) = 1, P3(3) = 0, P3(4) = 1, P3(5) = 2, ・ ・ ・ 

であることから，

Lt立（が）＝ Xs,1, Lt悶（Tf)= Xs+l,2 + Xs,3 - Xs+l,1, Lt悶（Ti)= Xs+l,3 + Xs,3 - Xs+2,2, 

Lt悶(T])= 2Xs+l,2 - Xs+l,3, Lt立（Tl)= Xs+l,2 + Xs+l,1 - Xs+2,2, 
L;＼閏）し(¢2)= Xs,2, Lt;~)し (Tf) = Xs,1 + Xs,3 - Xs+1,2, Lt;~)し (T芸） ＝Xs,1 + Xs+l,l - Xs+l,3, 

叫19)し(TJ)= 2xs,3 - Xs+1,1, Lt塁（Tわ＝叫，3+ Xs+l,2 - Xs+l,3, 
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L:；19)し（のり＝ Xs,3, L;＼心(T{)= Xs+1,1 + Xs+l,2 -Xs+l,3, L1,~~:(T.含）＝Xs+2,2 + Xs+l,2 -Xs+2,1, 

砂塁(T名） ＝ 2叩＋1,1-Xs+2,2, L1,塁（Ti)＝叩＋1,1+叩＋1,3-叩＋2,1
と計算される．定理4.3より， Im（也）を定義する不等式の一部が計算された：
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この例では， EYDkの一部の元のみを扱ったが，他のすべての元も考えることで， Im（也）を定義するすべ

ての不等式が得られる．

4.2 A認＿2型， C訊型について

s E Z~1 とする．副節 3.2 の記号・用語を用いる各整数点 (i,j) E Z X Zと， kEJ¥{1}(X=A(2)の
とき）， kE J¥ {1,n} (X = D(2)のとき）に対し，

L;,k,ad(i,j) = Xs十匹(i+k)+[i]＿十k-j,1rx(i+k),

L;,k,re(i,j) = Xs＋戸（i+k-l)+[i-1] — +Kー虹x(i+k-1)

とおく．ここに，［i]_= min(i,O)で， P打Z)E Z20は， pk(k):= 0, 

戸（t):=戸(t-1) + P1rx(t),1rx(t-l) t > kのとき，

戸（t):=戸(t+ 1) + P1rx(t),1rx(t+l) t < kのとき

と，帰納的に定められる非負整数である．各TEREYDx,kに対し， Lぷ，し(T)E Hom(.Z00,.Z)を

L;,k,,(T) .— こP:single admissible point of T 
Lfk,ad(P) - こP:single removable point of T 

＋ こP:double admissible point of T 
2L;,k,ad(P) - ▽

]
 

硲k,re(P)

2L ;,k,re (P) 
P:double removable point of T 

で定める．

続いて，副節3.3の記号・用語を用いる． K＝1 (X = A(2)のとき）， kE {1,n} (X = D(2)のとき）と
する．写像 {1,2,・・・,2n-2}→{1,2, • • •,n} を

l →l, 2n-l→l (2~l~n-I), 

1 →1, n→ n 

で定義し，これを周期 2n-2で写像

7r1: Z:,:1→{1,2,・・・,n} 

に拡張する非負幣数P勺l)(l E Z:,:k)を

戸(k):= 0, pk(l)＝戸(l-1) + P"''(l),"''(l-l) (l > k) 
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と，帰納的に定義する．以卜 ,̂properなヤング壁を， RsoX良2:k内に描く．例えば， Ai2)型 (k= 1)のヤ
ング壁は，以下のように描かれる：

2
-
3
 

(0, 1) 

これにより，各ブロック（長方形，または正方形）の頂点に，座標が与えられることになる． Sを以下のよ

うな JR$0X恥2:k内のブロック，またはスロットとする：

(-i-1,l+l) (-i,l+l) 

口S= 
(-i-1,l) (-i,l) 

SがtEIで色づけられているとするとき，

Llf,k,ad(S)：＝叫＋戸(l)+i,t, Lむ，re(S)：＝叫＋匹(l)＋叶1,t
とおく． lE Zとし， S'を以下のような股SOX JR.2'.k内の長方形型のブロック，またはスロットとする：

S'= 

(-i-1,l+½) (-i,l+½) 

二
(-i-1,Z) (-i,l) 

or 

(-i-1,l+l) (-i,l+l) 

二(-i-1,l+½) (-i,l+½) 

S'は， t= 1または t=nで色づけられる．このとき，

砂k,ad(S'):= Xs+P印）＋i,t, L;,k,re(S') := Xs＋戸（l)+i+l,t

とおく． Properなヤング壁Yに対し，

L;,k，し（Y) := 区
P:single admissible slot 

L{k,ad(P) - 区
P:single removable block 

硲k,re(P)

＋ 区 2L;_k,ad (P) -

P:double admissible slot 区P:double removable block 

2Lむ，re(P)
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例 4.6.gがAり型で，し＝ （・ • ・, 3, 1, 2, 3, 1, 2)の場合を考え， Im（並）を定義する不等式の一部を計算し
よう．しは adaptedであることに注意する定義により

P1(1) = 0, P1(2) = 1, P1(3) = 1, P1(4) = 2, ・ ・ ・, 

..., p刊0)= 0, P2(1) = 0, P2(2) = 0, P2(3) = 0, P2(4) = 1, ・ ・ ・, 

・ ・ ・, P3(1) = 1, P3(2) = 1, P3(3) = 0, P3(4) = 1, P3(5) = 1, ・ ・ ・ 

となる． sE Z;;,1を取る．次の五つは， REYDAc2),2に属する元である：

点 (0,2)は，¢2のsingle2-admissible pointで，他の点は admissibleでも removableでもないよって，

虚屈） ＝Xs,2となるまた， Tfにおいて，点 (-1,1)はdouble1-admissible point,点（1,2)はsingle
3-admissible point,点（1,1)はsingle2-removable pointであるよって，

L位，）し(Tf)= 2叫＋戸（1),1+ Xs＋戸（3),3-Xs+l,2 = 2叩，1+叫，3-Xs+l,2 

を得る．同様に考えることで，

心),（T名） ＝叫＋戸（0),1+ Xs＋戸（3),3-Xs＋戸（1)+1,1=叫1+ Xs,3 -Xs+l,1, 

砂；2＇），（Tt)＝叫＋戸（0),1+ 2Xs+i,2 -X8＋戸（3)＋1,3-叩＋戸(1)+1,1= Xs,1 + 2Xs+l,2 -Xs+l,3 -Xs+l,1, 
L:,二（Tf)= Xs＋戸（1)+1,1+ Xs+l,2 + Xs＋戸（0),1-Xs+2,2 = Xs+l,1 +叫＋1,2+ Xs,1 -Xs+2,2 

となる．次に， REYDA<2J,3に属するいくつかの元を考える：

定義に従って計算することで，

L図（岱）＝叫，3, 叫~:(Tf) = 2Xs+P3(2),2 -Xs+i,3 = 2Xs+i,2 -Xs+i,3, 
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L図(Ti)= 2Xs+P3(1),1 + X8＋戸（2),2-Xs十戸(2)+1,2= 2Xs+l,1 + Xs+l,2 -Xs+2,2 
となる．続いて， YWA(2),1に属する以ドの五つのヤング壁を考える：

Yぃ＝ Y1 := 

(0,1) (0,1) (0,1) 

(0, 1) (0, 1) 

氏はただ一つの single1-admissible slotを持っため， L1,汀(Yふ） ＝叫1となる． y1は single2-
admissible slotとsingleremovable 1-blockを一つずつ持っため， L1,悶(Y1)＝叫＋戸(2),2―叫＋1』＝
叫＋1,2-叫＋1,1となる．同様に，

L兄(Y2)=叫＋か(3),3＋叫＋1,1-叫＋戸(2)+1,2=叫＋1,3+叫＋1,1-Xs+2,2, 

Lt冒（Y3）＝叩＋戸（3),3-叫＋2,1= Xs+l,3 -Xs+2,1, 
砂汀(Y4)=叩＋か(4),2+叫＋1,1-Xs+P1(3)+1,3 =叫＋2,2+叫＋1,1-叫＋2,3・

以上により， Im（並）を定義する不等式の一部が計算された：

Im（也） ＝ la Eか
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