
155

Vertex algebraic construction of modules for twisted affine Lie 

algebras 

大阪市立大学理学研究科武中亮

Ryo Takenaka 

Graduate School of Science, Osaka City University 

概要

頂点作用素を用いた可積分最高ウェイト加群の実現により，可積分最高ウェイト加群およびその主部分空

間の組合せ論的な基底を構成する．特に A岱型のアフィンリ一環g[v]に対するこれらの加群の研究成果 [7]

について概説する．

1 導入

頂点作用素を用いた可積分最高ウェイト加群の研究は LepowskyとPrimeの研究 [4]に端を発する． g

を複素単純リ一環 s(2,hをそのカルタン部分代数とする． このとき付随するアフィンリ一環がそれぞれ

9 = g®C[t,t-1] 〶 ice, G = ~ R qt, t― 1] 〶 Ce で与えられる．ここで C は中心元である． Lepowsky と Prime

は可積分最高ウェイト加群の 9つ6剰余空間の基底を構成した． Georgievはこの結果をより高いランクのリー

環 g= Eln+lへと一般化した [2].

最近 Butorac,Kozicおよび Primeによって x?)型のアフィンリ一環に対する可積分最研ウェイト加群の

組合せ論的基底が構成された［1].残された X炉(r> 1)型のアフィンリ一環に対する可積分最高ウェイト加群

L(kAo)の基底も筆者と大阪市立大学の尾角正人氏との共同研究により A岱型をのぞいて得られた [6].

これらの研究では FeiginとStoyanovskyによって導入された主部分空間が中心的な役割を果たす．本稿で

は頂点作用素を用いて A岱型アフィンリ一環に対応する主部分空間を実現する．その結果をもとに，可積分最

高ウェイト加群 L(kA。)の組合せ論的基底を構成する最後に応用として L(kA。）のフェルミ型指標公式を導

出する．

2 v-twist加群

gをA2l型の複素単純リ一環， Cl'.;(i = 1,..., 21)をその単純ルートとする．このとき gのルート格子 Lは

L =Za1 〶.．．〶 Za2l

で与えられる． g上の非退化不変対称双線形形式〈・，・）を用いてが上の対称双線形形式が次のように導入され

る． h*の元 ahとhの元 hを〈a,a沿＝ a(h)によって同一視するのである．ここで hはgのカルタン部分代

数． h*上の双線形形式〈・，・〉は aがルートであるとき〈a,a〉=2となるように固定されているものとする．い

ま， gのディンキン図形とその自己同型は表 1のように与えられる．従って， Lの自己同型 V は

u(m) ＝ a2l-i+1 
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表 1 ディンキン図形と自己同型

で定義される．

注意 1. この場合 uの位数は 2であるが，［3］で導入された条件

屈a,a〉E2Z (VaEL) 

を満たすようにするため r=4とする必要がある．

6=hRC[t,t-1l① Ccを hに付随するアフィンリ一環とし， 6の誘導表現を

M(l) = U（り） Ru(hRCIt]eCe) C 

で定めるここで Cは hRC[t]が自明に， Cが定数 1で作用する hRC[t]① Ccの一次元表現．ルート格子 Lは

正定値偶格子であるので，頂点代数

VL = M(l)@ IC[L] 

を誘導する．次に Lの白己同型 uを見上の白己同型 f)に拡張し，頂点代数見の v-twist加群を与えたい． V

は L 上での定義から自然に~, 6, M(l)に作用する． C［L]の自己同型 u'もLの自己同型から誘導され，次を満

たす：

v'(h ・ a) = v(h) ・ v'(a), v'(a ・ b) = v'(a) ・ v'(b) (h E ~, a, b E IC[L]). 

見の自己同型を f)=VRu'となるようにとる．

ペア (VL,v)が定める v-twist加群上の頂点作用素を定義し，その性質を確認する．くを虚数単位とする．こ

のとき自己同型 U に関して， hは次の分解をもっ：

h＝ ④ h(J）・
廷 Z/4Z

ここで h(J)= ｛h E h | uh ＝ぐh}C ~であって， ~(j mod 4)とh(J)は同一視されるものとする．この分解に付

随するリ一環を

刷＝ ④ h(4m) ®tm 〶 Ce
mE杉

で定義する．り[v]の交換関係は次で与えられる：

[a⑭ t叫j3R『]＝〈a,/3〉mOm+n,oC,
1 

馴，c]= 0 (m,n E :iZ,a E !J(4m),/3 E !J(4n))-

また，部分代数をそれぞれり［u『＝④士m>O~(4m) ⑭匹で定める．先述の場合と同様に， 6[v] の誘導表現を

S[v]=U（り［ul)Ru（叫oh(4m)RtmeCe)C 
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で定める．ここで C は U(〶m::>O Q(4m) R tm① Cc)が自明に， Cが定数 1で作用する一次元表現． P］ （j = 

0,1,2,3)をhから知への射影とし， Lの部分格子 N を

N = (1-Po)Q n L = Spanz{a; -a21-;+1} 

で与える．このとき VLのv-twist加群 Vlはベクトル空間として次の同型で実現される：

V[ ~ S[v]@ C[L/N]. 

次に， a(J) で PJa€ 恥）を表し， av(m) = °'(4m)⑧匹とする． Vlに作用する頂点作用素が

av(z)＝ L av(m)z―m-1 

mE枠

で定義される． a=ea E C[L]に対する頂点作用素を定義するために，次の作川素を導入する：

E土(a,z)= exp(±> o a>m)Z—m)·

この作用素は交換関係

3 I 1 〈炉a,/3〉

炉 (a,z)E霞，w)= E-((3, w)E+(a, z) _ll (1 -(j号）
をもつ．いま a=e。に対して頂点作用素を

Y(a, z) = (1十く）〈va,a〉2―守E-(-a,z)か (-a,z)aza<o)十ニ＿守

=L点(m)z―m-(a2o〉＝点（z)

mE拉

(1) 

で定義する．ここで，ウェイトがμであるベクトル vに対して zhv= vz〈h,μ〉(hE ~(o))．一般に，頂点代数 VL

のベクトル v=a:1(-n1)·••0:叫ーnm) 121 a (0:1,...,am E ~,n1,...,nm> O,a E C[L]）に対しては 2つの頂

点作用素を組み合わせた

Y(v,z)=:(~ （羞） n1-l 吋(z)).. ·(~（羞）叫—1 a:;,(z)) Y(a,z): 

を対応させる．ここで 0'0 は正規順序積と呼ばれる頂点作用素同士の積を表す．上記の頂点作用素を v-twist

加群v［の頂点作用素とするため，屹上の写像ふを導入する．まず，定数伍njを次のように与える：

互。CmnQZm砂＝ー；tlog ((1 + z)i1三；：J(1+w)｝)， 
五。Cmn]戸炉＝；log(~)［亨1+w) ｝) （J # 0) 

屈｝已を hの正規直交基底としたとき，写像△zが

3 2l 

ふ＝ここと％nj(v―¥)（m)'Y;(n)z-m-n
m,n2'.0 j=O i=l 



158

で与えられ， v[上の頂点作用素が

Y"(v,z) = Y(e△zv, z) 

で得られる．このとき，頂点作用素 yv(v,z)は次の性質をもつ：

yツ（炉v,z)＝げ(v,z)Iz¼ →＜一jz¼.

さらに，（V[,Yりは見加群として既約であることが知られている．

リ一環 gに対して，そのアフィンリ一環g[v]を

刷＝ ① 9(4m) @tm□Cc 

mE¼Z 

(2) 

で定める．ここで gぃ＝ ｛xEglvx=＜畑｝であって， hの自己同型 vは自然に gに拡張されているとする．

このリ一環g[v]はA岱型のアフィンリ一環と同型になることが知られている．定義よりリ一環 6[v]は自然に

v-twist加群Vlに作用することがわかるが，次の定理によって g[v卜加群へと拡張される．

定理 2.([3]）り[v]のV［上の表現は

(xa)(4m) 0 tm→点(m) (xa E (ga)(4m)) 

により作用を定めることで g[v]の表現へと一意に拡張される．ここで gaはルート aに対する gのルート空

間．さらに， Vlはg[v卜加群として既約である．

中心元cが定数 1で作用することに注意すれば， v［は最高ウェイトがA。の可積分最高ウェイト加群L(Ao)

と同型であることがわかる．ここで A。は〈A。,C〉=1,〈A。,h(O)〉＝ 0であるような基本ウェイトである．

この事実を基に，最高ウェイトが kA。である可積分最高ウェイト加群L(kA。）を VlのKテンソル (Vl)0k

の部分加群として実現する：

L(kA。)= U(9[ul) • (1T ⑭ • ・ • R 1T) C (V[）筵

ここで， 1TしまVlの最高ウェイトベクトル．また， L(kAo)の最高ウェイトベクトル 1TR・・・⑭ 1TをVoで表

すこととする．このとき， g[v]のL(kAo)上の作用は

• (k-l)(x)=x010··· ( l+l@x0···01+···+1 ( l0•··0X 

で与えられ，頂点作用素に対しても同様である． ea は(½り®k（すなわち L(kAo)) 上対角的に作用していると

する．すなわち ea→ea0 ・・ ・⑳ ea.いま，単純ルート mと自然数 nに対して

X~a,(z) = x~,(z)n =[• (k-ll(x~, (z))t 

とすると， L(kA。)上で次が成立する：

x(k+l)a, (z) = 0. (3) 

3 主部分空間

まず，最高ウェイト加群 L(kAo)の主部分空間の定義を確認する．△+を正ルートの集合とし，対応する部分

リ一環を

n= €)Cxa 
aE△+  
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で与える．付随するアフィンリ一環とその部分リ一環がそれぞれ次のように得られる：

砂l= 〶 n(4m) R tm EB Cc, ii[v] = Efぅn(4m)Rt匹

mE拉 mE拉

このとき， L(kA。）の主部分空間 W(kAo)は次で定義される：

W(kA。)＝U(n[v]) ・ vo. 

次に， W(kAo) の基底を与えるために quasi-particle について紹介する．頂点作用素 X~a,(z) に対して，カ

ラーが i,電荷が nでエネルギーが―m の quasi-particleが対応するフーリエ係数として次のように定義さ

れる：

x贔（z)=区 x贔(m)z―m-n.

mE:J;Z 

また，各 iで 1:c::;叫(1)9，こ・・・ :C:::n1,i, mr;'l,; :C:::・・・ :C:::m1,，をそれぞれ満たす整数巧，，と mぃ E¾Z に対して
'''  

2つの列

だ＝（叫；1），l’. ，m,l;・ •., n州 1,...,n1,1), t:=(m平，p··•,m1,1;··· ;m亭，1’,mい）

を考える．このとき，これらの列に対応する quasi-particle単項式が次で与えられる：

叫i),,a,(m平，l ）・..点，,a,(m1,1) ・..お~r朽， 101 (m平，1)・・・ x[lla1 (mぃ）． （4) 

ここで， r□は単項式 (4)においてカラーがiで電化がs以上の quasi-particleの数に対応している．実はqu邸 i-

particle単項式は l個のヤング図形の組より得られることが知られている．実際，左から p番目の列に np，パ個の

箱をもつヤング図形を考えたとき，対応する qu邸 i-particle単項式の i成分吋 (m_(l) •••砂
”(1) ．ao r. ) ・ ・ ・ x~'·'"'(m叫

が得られるまたこのとき (nrl'¥i'...,n1,i ）と（州，．．． T(K) はヤング図形に関して共役であることに注,r?)) 
意されたい．

ri 
(1) 

ri 
(2) 

(k-1) 
ri 

(k) 
ri 

n1,i n (K) n (2)． r; ・,, r; ・,, 
n_(l) r;.,, 

表 2 ヤング図形と電荷

注意 3.等式 (3)より，電荷は K以下，すなわち rjs)= 0 (s > k)が全ての iで成立する．

(4)の形で表される quasi-particle単項式全体の集合を M Q Pとする． M Q Pにいくつかの条件を課すことで

W(kAo)の基底を柚成する．そのためにいくつかの補題を紹介する． Pi=〈（伍）（o),(a;)(o)〉／2とする．このと

き，次の補悶により同じカラー同土の quasi-particleの関係が明らかとなる．
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補題 4.1:::; n2:::; n1を固定する．この四 (p= 1,2)に対して jE四p,＋枠Z,ME  (n1＋四）p,＋枠を固定

する．このとき， 2n2個の単項式

は次の集合

A=  {x~2,,,(j)x~,a,(M -j),x~2,,,(j -~)x~,a,(M -j + ~),... 

. 2n2 -1 
）吋 (M-j+

2n2 -1 
..., X~2a, (j -~)x~'"'(M -j + ~)} 

{x~匹, (s)x~'"'(t) Is+ t = M} ¥ A 

から得られる単項式と x(m+1)ai(J.'）(J.'€ （釘＋ 1）p, ＋昇）を含む quasi-particle単項式の線形結合で表さ

れる．

次の補題は交換関係（1)を用いて計算され，異なるカラー同士の quasi-particleの関係を明らかにする．

補題 5.多項式 P(Z(1) 心）を次で定義する：

P(z平，l’..．,zい）＝リ〗りり (1- （J zlz9[) -（五，a9-1〉mln{np,9,nq,9-1}

＝りrり(1-Z[） mm{np,9,nq,9-1} 

このとき次が成立する：

P (z平 ，l ’ . ． ． , z1 , 1 ) l S Sく見"( 1 + >） m , t ”：ゃ， ！ a! （z平 ，l ） ・ • • 点， 1 a1 (m ) Vo 

l r 
(1) 似 r,(1) 

E [（四：i 区:L~1 min{np,i,nq,i-,}) (ti Z五ら(t-1)れt9)]w(KA。)［［Zr['),l'...,z1,1ll 

補題 4,5および性質 (2)を加味して， MQpの元 (4)のエネルギーに対して次の条件 (Cl)-(C3)を考える：

(Cl) mp,i E p叫，，＋昇（lさp::,;ril), 1 ::,: i ::,: l). 

(1) 

(C2)四，9:::::— (2p -l)p;np,i -½区ふ{min{％叫，i-1} (1：：：：： p ：：：：：州， 1：：：：： i ：：：：：り・

(C3)加＝ ％＋1,iのとき， mp+l,i：：：：：四，，ー％，， （1 ：：：：： p ：：：：：州— 1,1 ：：：：： i ：：：：：り

狐 pの元のうち，これらの条件 (Cl)-(C3)を満たすもの全体を Bwとする：

Bw = LJ {b E MQP I bは条件 (Cl)-(C3)を満たす｝．

o<::吋k)<'.・・・S吋1)

OS吋k)こ…Sr;1)

本稿の 1つ目の主結果は次のとおりである．
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定理 6.集合

Bw = {bvo I b E Bw} 

は主部分空閻 W(kAo)の基底である．

非負整数Pis)をp;s)=r;s) -r;S+1)で定める．すなわち，単項式（4)に対して pりはカラーが t電荷が sの

quasi-particleの数を表す．単項式 (4)のi成分に対応する列をた＝ （P?l,...,pい）とする．いま，定理 6よ

り主部分空間 W(kAo)の指標が次のように計算される．

定理 7.
ら江，T＝1〈(a,）（O)，（の）（O)〉江，t-lmin{s,t}pl'JP (S) （t) l 

q 
ch W(kAo) =区 l k l l 

rrt=l rrs=1(q2;q2) （s) 

J II炉＝1sp:S)

'P l li=l 11s=l ¥ ~ -, ~ -J p)"'i=l 

ここで列 P=（乃，．．りA)はlk個の非負整数からなる．

4 可積分最高ウェイト加群

この章では主部分空間 W(kAo)のquasi-particle基底から最高ウェイト加群L(kAo)の基底を構成すること

を目指す． Q＝区:=1Za;c Lとする．％ EIC[L] (a E Q)のg[v]上の随伴作用を次で定義する：

eaceご＝c,

eade~1 = h -a(h) (h E ~(a)), 

eah(m)e~1 = h(m) (mi= 0), 

3 

ea咋 (m)e~l = IT（一ぐ）〈”a,/3〉咋(m-〈a，糾o)〉）．
J=O 

次の補題により正ルートに対する頂点作用素のみを考えれば良いことがわかる．

補題 8. 頂点作用素 2告~(1 十く）ー (va,a〉点 (z) を蝶(z) とおく． p+q=k であるような非負整数 p,q に対し

て次が成立する：

l Ca k〈a(O)・a(O)〉
~E-(a,z)(zx~(z))PE+(a,z) = ~(zx':'.."(zWe。 za(O)+ 2,  
p! q! 

ここで Caはaごとに定まる 0でない複素数．

実際，補題 8を用いて L(kAo)= U（り［v]―)QW(kAo)であることが示される．ところが，各々の基底を掛け

合わせるだけでは基底とならない従って， U（り[v]一）の基底を

御 ＝ ｛％・•.ha1 % ＝ m(-mぃ）れt9,i.．．m(-mぃ）れ1,i,i = 1,．．．，l, 
t, E Zこo,mぃ＞．．．＞ mい叫iE担，np,iE N } 

とし， W(kAo)の基底Bwを制限することで L(kA。)の基底を得たい． M如をすべての quasi-particleの電荷

がK未満であるような MQpの部分集合とする． B匂＝ BwnM,如とし， Bwの制限を

B匂＝ ｛bvolbEBw} 

で与える．これにより，本稿 2つ目の主結果が次のように得られる．
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定理 9.集合

BL= {e,,,hbv。|μ E Q,h E BH,b E B(,v} 

はL(kA。）の基底である．

この基底から L(kAo)の指標を計算したい．そのため，次の章で最高ウェイト加群L(kA。)の真空空間を定義

し， L(kAo)との関係を見る．

5 真空空間

L(kAo)の真空空間 L(kA0)6ivJ+は次で定義される：

L(kA0)6[v]+ = {v E L(kA。)| 6[lJド •V = 0}. 

このとき，ベクトル空間として次の同型が存在することが知られている [5]: 

贋 [lJ「)RL(kAo)り[v]+cc:'. L(kAo)- (5) 

同型 (5)は次の関係式を誘導する：

1 
ch L(kAo) = ~ch L(kA0)~1vJ 

rrい(qい州）OO

(6) 

従って， L(kA。)6[v]十の基底を梱成すれば良いことがわかる．

列だ＝ （叫(1)l'.．．，nい）から定まる頂点作用素を x伶 Zri'),l'...,Z1,1) = X,., （巧，l'...,z1,1) 叫(1)，lal(z亭，l）・ ・ • Xぷ，101(z1,1) 

で表す．このとき，対応する Zー作用素を

底＝（zri'),l'...,z1,1) =E-(aぃz亭，l）れゃ，l／k.．E―(a1, z1,1)れ1,1/k戎 (z炉，l'• • •, z1,1) 

x炉 (az,zr朽，l）叫}'l/k ・ ・ ・ E+ (a1, z1,1)れ1,1/k

で定義し，そのフーリエ係数を

邸 (Z(1) ，Zl,1） ＝ こ荻(m(1) ．．．，叫1)z
-mr｛叫―nや，l _ -m1,1 -n1,1 

巧，l’ ・・・ 巧，l' 平，l....Z1,1 
m_(l),,...,m1,1E枠
rr',l 

によって定める．同型 (5)から得られる射影 1r:L(kAo)→L(kAo)6[v]+を考えることで次が得られる：

71" :戎（z平，l'...,z1,1)vo→Zn,(zr;'),l'..., z1,1)vo. 

従って，定理 9より次の結果が得られる．

定理 IO.μ E QとB{irに課された条件を満たす列冗＇＝ （n平，z,··•,n1,1) と (m平，l'·· •血1,i:）に対して

eμZn,(m平，z,...,m叫 Vo

であるようなベクトル全体の集合を考える．このとき，この集合は真空空間 L(kA。)6[v「の基底である．

集合 B(vのqu邸 i-particle単項式は電荷が Kのqu邸 i-particleを含まないのであった．その事実を強調する

ために， B(vの元に対する列を p(k-1)で表す．

いま，定理 10と関係式 (6)から L(kA。）の指標が次のように計算される．
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定理 11.

ch L(kA。)＝ Lq〈n,n〉/2kIT砂〉 q
l l i江，3＝1〈(a,)(o)，（の）（O)〉こ畠心炉P;')

nい(qい）OOnEPoQ i=1 p(K-1) n:=1 I1にi(qふqり）pis)

ここで列 p(k-1)は
l k-1 

どL sp;"¥a;)(o) ET/+ kPoQ 
i=l s=l 

を満たす l(k-1)個の非負整数からなり，

Dik£ = min{ s, t} -~ s,t = min{s, t}-=; 
k 

であるとする．
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