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1．概要

t量子群とは、量子対称対の理論で現れる、量子群の余イデアル部分代数である。以下
で説明する通り、 t量子群は量子群の一般化であるとみなせる。事実、普遍 R行列や標準
基底の理論など、量子群に関する様々な重要な結果が t量子群にまで一般化されている。

本稿では、量子群の表現論における重要な対象である結品基底を t量子群ヘ一般化した
t結晶の定義と、その応用として t標準基底の新しい構成法と、直交群の有限次元表現の

新しいタブロー模型を紹介する。

2.量子群

本稿の主役である t量子群を導入する準備として量子群に関する記号を確認しておく。以

下、本稿を通して Dynkin 図形 I をひとつ固定する。さらに、余ルート格子 Y= 〶iEJZhi 
とウェイト格子 X=④iEIZwi及び perfectpairing <•,•> :YxX • Z; (hi,wj)→ふ，J
をとる。
Dynkin図形 Iに付随する量子群と Chevalley生成元をそれぞれ U = U(J), Ei, Fi 
(i EI), Kh (h E Y)と書く。余積△： U→u igi uは、いわゆる Lusztigのものとする：

△(Ei) = E層 l+K冷 Ei, △(Fi)= 1 0 Fi+ F,虔 Ki-1, △（K砂＝ KhQ9 Kh. 

量子群 Uは、以下で定義される反代数自己同型写像ゅをもつ：

g:;(Ei) = q;1 Fi凡，炉(~) = q;:1且Ki-1, g:;(Kり＝ Kh.

後で t量子群の bar-involutionも出てくるため、量子群の bar-involutionは心で表す
ことにする：

心(E』=Ei, ゆ(Fi)=Fi, 心（Kり＝ K-h•

量子群の負部分 u—の標準基底と結品基底をそれぞれ B(oo), B(oo)と書く。また、
B(oo)の最高ウェイト元を似と書く。

変形量子群 U= 〶入EXUl入の標準基底、結晶基底をそれぞれB,i3と書く。
優整ウェイト入 EX+を最高ウェイトとする Uの既約表現を V（入）と書く。また、 V（入）
の標準基底、結晶基底をそれぞれ B（入）， B（入）と書き、 B（入）の最高ウェイト元を b入と
書く。

u-—加群の全射 u―→ V（入）； 1→ mは、結晶の射 7f= 7f入： B(oo)→ B（入）を誘導す
る。各入，μEX+に対し、

B（入；μ):= {1r入(b)I b E B(oo) such that 1rμ(oo)ヂO}¥{O}

とおく。
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3. i量子群

量子群がDynkin図形で表されるように、 t量子群は佐武図形 (I,J.,T)といくつかのパ
ラメータ','=(C:i)iEJ。E((Q(q)X)J。,K,=（氏）iEJ。EQ(q)Xで表される。ここで、 I。:＝ I¥J.
である。正確な定義は割愛するが、 I.はDynkin図形 lの部分図形で、それ自身が有限
型の Dynkin図形になっているもの、 TはIの自己同型写像で召＝idを満たすものであ
る。佐武図形は、 Dynkin図形を、 I.に含まれる頂点を黒く塗り潰し、 T(i)ヂiなる頂点
i, T(i)を両側矢印で結ぶことで表される：

•。•/＼：)
Dynkin図形 Iの自己同型写像 Tは、余ウェイト格子 Y とウェイト格子 X上に、次
のような自己同型写像 Tを誘導すると仮定する：

● T(h』=hT(i)・
● T（叫＝年(i)・
•<T(h),T（入）〉＝〈h,入〉．

この仮定は、 Iが有限型のときは自動的に満たされている。
以下、 I.=0とし、佐武図形は (I,T)と略記する。佐武図形 (I,T)とパラメータ,,I',, 
に付随する t量子群 U'=U'(I, T),，にとは、量子群 Uの部分代数で、以下の元で生成さ
れるものである：

•Bi:= Fi十叫叫Ki-1,i EI. 
• Kh, h E Y':= {h E y I T(h) = -h}. 

Example 3.1. I= Ii LJ 12と分解し、 TEAut(I)が同型写像 T:I1 →らを誘導すると
き、佐武図形 (I,T)は対角型であるという。パラメータ s，にを <:i= 1,氏＝0ととり、量
子群 U を適切に U(I2)RU(I2）と同一視すると、 o量子群 U は△(U(I2)）に一致する。
つまり、代数としては U'はU(Iりに同型である。この意味で、量子群は対角型』量子群
であると言える。

i量子群は、 bar-involution討をもっ：

討(Bi)=Bぃ討（応） = K-h• 

定義より直ちにわかることだが、促は、量子群の bar-involution心の U'への制限では
ない。対角型のときは、訳は U(I2)上の bar-involution7/;ゎ（と余積△の合成）であり、
ゅは此R此である。
X':= X/｛入＋T（入） I 入 EX} とおき、商写像を~: X→ X'と書く。

4. z標準基底

優整ウェイト入，vE x+に対し、最高ウェイト表現 V（入＋ v+ T(v)), V（入）を考え
る。このとき、最高ウェイトベクトル V入十v+T(v)をmに送る U'ー準同型写像 7f= 7fゅ：
V（入＋ l/+ T(v))→ V（入）が存在する。従って、射影系 {V（入＋ V+ T(v))}vEX+が存在す
る。 Bao-Wangの t標準基底の理論は、この射影系が漸近的極限をもつことを主張する：

Theorem 4.1 ([1, 2]). (EX', b E B(oo)とする。このとき、 3:= (なる十分優な任意の
入EX+に対し

G,(b)v入＝び（叫b))
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を満たすような匂(b)E U2lくが唯一つ存在する。さらに、 B2:= {G,(b) I (E xi, b E 

B(oo)}はUの、討で不変な基底をなす。

この甚底Bはo標準基底と呼ばれている。対角型の場合は、変形o量子群の t標準甚
底は、変形量子群の標準基底に他ならない。

5. i結晶

天下り的であるが、 t結晶という概念を次のように定義する。

Definition 5.1. i結晶とは、集合 Bであって、以下の構造

•w『 :B → X'
.告:B →Z LJ { -oo, -OOev, -OO。dd}
• Bi E Endc(£) (£:=CB). 

を持ち、次の公理を満たすものである： iE J, b, b'EBとし、(・，・）は Bを正規直交基底
とする Zのエルミート内積とする。

(1)店(b)f-Zならば凡b= 0. 
(2)（加，b'）-I-0ならばwtt(b')＝wtt(b) -m 
(3) (Bふb'）ヂ0ならば（加，b')= (b, BT(i)b'). 
(4)且bEBならば BT(i)且b= b. 
(5) ai,T(i) = 2ならば
(a)糾b)E Z LJ {-ooev, -oo。dd}．
(b)叫b)＋名＝ W閂(b).
(c)（恥，b＇）ヂ 0ならば瓜b')＝店(b).
(6) aば(i)= 0ならば
(a)瓜(b)EZLJ{-oo}. 
(b) fJJb) = fJT(i)(b) + wtJ(b)．ただし、 wtJ(b):=〈hi-hT(i), w『(b)〉．
(c) (Bふb')-I-0ならば b'＝且bかつ fli(b')＝店(b)-1. 
(7) ai,T(i) = -1ならば
(a) fJi(b) E Z LJ {-oo }. 
(b) fli(b) = fJT(i)(b) +wビ(b)-Siまたは比(b)= fJT(i)(b) +w閲(b)一ふ＋1.ただし、
w月(b):=〈hi-hT(i), w『(b)〉．

(c) fli(b)ナ比(i)(b)+ wtJ(b) -siかつ（且b,b'）ヂ 0ならば b'＝且bかつ店(b'）ヂ
他）（b')+ wtJ(b') -si. 

(d) (Bふb')-I-0かつ糾b'）ナ比(i)(b') + wtl(b') -siならばfJi(b')＝叫b)-l. 

公理 (5)-(7)で、頂点 iE Jが3種類に場合分けされているのは、 Dynkin図形の頂
点は全て等価 (A1型）であるのに対し、佐竹図形の頂点は AI型 (a紅 (i)= 2)、AIII型
(ai,T(i) = 0)、AIV型(a口(i)= -1)の3種類があるためである。
i結晶は、通常の結晶の自然な一般化であり、その公理系は、通常の結晶と同様に、 i量
子群の表現論から来ている。対角型の場合は、 t標準基底は結晶基底に他ならない。
通常の結晶のテンソル積則のように、 t結晶 B1と結晶 B2の直積 B1R氏に t結晶の構
造を入れることができる。これは、 t量子群が右余イデアルであることを反映している。こ
のテンソル積則を、特に B1が「自明な i結晶」である場合に適用すると、 t結晶 B1R氏
は集合としては約と同一視できる。このようにして、結晶 t結晶の構造をもつ。これは、
t量子群が量子群の部分代数であることを反映している。対角型の場合は、結晶に t結晶
の構造を入れることは、結晶のテンソル積則に他ならない。
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6. i標準基底と t結晶基底

t結晶を用いると、 t標準基底をより自然に構成することができる。

Theorem 6.1 ([4]）．以下を満たすような (JEX+が存在する：

(1)任意の入 EX+に対し、 B（入＋び）の部分集合 B（入＋び；入）は部分t結晶をなす。こ
れを B（入）＂と書く。
(2)任意の入，VEX+に対し、 t結晶の射 B（入＋v+T(v))"→B（入）びが存在する。従っ
て、〈 EX'でパラメータ付けられる射影系 {B（入）＂｝▽ 5＝くの族が得られる。
(3)射影系 {B（入Y}入＋a=くは、射影極限をもち、それは Tr,@B(oo)に同型である。こ
こで、ては、 1元からなるある i結晶である。
(4)任意の入 Ex+に対し、 V（入十(J')の部分 U加群で、 t標準基底を持ち、その
q→oo極限が B（入＋び；入）であるものが存在する。これを V（入）°と書く。
(5)任意の入，VEX+に対し、 U'＿加群の射 V（入＋ v+T(v))"→V（入）グであって、 t
標準基底を保つものが存在する。従って、 (EX'でパラメータ付けられる射影系

{V(籾｝汀5＝くの族が得られる。

(6)射影系 {V（入）6}▽5＝くは、射影極限をもち、それは U'lくに同型である。

この定理から、 o結晶 LJ<EX9てRB(00)を、変形t量子群Utの結晶基底と呼ぶのが妥
当である。対角型の場合は、変形 i量子群の結晶基底は、変形量子群の結晶基底 Bに他
ならない。

7. 既約 On—加群のタブロー模型

2結品の応用として、直交群 Onの有限次元既約表現の新しい組合せ論的模型を紹介
する。

Dynkin図形 Iが An-1型で、 T= idの場合の佐竹図形と、パラメータ""=(q―l)iEJ, 
I',, = (O)iEJに付随する t量子群を考える。この場合、古典極限を取ると U,U'はそれぞ
れ叫， SOnの普遍包絡代数になる。従って（これは正確な主張ではないが）、 Uの有限次
元表現の結晶基底を t結晶とみなしたものの「既約成分」は、 SOnの既約表現の組合せ論

的模型になる。よく知られている通り、 U の有限次元表現の結晶基底は半標準盤で実現
される。この実現の下で、 t結晶としての「既約成分」は次にように記述される：

Definition 7.1. m := rank son = { ! if n is even 
芳 ifn is odd 

とおく。長さ m以下の分割 pに

対し

SSTが(p):={TE SSTn(P) I tLさt2,jfor all j = 1, 2,..., d叶
と定める。ここで、 SSTn(P)は、型 p、文字 {1,2,..., n}の半標準の集合であり、 TE
SSTn(P)に対し、いはTの第 (i,J)成分、もは Tの第］列の長さ、{tt1, tt2, ・ ・ ・, ttdJ := 

{1, 2,..., n}¥{t1,1, t1,2, ・ ・ ・, t1,d1}である。

Theorem 7.2 ([3]）．入を、長さ n以下の分割とする。結晶基底 SSTn（入）は、 t結晶とし
て SST州(p)たちの和に分解する。さらに、 SSTtI(p)から、 pに対応する仇の既約指
標が

1 
2百 L L y~1(11(T)YI3念(T).. ・Y盆m--11/32m-1(T)

TESSTが（p) 咋—1E{+,-}

と求まる。
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