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概要

利得関数のとる値が擬順序集合の要素であるときの確定的動的計画を考察する。

ここで、利得関数は結合的＝項演算によって集計される。まず、二項演算が単調性の

もとで再帰式を導く。そして、マルコフ政策がこの間題を解くのに十分な政策であ

り、この問題のスカラー化問題を解くことによってこの問題の（弱）非劣マルコフ政

策が得られることを示す。

1 はじめに

動的計画法は Bellman[1]によって始められ、非常に多く研究されている (Sniedovich

[6]参照）。有限期間の各期において、利得または費用（実数）が状態と決定によって値が

定まる。動的計間題は、すべての期間での利得または費用の集計値を最大または最小にす

るような最適な政策を求める問題である。各期において、政策はその期の状態またはそれ

以前の期の状態から決定を定める。動的計画問題は、状態の推移が確定的であるとき確定

的動的計画問題といい、確率的であるとき確率的動的計画間題という。大半の研究では、

利得または費用（実数）が、加法かあるいは他の演算によって集計される。本稿では二種

類の政策を考える。一つは一般政策である。一般政策は各期にそれ以前の期の状態からそ

の期の決定を定める政策である。もう一つはマルコフ政策である。マルコフ政策は各期に

その期の状態からその期の決定を定める政策である。

Iwamoto [3]における確率的動的計画問題においては、利得または費用（実数）が加法、

乗法、加法と乗法、最小演算、除法によって集計されている。 Fujita[2]においては、利

得（実数）が加法によって集計されるとき、マルコフ政策が確率的または確定的動的計画

問題に対して十分であることが示された。 Iwamoto,Tsurusaki and Fujita [4]では、利

得（実数）が最小演算によって集計されるとき、マルコフ政策が確率的または確定的動的



2

計画問題に対して十分でないことが示された。

本稿では、利得関数のとる値が擬順序集合の要素であるときの確定的動的計画を考察す

る。ここで、利得関数は結合的二項演算によって集計される。そして利得閲数が実数であ

るとき、二項演算の単調の仮定の下で再帰式を導き、マルコフ政策のみを考えれば十分で

あることを示す。さらに、元の問題（利得が実数である必要はない）のスカラー化問題を

解くことによって元の問題の（弱）非劣マルコフ政策が得られることを示す。

2 順序と二項演算

本稿を通して、 £#0を集合とし、さを£上の擬順序（反射的，推移的）とし、ぺを

£上の狭義半順序（非反射的，推移的）とする。 x,y E,Cに対して、 X さy,x-<yをそれ

ぞれ yとx,y>--xとも表す。さらに

x, y E £, X --< y⇒X :5 y,x冴y (2.1) 

であると仮定する。£ c股であるときは、さはこであり、ぺは＜であるとする。また、

以降の例で用いるため

K, ={Ac股： minA,maxAが存在する｝

とし、各 AEKに対して

AL= min A, AR= maxA 

とする。

例 2.1,C= ICとする。 A,BE,Cに対して

A ::s B巽AL-<:: BL, AR -<:: BR 

A勺 B巽AL< BL'AR < BR 

A--<2B器A::sB, A'i_ B 

A--<3B器AさB,A#  B 

(2.2) 

(2.3) 

とする。このとき、さは£上の擬順序（反射的，推移的）になり、--<1，--<2'ま£上の狭義

半順序（非反射的，推移的）になる。 --<3しま非反射的であるが推移的にならないので、£上

の狭義半順序にはならない。また

A, B E £, A --<1 B ⇒ AさB,A't B 
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となる。 ロ

定義 2.1SC,Cとし、 XoESとする。

(i) X。が Sの最大（小）要素であるとは

Xo t（さ）x, X ES 

となるときをいう。

(ii) X。が Sの極大（小）要素であるとは

X ES, X と（ゴ）Xo ⇒ X :::S（と）x。

となるときをいう。

(iii) X。が Sの弱極大（小）要素であるとは

西 ESs.t. x >--(--<)x。

となるときをいう。

Sc.C に対して、さ— maxS, さ -minS,--<-maxS,--<-minS をそれぞれ S のすべて

の極大要素，極小要素，弱極大要素，弱極小要素の集合とする。

命題 2.1SC.C,S =f-(/Jは有限集合であるとする。このとき、 ::s-maxS =f-0,さ-minS=f-

0となる。

命題 2.2 SC.C とする。このとき、ゴ— maxS C--< -maxS,ゴ-minS c--< -min S と

なる。

本稿を通して、 o:£ X £→  £を£上の結合的な二項演算とする。 xoyozや

X1 o X2 o ・ ・ ・ o Xnなどと表す。

定義 2.2

oが右（左）単調であるとは、

x,y,z E,C, y ~ z⇒ xoyゴXo Z (yo X ゴzox) 

となるときをいう。
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例 2.2L =股， L#-0とし、

£={AEK:AcL} 

とする。また、 L 上の二項演算• :LxL→ Lは可換、結合的かつ右単調であるとする。

二項演算 o:£x£→£を各 A,BE £に対して

Ao B = {x • y: x EA, y EB} 

と定義し、 A,BE £に対して

AさB拇AL：：：：：炉， AR：：：：： BR

と定義する。このとき、 o は可換、結合的かつ右単調である。

[O, 1] 上の二項演算である t—ノルム（またはじ劣ノルム）および tーコノルム（または t

劣コノルム）は可換、結合的かつ右単調になる。 t—ノルム（または t—劣ノルム）および t

コノルム（または t—劣コノルム）について、詳しくは [5] 参照。

3 スカラー化

心： £ →股とし、心をスカラー化関数とよぶ。●を心(£)上の二項演算とし、任意の

x',y'E心(£)および x'＝ゆ(x),y'＝ゆ(y)となる任意の x,yE £に対して

x'• y'＝心(xo y) 

であると仮定する。このとき、任意の有限個の x,y,・・・,zE£ に対して

心(x)• 心(y)..... 心 (z) ＝ゆ(xoyo•••oz)

となる。

定義 3.1 心が狭義単調増加であるとは

x,yE.C, x--<y⇒ ゆ(x)＜心(y)

となるときをいう。

例 3.1 L =股， L#-0とし、

L={AEJC:AcL} 

(3.1) 

(3.2) 
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とする。また、 L 上の二項演算• :LxL→ Lは可換かつ結合的かつ狭義右単調であると

する。●が狭義右単調であるとは、 x,y,zEL に対して、 y<z ならば x•y<x•z が成

り立つことである。二項演算 0 :£ x£ →£を各 A,BE,Cに対して

A o B = { x • y : x E A, y E B} 

と定義し、 A,BE,Cに対して

A さ B 盟 AL~ BL, ARさBR

A-< B巽AさB,A尻B

と定義する。また、スカラー化関数ゆ： £→恥を各 AELに対して

心(A)=AL. AR 

と定義する。このとき、心は狭義単調増加であり、 x,yE心(£)とぉ＝ゆ(A),y =心（B)

となるような A,BELに対して

x•y =心（AoB)

となる。

(0, 1] に制限した狭義単調 t—ノルムや、 [O, 1) に制限した狭義単調 t—コノルムは可換、結

合的かつ狭義右単調である。詳しくは [5]参照。

4 確定的動的計画

本稿を通して、次のように表記を定義する。

Nミ2 ：段の総数

X = {s1,s2,··•,sp} ：有限状態空間

U={a1,a2,・・・ 四｝ ：有限決定空間

Tn: XX  U→£ ：第 n利得関数（1:Sn'.SN) 

m :X→£ ：終端利得関数

f :X XU→ X :推移関数 (f(s,a)は第 n段で状態 s,

決定 aのときの第 n+l段での状態）

とする。このとき、次の確定的動的計画問題を考える。

max 

s.t. 

叫x1,叫 0乃 (x2,四） 0...

or叫 N墨 N)0 rc(XN+l) 

f(xn叫 ）＝％＋1, 1：：：：： n ：：：：： N 
UnEU, 1：：：：： n ：：：：： N 

(4.1) 
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ここで、 X1EXである。問題 (4.1)は、各 X1E Xに対して、一般政策（定義は後述）

の範囲で最適一般政策または（弱）非劣一般政策（定義は後述）を求める問題であると解

釈する場合と、マルコフ政策（定義は後述）の範囲で最適マルコフ政策または（弱）非劣

マルコフ政策（定義は後述）を求める問題であると解釈する場合がある。それらの場合を

区別して、一般政策の範囲で考えた問題 (4.1)を一般問題とよび、マルコフ政策の範囲で

考えた問題 (4.1)をマルコフ問題とよぶ。

釘： X→u, び2:XxX→u, びN : xx.．． x x → U 
‘v‘  

(4.2) 

N 個

のとき、び＝ （び1，び2，・・・，びN)を問題 (4.1)に対する一般政策という。間題 (4.1)に対す

るすべての一般政策の集合を gとする。

1r1: X→u, 四： X→u, 冗v:X→U (4.3) 

のとき、 7r= (1r1,1r2，・・・，町v)を問題 (4.1)に対するマルコフ政策という。問題 (4.1)に

対するすべてのマルコフ政策の集合を M とする。

間題 (4.1)において、 X1EXを任意に固定する。このとき、一般政策 a € gまたはマ

ルコフ政策 1rEMを与えると

附，四，・・・，uれ および X2, ・ ・ ・,XN,XN+l 

が定まり、目的関数の値

g(x1項）＝ r1(x1,u1)o乃 (x2,四） O・・・OrN(x凡恥） orc(xN+1) 

または

g(x1;1r）＝八（X1国 1)0乃 (x2，四） o・ ・ ・ o rN(XN墨 N)o ra(xN+1) 

が定まる。一般問題を考えるときは g:Xx(J→ £と解釈し、マルコフ問題を考えると

きは g:XxM→£と解釈する。

定義 4.1

(i) o* E gが最適一般政策であるとは、任意の X1EXに対して

Va E g, g(x1，び＊） t:g(x1, u) 

となるときをいう。
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(ii) o* € gが非劣一般政策であるとは、任意の X1EXに対して

び EQ,g(x1，ぴ）>::g(xぃu*)⇒ g(x1，u)さg(x1,ぴ*）

となるときをいう。

(iii)ゲ Egが弱非劣一般政策であるとは、任意の X1EXに対して

加 EQ s.t. g(x1, u) >--g(x1，が）

となるときをいう。

(iv) 1r* EMが最適マルコフ政策であるとは、任意の X1EXに対して

咋・EM, g(x1，が）>::g(x1, 1r) 

となるときをいう。

(v)が EMが非劣マルコフ政策であるとは、任意の X1EXに対して

1r E M,g(x1,1r）>:: g(x1，が） ⇒ g(x1, 1r)さg(x1，が）

となるときをいう。

(vi)が EMが弱非劣マルコフ政策であるとは、任意の X1EXに対して

枷 EMs.t. g(xぃ1r)>--g(x1，が）

となるときをいう。

利得関数が実数であるならば、最適一般政策は必ず存在する。しかし、利得関数のとる

値が擬順序集合の要素であるとき、最適一般政策が存在するとは限らない。

たとえ利得関数が実数であったとしても、最適一般政策でマルコフ政策になるようなも

のが存在することは明らかではない。この点について次の節で述べる。

5 スカラー確定的動的計画

本節では

£C股

であると仮定する。

問題 (4.1)に対応する次の部分問題群を考える。

max 叫 Xn叫） o・ ・ ・ o TN(X凡邸） 0rc(XN+l) 
s.t. f (x加 ％ ） ＝ ％＋1, n:Sm:SN 

叫nEU, nさm:SN
(5.1) 
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ここで、 nE {1, 2, ・ ・ ・, N}であり、％ EXである。一般政策の範囲で考えた部分問題

(5.1)を一般部分問題とよび、マルコフ政策の範囲で考えた部分問題 (5.1)をマルコフ部

分問題とよぶ。

叩： X→u, 叩＋1:X xX→u,...，びN:XX・・・XX→U 
‘ v ‘  

(5.2) 

N-n+l個

のとき、 a=（びn,an+l,..., aN)を部分間題問題 (5.1)に対する一般政策という。部分問

題 (5.1)に対するすべての一般政策の集合を gnとする。 gl= gである。

匹： X → U, 7rn+l : X → u,...'7rN: X → U (5.3) 

のとき、 7r= (nn，冗＋1,・・・，町v)を部分問題 (5.1)に対するマルコフ政策という。部分問

題 (5.1)に対するすべてのマルコフ政策の集合を Mnとする。 M1=Mである。

部分問題 (5.1)において、 XnEXを任意に固定する。このとき、一般政策び Egnま

たはマルコフ政策 7rE Mnを与えると

Un濯 n+l,・・・,Un および ％＋1,"',XN心N+l

が定まり、目的関数の値

伽（％；6) ＝斤(xn,Un) o Tn+1(Xn+l墨 n+1)0 ・ ・ ・ o rN(x凡恥） ora(xN+1) 

または

珈（％；1r)= rn(xか％） OTn+1(Xn+l墨 n+1)0 • • ・ 0 rN(XN墨 N)o rc(xN+1) 

が定まる。一般部分問題を考えるときは gn: x x gn →£と解釈し、マルコフ部分問題

を考えるときは 9n:XX  Mn→£と解釈する。 91= 9である。

一般部分問題群 (5.1)に対して

VN+l(XN+l) = rc(XN+l), XN+l EX  

Vn(xn) = ill~ 9n(X立）， ％ EX,1：：：：： n ：：：：： N 
び€gn

とし、マルコフ部分問題群 (5.1)に対して

とする。

vN+l(xN+1) = rc(xN+1), XN+l EX  

忙 (xn)= mipc 9n(xn; n), Xn EX, 1 <:::: n <:::: N 
7fEM” 

(5.4) 

(5.5) 
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このとき、 0 が右単調ならば、次の 3つの定理 5.1-5.3が得られる。定理 5.1および 5.2

は再帰式である。

定理 5.1 0 は右単調であるとする。

VN+l(x) = rc(x), x EX  

vn(x)＝腐腎 [rn(x,u)o Vn+l(J(x,u))], x EX, 1::; n::; N (5.6) 

定理 5.2 0 は右単調であるとする。

vN+l(x) = rc(x), x EX  

研（x)=誓加(x,u) o vn+1(f(x, u))], x EX, 1 ::=; n ::=; N (5.7) 

定理 5.3 0 は右単調であるとする。

(i) 
ヨが EMs.t. g(x1；が） ＝ V尺x1),¥:/x1 EX  

実際、各 nE {1,2, ・ ・ ・,N}および各 xEXに対して、 (5.7)（または (5.6)）において

最大値を与える uEUを芥(x)とすると、最適マルコフ政策が＝ （可，吋，・・・， T；）

が得られる。

(ii) 
研 (x)= V叫）， xEX, 1：：：：： n ：：：：： N 

6 確定的動的計画のスカラー化

本節では、利得が実数であるとは限らない場合、問題 (4.1)の（弱）非劣マルコフ政策

が、その問題のスカラー化問題を解くことによって得られることを示す。

確定的動的計画問題 (4.1)に対して、次のスカラー確定的動的計画問題を考える。

max 心(r1(x1,u1)) •心（乃（四，四）） •... 
●心(rN(XN,UN))• 心(rc(xN+1))

s.t. f(xn, Un)= Xn+l, 1 Sn SN  
Un EU, 1 Sn SN  

ここで、 x1EXである。

(6.1) 



10

問題 (6.1)において、、 X1EXを任意に固定する。このとき、一般政策 a€ gまたは

マルコフ政策 1rEMを与えると

附，匹 •..,Un および 四，・・・，切V,XN+l

が定まり、目的関数の値

h(x丘u)=心（八(x1,u1)) •心（乃 (x2, 四）） •....ゆ(rN(XN,uN)). ル(ra(xN+1))

または

h(x丘1r)='lj;(r1(x1,1り）） •心（乃 (x2, u叫） •....心(rN(XN,uN)). ル(ra(xN+1))

が定まる。一般問題を考えるときは h:X X g→股と解釈し、マルコフ問題を考えると

きは h:XxM→股と解釈する。

定理 6.1x,y E £に対して

x---<y⇔ xゴy,x'if_y 

であると仮定し、心は狭義単調増加であるとする。また、 7r*EM （またはゲ€ g)をス

カラー確定的動的計画問題 (6.1)の最適マルコフ（または一般）政策とする。このとき、

7r* EM （またはゲ€ g) は元の確定的動的計画問題 (4.1)の非劣マルコフ（または一

般）政策になる。

定理 6.2 心は狭義単調増加であるとする。また、が EM （またはゲ€ g)をスカラー

確定的動的計画問題 (6.1)の最適マルコフ（または一般）政策とする。このとき、 7r*EM  

（または o*€ g)は元の確定的動的計画問題 (4.1)の弱非劣マルコフ（または一般）政策

になる。

7 結論

本稿では、利得関数のとる値が擬順序集合の要素であるときの確定的動的計画を考察し

た。ここで、利得関数は結合的＝項演算によって集計される。まず、利得が実数であると

き、二項演算の単調性の仮定に下で再帰式を導き、マルコフ政策のみを考えれば十分であ

ることを示した。次に、利得が実数であるとは限らない場合においても、元の問題のス

カラー化問題を解くことによって元の問題の（弱）非劣マルコフ政策が得られることを示

した。
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しかし、利得関数のとる値が擬順序集合の要素であるとき、（弱）非劣一般政策が存在す

るということは示していない。これは今後の課題の一つである。

本稿で扱った確定的動的計画は最大化問題であったが、最小化間題においても定理

5.1-5.3、6.1および6.2と同様な結果が得られる。

参考文献

[1] T. Fujita, Re-examination of Markov policies for additive decision process, Bul-

letin of Informatics and Cybernetics, Vol.29, 1997, pp.51-65 

[2]岩本誠一，動的計画論九州大学出版会， 1987

[3] S. Iwamoto, Associative dynamic programs, Journal of Mathematical Analysis 

and Applications, Vol.201, 1996, pp.195-211 

[4] S. Iwamoto, K. Tsurusaki and T. Fujita, On Markov policies for minimax decision 

processes, Journal of Mathematical Analysis and Applications, Vol.253, 2001, 

pp.58-78 

[5] E. P. Klement, R. Mesiar and E. Pap, Triangular norms, Kluwer Academic Pub-

lishers, 2000 

[6] M. Sniedovich, Dynamic Programming: Foundations and Principles (Second Edi-

tion) CRC Press, 2011 


