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概要

杉山氏，都築氏は， Jacquet-Zagier型跡公式を用いて， Hilbertモジュラー形式に対する対称
2次 L関数に関する公式を得た．本記事では，パラレルウェイト 0のHilbertMaass形式に対す
る，杉虚都築の跡公式の類似となる公式を与える．

1 研究の背景

1.1 Zagierの公式

まずは，本研究の出発点となる， Zagierの公式 ([9]）について紹介する． lHI= {x+J=Ty I x,y E 

恥 y>O}を上半平面， r= SL2(Z)，正の偶数 k~4 に対して，品（「）を重さ k, レベル 1 の正則カ

スプ形式全体の空間とする． Skげ）上の Petersson内積は

〈f,g〉=J f(z)g(z)y砂予， f,g ES直）
r¥IHI Y 

で定義される

正規化された Hecke同時固有形式/E Sk『）に対して，その Fourier展開 f(z)= I:~=1 町(n)qn

(q = e21ry'=Iz)を与えたとき， fに関する対称 2次 L閲数 L(s,fX f)を

L(s,f x /) = 2―s-k+l7r-!(s+k-l)r(s + k _ l)呵詈言塁l:〗

で定義するこの級数は，領域Re>1で広義一様絶対収束し，複素平面全体に正則に解析接続され，

関数等式

L(l -s, f x /) = L(s, f x /) 

を満たすことが知られている． Hecke同時固有形式からなる品(r)の正規化された直交基底{!,}区i:odim(Sk(r))

を取ったとするこのとき， Zagierは以下の公式を証明した．
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Theorem 1.1 (Zagier([9])). k ~ 4を偶数， mENとするこのとき， 2-k<Re(s)<k-1なる

sECに対して

dim(S叫））

Ck,s 区 L(s, f; X f;) 

i=l 
L(l,f; X f』

a!, (m) 

= mk-l L { I(t2 -4m, t; s) + I(t2 -4m, -t; s)} L(s, t2 -4m) 

＋『（一1)芦芦亭既mk-；-1 (mは平方数）

0 (mは平方数でない）

が成り立つ．ここで， Ck,s= 
(-1) 恥— ,-k+3,r芳

(k-1江（峙）
であり，△ ＝柱— 4m, Q(../15.)/Qの判別式を D,

△ =D『 (fEN)とおいたとき， I（△，t;s)とL(s，△）はそれぞれ

I（△， t;s)=~)叫） JOO YK+s-2 
r(K) o （炉十 [ty —令）8dy,

L(s，△） ＝ ｛く(2s-1) （△ ＝ 0） 

L(s,（ビ）） Ldlfμ(d)（仔）d-sび1-2s({z) （△ ＃0) 

で与えられる．

Zagierの公式は△が平方数の時に s=lでL(s，△）の部分が単純極を持つが，このとき I（△，t;s)+ 

I (•,— t; s)の部分は s=lを零点に持つので，除去可能であるしたがって， s=lを代入すること

ができ，それによって Eichler-Selbergの跡公式を復元できることが示されている．

Zagierはさらにレベル 1のMaass波動形式の場合に同様の公式を証明している ([10]).Zagierの

公式の Hilbertモジュラー形式への一般化は水本 ([4]）が行なっており，狭義類数が 1の総実代数体

上のレベル 1,パラレルウェイト kE ITvEI;= 2N, nebentypusが自明な場合に証明された．さらに

高瀬 ([6])は，狭義類数が 1という仮定のまま一般のレベル，ウェイト， nebentypusが原始的という

条件の元で水本の公式を一般化した．

1.2 Jacquet-Zagier型跡公式

ここまで紹介した結果は，全て古典的な手法を用いて示されたものであるここからはアデリッ

クな設定のもとでの Zagierの公式の一般化を紹介する．本記事では，以下の記号を用いる．

• F:代数体

• o: Fの整数環

• xfin : Fの有限素点からなる集合

• E00: Fの無限素点からなる集合

• SF = Efin U EOO 
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• A: Fのアデール環

• Fv: Fのv€〗F での完備化

• Ov : 0のVEI;finでの完備化

• Pv : Ovの素イデアル

●口v: Ovの素元

• qv = #(ov/朽）

代数群 G,B,Zをそれぞれ G= GL2, B =｛（註） EG}, Z = { (0 ~) E G}とし，らの標準的な

極大コンパクト部分群を K とする．具体的には，

K=  II Kv, Kv = 
GL2(ov) (v E 1:fin) 

疇 F {。（2) （V E芦）

で与えられる．

各素点 v毎の凡のモジュラスから定義されるイデールノルム I・ l.t.: AX→ R十に対して，関数

y: G1.→股＋を， y(k)= l ('vk EK), y((0 ~)g) =|肌|p.y(g)Mg~) E B.t.,'vg E Gp.)を満たすただ

ひとつの関数とするこのとき， Eisenstein級数は Re(z)> 1なる zECとgE G.t.に対して

E(z;g) =区 y(,g)デ．
-yEBp¥Gr 

で定義される． Eisenstein級数は複素平面全域に有理型に解析接続することができ， s=lで単純極

を持つ．さらに， DFをF/IQの判別式の絶対値，＜Fを完備化された FのDedekindゼータ関数と

し， E*(z;g)= D訳F(z)E(z;g)とおくと閲数等式

E*(l -z;g) = E*(z;g) 

を満たす．

十分良い収束性を持つ（例えば，コンパクト台を持つなど）テスト関数 <p:ZA ¥GA→ Cに対し

て1?（みGハGい上の右正則表現 Rから構成される作用素 R(<p）の核関数

応 (g,h)＝ L <p(g―1,yh) (g, h EGA) 

,EGF¥GA 

とEisenstein級数を用いて， ZE Cに対して積分

I(z) ＝ J 応 (g,g)E(z; g)dg 
な GF¥GA

を考える． Eisenstein級数の z=lでの留数は gEGAによらない定数になるので， I(z)のz=lで

の留数を計算することにより，（定数） xfみ伍＼GAK<p(g,g)dgの形が出てきて， Arthur-Selbergの跡

公式が復元できるであろうことが想像できるしかし，この問題は難しく長い間知られていなかっ

たが， 2019年にようや <Wu([8]）によって復元できることが示された
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JacquetとZagierは，コンパクト台を持つような一般のテスト関数'Pに対して」(吟の幾何サィド

を計算した ([3]).R皿 kin-Selbergの方法により，スペクトルサイドには， ZA¥GAの既約カスピダル

表現戸こ付随する対称2次L関数L(s,1r; Ad)の値の和で表すことができる．従って， Jacquet-Zagier 

型跡公式とは，それを軌道積分の和で表す公式となっている．（ここで，対称2次L関数を L(s,1r; Ad) 

と書いたのは， Gいの保型表現 T から， Gelbart,Jacquetらによって構成された Gらの保型表現

Ad(1r)の保型 L閲数と一致するからである([2]))JacquetとZagierが計算した幾何サイドの公式

は抽象的なテスト関数 'Pに対して計算してぃたので’その分結果も抽象的なものに留まつている

従って， Jacquet-Zagier型跡公式から既存の跡公式 (Zagier,水本，高瀬の跡公式）を導くことは別

の難しさがあるため，既存の結果を完全に含んでいるわけではないしかし，テスト関数ゃが具体

的に与えられた Schwartz-Bruhat関数のときは，論文中の計算から比較的容易に明示公式を得られ

ることが期待できる．

杉山と都築は， Jacquet-Zagier型跡公式の一つの応用として， Zagierの公式のレベル付きの Hilbert

モジュラー形式への一般化を与えた ([5]）．この結果の特筆すべき点は，総実代数体Fの満たす仮定

が，素数 2がFで完全分解するというもののみで，狭義類数については一切条件を課していない．

この点は水本，高瀬らの跡公式と異なる部分である．

彼らは，有限素点では Hecke作用素のレゾルベント核，無限素点では Z111.¥G111.の離散系列表現の

行列系数を用いて構成されたテスト関数に対しての Jacquet-Zagier型跡公式を具体的に計算した．

この関数の台はコンパクトではないので，収束性などの議論も論文中で厳密に行なっている．

また，彼らは Hilbertモジュラー形式に対する保型表現 T に付随する対称 2次 L関数の非消滅性

を証明したこれは，固定された zE [O, 1]に対して，ある種の条件を満たす保型表現 T が存在して，

L（号，1r;Ad)=I=〇となるような T が存在するというものであるこれはスペクトルパラメーター

の重み付きの一様分布性から従うもので，杉山—都築の跡公式の一つの応用となっており，大変典味

深いものとなっている．

2 主結果

講演で述べた主結果を紹介する．今回は杉山—都築の跡公式の Hilbert Maass形式に対する類似

を得た．これは，杉山と都築が構成したテスト閑数の無限素点の部分を上半平面H上の Laplace作

用素のレゾルベント核関数にとりかえて， Jacquet-Zagier型跡公式を計算することにより得られる．

Hilbertモジュラー形式の場合は，擬似係数が存在するので，固定された璽さの Hilbertモジュラー

形式のみを取り出すことができるが， HilbertMaass形式の場合には，擬似係数が存在しないため，

スペクトルサイドにおける Eisenstein級数の積分と，指標の寄与を無視できなくなるこの点は杉

叫都築の跡公式よりも複雑になっている．

{O}でない 0のイデアル aに対して S(a)を， aov# 0Vとなる有限素点 vの集合とするさて，主

結果の説明のため，以下を仮定する

• Fは拡大次数心の総実代数体で，素数 2はFで完全分解する．
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• n Coは{O}でない square-freeなイデアルで， S(n)はevenな素点を含まないとする．

• SC Efinは有限集合で， SnS(n)=0かつ evenな素点を含まないとする．

VE Efinに対して， Ko(n凡） ＝ ｛（tな） cEn凡｝とおく．

以ドで使われる記号は杉山と都築の論文 ([5]）の記号を参考にしている記号の簡略化のため，

GF"をらと書くことにする (Bvや Zvも同様）．

ZA¥GAの既約カスピダル表現の集合Ilcusp(n)を

Ilcusp(n) = { 7r 竺®~迂F四ざo(n叫）ヂ {O} (v E Efin)，畔゚ (2)c/= {0} (v E累）｝

で定義する． V€ SFと擬指標 X:Fv→ CXに対して， Zv＼広の表現 I(x)を，一般主系列表現

Ind兌(x図い）で定める．

既約カスピダル表現 T 竺 ®~E冨叩 E Ilcusp(n)の導手を f1rとおくと，各 V E刃p-S(f1r)に対

して，
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叫叩） E ｛□[O,27r(logqv)-1l u (｛0,27r□(logqv戸｝ ＋ （0, 1)) 

《可lR+U (0, 1) 

(V E I;fin -S(f,r)) 

(v E I;oo) 

を満たすような複素数％（7r）を取ることができ，これを vにおけるスペクトルパラメーターと呼ぶ．

イデールノルム I・ Iの核をぶ C A,_Xとすると， AX＝酎 x恥＋と分解できる．これに対して，指

標 X= f1vE均知： AX→S1で， x(F勺＝ 1,X（恥） ＝1, Xv（吋） ＝1 (Vv E ~fin) を満たすもの全
体を三と書くことにする

次に， Riemann面ぷ：＝｛C／4パ可(logqv)-1z (V E 〗fin) 上の 1 次微分形式 d凡 (s) を
IC (v E刃oo)

弘 (s)＝ ｛い(logqv)（q;;1-qv-S2+1)ds 

s ds 

(v E :Elin) 

(v E I:00) 

で定め， Xv上の正則関数で

• a(s) = a(-s) 

● VE江OOのとき，任意の [a,b]C政， £>0に対して la(s)I ≪a,b,l (1 + I Im(s)|）―e, Re(s) E [a,b] 

を満たすもの全体の空間を Avとする．

以下， C > 1を十分大きく取っておくことにする． a=@vESUE叫％ ERvESUE=A,,と，ー1< 
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Re(z) < 1なる zECに対して，

L（号，7r;Ad)
ll~usp(aln; z) =c<zl(n) ど W炉（7r)~a(vsu応 (7r)),

L(l, 7ri Ad) 
1rEilcu,(n) 

翡is(aln;z) = 
vol（酎／F汀―1

87r口こflIに，x(a;u,z)du,
xES J二iR

llに（aln;z) ＝詞区 {ll~es,x(a; z) + ll~es,x(a; -z)} 
XE三

ぐ＝1

とおく．ここで， Vsu刃～け） ＝ （％（元））vESU刃～はスペクトルパラメーターの族で，

c(zl(n) = 
(-l)#S 

D z-! 
2 F 

II (l+qv)-1, 

vES(n) 

w炉(1r)= N(f1r)デ
VES(nい (q>+ q［亨ー (q王＋q;三 2 ) 

rr (1+ （贔＋q:廿凰 ＋q旦）ー (qv-+q；三

翡is,x(a;u, z) 

= 2dFD戸 (F(号）LF（デ＋ u,x叫（デ— u,x-2)
Lp(l+u,x叫 (1-u,x-2) 

X II [( l 

qJ -q旦）（1-い） ＋ （q旦＋炉）位＋ q:;;½ -q；エ（切）2_贔 (wv)―2}]
vES(n) 

x(l+qv)-江 (1+ u, x;)Lv(l -u, Xげ）

X II 2□Je+%戸-q三 Lv（号，叫（デぶり叫s)d四 (s)
vES c-

log q" 

（）  
X II叫 u+2-/=訟(xv)),
vEE= 

IT~es,x(a; z) =2dF DJ, 
¾-1 (F(Z + 1) 

II 
(1 -q;;1)(1 + q~ ーデ

） 
“号）(F(号） vES(n) qv + 1 

Sres,V,Xv (s, z)叫 s)如 (s)II叫デ），X II 1 <v団）！C+攣
2ハ仁に（号） e-年VES logq" VEE~ 

Sres,V,Xv (sv, z) 

ーデ＝芦~ X [Lv（号—干， x叫（号＋手ふ）｛l+q―s -2q;;s-1 -Xvに）q;§-千 (1-q；；り｝

+ (1 -q;;l)万）くい＋ ~){q;叫1 + 2q;;5)―q;;s-z-1 + 2知（四）q；1-'-¥}]
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としているまた， a（知） €政は Xv(x) = lxl ✓コa（ふ） （XE民＋）で定めており LF(s,x)は完備化さ

れた Hecke-£ 関数であり，＜v(s)とLv(s,x)はそれぞれ (F(s)とLF(s,x)のv-因子である．

上で定義した 3 つの閲数 ll~usp(aln; z), ]I趾(aln;z),][！es(a|n;z)はスペクトルサイドに相当するも

のである．幾何サイドを記述するために以下の関数を導入する．

Re(s)>~ を満たす z,S E Cと， EE{O, 1}, 8,a E Fvx, a=  RvESU刃叫％ E忍 ESU翫=Avに

対して，

(i) VE  ~fin のとき

手€

叩z)(a)=~(~Lv(-Z2+1，匂） 1 ＋ qV) 
lal王＋ （v（z) (1 +qv z2+1)€ 干

Lv（芳，窃） 1+ qv 
|a|V, 

ふ(.s;") ＝｛ーロ］口亨喜（口〗;:+賃言丁)|a|:¥)
St,（z)（av;a) ＝ l fe＋攣

(lalv：：：：：り

(lalv > 1), 

2ハ／可 2~v'＝丁
log q。

sz,Czl(s; a)av(s)d凡 (s) (v ES) 

とおく．ここで， C8 は局所類体論で凡(《5)／凡に対応する Fvx の指標である．さらに，△ €FX と，

{O}でない分数イデアル ncFに対して，

B炉（a|△； a)= II 。：炉（av) IJ咬i(z)(av)IJ給叫叫；a』
vE~fin-(SUS(n)) vES(n) vES 

とおく．ここで (av)vEEfinはaに対応する有限イデールとする．

(ii) VE  ~00 のとき

切ー，（z)(s;a)=―|a|』1-a-21: □ -2 デ鸞＋干）鸞—~)
4 r(s + 1) 

i......:.J(a > 1) 

`1,0)（告＋干，g-呈デ；干，芳．s+1 s+1; 2 
; l-a―2, 1 -a2) 

切 '(z)(s;a)= (a2 + 1) 
r（号）rけ＋号）r(§-号）

r(s+ 1)r(; ＋ 1) 

X Fp,o) (½+-'-t-1- , ½-s｀且；＇ 4-",=f-"; 1, -a2) 

とおく． ここで F?'o)は第 3種 Appell超幾何関数凡 (cf. ([1]))の一般化で，パラメーター

a1, a2, a3, b1, b2, ai, c E (Cに対して，

pp,o) (a1a鸞；叫，b;;x,y)= ミ仙）m（a心（叫(b山（妬）nx了

m,n=O (ai)m(c)m+n 
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で定義されるここで，（a）m=r(a+m) r(a) はPochhammer記号で， ai,C'f'0,-1,-2,..．とする

u = Re（釘十四十 a3-ai -c), T = Re(b1 + b2 -c)とおくと， Fi1,0)は，

びく 0,T< 0のとき， I叫::;1, IYI ::; 1, 

びく 0,T2 0のとき， lxl::; 1, IYI < 1, 

び 20,T < 0のとき， lxl< 1, IYI ::; 1, 

び 20,T 2 0のとき， lxl< 1, IYI < 1 

の範固で絶対収束し， xを固定したとき， yに閲して領域C-[1,+(X)）に解析接続することができる

(xについても同様）．

さらに

応囁；a）＝ l fC十□OOO土，（z)

2八仁1lc-v'=Ioo 
e'•l2J(s; a)a(s)d巳 (s)'

汗）（a）＝ IIl fC+攣 -qv—手
2ハ／二Ie-2~= -s-2 ~av(s)d附(s)

vES"'"V-~Jc-~ 1-qv 

X II 1 rc+vCioo r(~ +ヰり
VEE~ 27r□ [＿ご:=ftiav(s)dμv(s), 

とおく．以下が今回の主結果である．

Theorem 2.1. -1 < Re(z) < 1を満たす zECとCl!=@vESU広“%ERvESUE=Avに対して，

][？usp(aln; z) +][息is(aln;z) +][！es(a|n; z) ＝』~ni(aln;z) ＋』~yp(aln; z) ＋』~11(aln; z) 

が成立する．右辺の 3つの関数はそれぞれ放物元，双曲元，楕P3元の寄与であり，以下で定義される．

(i) 

ここで，

t { AF(-z)]~ 認ni(aln;z) = DJ, 心（ーz)』~ni(aln; z) + AF(z)』如(aln;-z)} 

手
』此(aln;z)={2―叫州r(-Z4+1)}nFD／拌句—z)臼（a） II 1+qv ・ 

1 + qv vES(n) 

とおいている．

(ii) 

翡yp(aln;z)＝炉バ(―z2+1) 区 B~z) (all; 0ーい） IIい (Dev，三
aEo(S)~ -{1}''''vE~= 

） 
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ここで， o(S)~ は総正な S単数の集合．

(iii) 

晶(aln;z)＝炉ゲ互軍）叫（z;＼）面（a|△，nば）

X II⑰gn（砂），（z)(av;t|冨），
vEI;= 

ここで， 

• △ =t2 -411、

•芦：大域類体論で F(《ふ／F に対応する AX の指標．

•恥： F（V!i)/F の相対判別式

• f△ ： △0 =()△f;,.となる oのイデアル

(t；叫は，集合 {(t,n) E F X F I t2 -4n E px -(Fx戸｝上の同値関係

(t, n) ~ (t', n'）⇔ヨcE Fx, t'= ct, n'= c2n 

による商集合の元で，次を満たすものをわたる．

● VE刃fin-Sに対して，（t,n)E{(c山，C初） EFv X Fv I Cv E Fvx, tv E Ov, n E o:} 

・恥の v因子 C△,Vが不分岐な VE刃finに対して， ordv(nf悶） ＜〇

主結果は以上である．この式は F=Q,n=Zとおくと， Maass波動形式に対する Zagierの公式

([10]）を復元できることが少しの計算でわかる．したがって，この結果はその HilbertMaass形式へ

の一般化とみなすことができる

3 L(s,1r;Ad)の非消滅性

今回紹介した主結果の系として， HilbertMaass形式に対する対称 2次L関数L(s,1r; Ad)の非消

滅性を証明できると考えているこれは主結果の式を見るかぎり大いに期待できるのだが，残念な

がらまだ厳密な証明を与えていないため，予想という形で述べさせていただ<.

まず，次の命題を考える．

(P)任意の zE [O, 1)，素イデアル nCo, 11" E Ilcusp(n)に対して， L（号.!,7r;Ad):;:,0が成り立つ．

これは L(s,1r; Ad)についての一般 Riemann予想を仮定すると，中間値の定理から成り立つ．なぜ

なら zE [0, 1]でL（芳l,1r; Ad)は実数であり， L(l,1r; Ad) > 0だからである (cf.例えば ([7,2.8]) 

など）．
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Conjecture 3.1. (P)を仮定する． zE[O,l)と股の部分区間の族 (Jv)vESUE=で， vESに対し

て JVC [-2, 2], V E ~00 に対して JV C ［ふ＋00）を満たすものを任意に与えるこのとき，次を満

たす M>Oが存在する．

N(n) > M を満たす任意の素イデアル nに対して，

• f1r = n 

• L（号，1r;Ad)ヂ0

％（和l ＿四（五）

•vES に対して， q。 2 + qv 2 E JV 

● VE累に対して，ヒ吋ュ亡 EJV 

を満たす 7rE Ilcusp(n)が存在する．

この予想は，杉山と都築による Hilbertモジュラー形式に対する対称2次閲数の非消滅性の Hilbert

Maass形式の類似にあたるものである．今後はこれの厳密な証明を与える予定である
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