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概要

この論説は、論文「Rapidlyconvergent series representations of symmetric 
Tornheim double zeta functions [8]」を解説したものである． §1では2つのキー

ワード「desingularization」と「Rapidlyconvergent series representations」につ

いて説明でする． §2.1では Tornheim2璽ゼータ関数について簡単にまとめ， §2.2
で主結果について記述し， §2.3では幾つかの注意を述べる．証明はここでは詳しく

述べないので，論文を参照していただきたい．

Introduction 

1.1 Desingularization 

この小節では「Desingularization」をリーマンゼータ関数を用いて説明する． S=び十it

を複素数とする．このとき， リーマンゼータ関数は

く (s) ：＝立~'(l ＞ 1
n=l 

により定義される．く(s)は全複素平面に有理型に解析接続され， s= 1で極を持ち，その

留数は 1である．さらにく(s)は関数等式

く(1-s)=I'c。s(s)((s), I'cos (S) 
2「(s)___ (7rS 

~os(s) :=~cosい） (1.1) 
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（例えば [13,(2.1.8)]参照）を持つ．この s= lでの極を「消してしまう」というのが，

リーマンゼータ関数に対する「Desingularization」である．「Desingularization」には，

1「零を掛ける」， 2「極同士を引き算する」， 3「その混合」という 3つの方法があると考

えている．「零を掛ける」という方法として，以下のような操作がある．

(s -l)((s), 

「極同士を引き算する」として，

く(s)-(s-1)―19

(1 -21-s)((s). 

く(s)-((s, a), 

ただしく(s,a)はフルビッツゼータ関数，などがある．「混合型J として，

(s -1)(2(s) -(s -1)-1, (s -1)ぐ(s)-((s, a) 

などがある．上記の 6つの例では s=lに極があるように見えるが，「Desingularization」

されているので，実際には存在しない．よってこれらの例では「s= 1で possible(not 

true) singularityを持つ」という．一方，く(s)はs= 1で極を持ち，その留数は 1である

ので， この場合「く(s)はs=lでtrue(not possible) singularityを持つ」という． 1変

数の場合は，特異点が trueなのか possibleなのか見極めることは簡単であることが多い

が，多変数の（ゼータ）関数となるとそうではない．後者がこの論説の主題の一つである．

1.2 Rapidly convergent series representations 

Wikipedia [14]には 12ものリーマンゼータ関数の「Rapidlyconvergent series repre-

sentationsJ又は「globallyconvergent series representations」が記載されている．その

一つとして， Hasseによる

く(s)=+.f;勿＋1名(;)~胃k)s' 2nin 
s i= 1 + 

log2 

がある．この論説の主結果に関連するものとして，

S OO 

く(s)= 
s-1 

ーと如（s),
n=l 

加(s):=「）く(s+ n) -1 
n/ n+ 1 

an+l (s) bn+i(s) 1 = -

がある．％（s)= n→とすると，

lim = 1, lim 
n•~ an(s) -,,,;,•~ bn(s) 2 

であるから， L:=1加(s)はリーマンゼータ関数の定義式 L:=lan(s)もよりも速く収束

することがわかる． リーマンゼータ関数の定義式 L:=lan(s)は況(s)> 1でしか収束し
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ないが， L:=l加(s)は全ての sE (Cで収束する． s+n=lになるときく(s+ n)から極

が発生するように見えるが，二項係数（~)のおかげで，各加(s) は正則関数である（これ

もリーマンゼータ関数に対する「Desingularization」である）．これらの事実から， Hasse

の表示や s(s-1)-1-L:  —こn=1 加 (s) が「Rapidly convergent series representations」又は

「globallyconvergent series representations」と呼ばれる理由がわかる．これらは収束が

速くなりかつ複素数平面上どこでも収束するというメリットがあるが，表記が複雑になら

ざる得ないというデメリットがある．そのため，「美しくない」，「面白くない」や「意味

がない」などの評価をされることがあるが，「見た目」だけでは物事の本質は判断できな

いという典型例だと考えている．

2 Main results 

2.1 Tornheim 2重ゼータ関数

s,t,u ECとするとき， Tornheim2重ゼータ関数を

00 

T(s,t,u)：＝区 1 

m州 (m+n)u
m,n=l 

により定義する．この級数は況(s+u)> 1，況（t+ u) > 1 and況(s+ t + u) > 2である

とき絶対収束する． s,t,u ENであるときは古くから研究され， 1950年には Tornheim,

1958年には Mordellにより扱われている． Tornheim2重ゼータ関数の特殊値の研究に

ついては [6,Section 1]などを参照して頂きたい．

関数として大きな進展があったのは最近で， Matsumoto[4, Theorem 1]により Torn-

heim 2重ゼータ関数T(s,t, u)は超平面

s + u E Zsi, t+uEZ,c:::1, s + t + u = 2. (2.1) 

にpossiblesingularityを持つことが証明された． これらがtrue(not possible) singular-

ityであることはMatsumoto,Nakamura, Ochiai and Tsumura [5, Theorem 6.1]におい

て示された．こうなると T(s,t, u)に対する「Desingularization」が気になるが， Furusho,

Komori, Matsumoto and Tsumura [3, (58), Definition 2.1, Theorems 2.2 and 2.7]に

より，関数

(s -l)(t -l)T(s, t, u) + u(s -l)T(s, t -1, u + l) 

+ u(t -l)T(s -1, t, u + l) + u(u + l)T(s -1, t -1, u + 2) 

は特異点を持たないということが示された．よって T(s,t, u)に対する「Desingul紅 iza-

tion」は実現されたが，この類似を考えようというのが本論説の目的の一つである．
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もう一つの目的は T(s,t, u)の「Rapidlyconvergent series representations」又は

「globallyconvergent series representations」を与えることである．これには Borwein

[2, Proposition 1]が与えた以下のものがある． r（u,0)：= I。';c'wu-le-w心とおく．

0 < 0 < 21r, s, t EC¥ Z, u ECであるとき

I'(u)T(s, t, u) = L °° r(U, （m + n)0) OO K+lく(s-k)〈（t-l)0k+l+1

m州 (m+n)u
＋こ（一1)

k!l!(k + l + u) m,n=l'.'k,l=O 

江（1-s)ど(1)T
00 く(t_ r)es+u+r-1 

+ f(l -t)区(1)r
00 く(s-r)0t+U+T-1 

(2.2) 

r=O 
r!（s +U+r -1) r!（t+U+r -1) 

r=O 
0s+t+u-2 

+r(1 -s)r(1 -t) 
s+t+u-2 

が成り立つ．これは興味深い結果であるが，個人的に気になる点が2つある．一つ目は，

級数に不完全ガンマ関数が含まれていることである．私個人としてはこれは避けたい．

二つ目は〈(s-k)が現れる，つまりリーマンゼータ関数の負の点での値を必要とする

ことである． kENが充分大きくとれば， l((s+ k)Iは 1に近い値をとるようにできる

が， l((s-k)Iはsによってはどんな kENに対しても大きくなることがある．もちろん

l((s + k)l/k!は小さくなるが，大きい数＋大きい数となっているのは数値計算などで不

利になる可能性があるかもしれない．

2.2 主結果

主結果は以下の通りである．一言で表せば，「Tornheim2重ゼータ関数の Desingular-

izationとRapidlyconvergent series representationsを与えた」ということになる．論

文［7]も同様のテーマを扱っているが，それの類似かつ改良である．

g(s, t, u) := e―n:i(s+t+u)f2(21r)s+t+u, G(s, t, u) := 

とし， kE Z20に対して，

とおく．さらに

と書くことにする．

k-s 
砺(s):=（土2)―k(k)く(k+l-s)

l l + m + n is even, 
紅m,n=｛。。therwise.

ふ(s,t,u):= (l+e―1ri(s十t+u))T(s,t, u) 

g(s,t,u) 

r(s)r(t)r(u) 

+ (e―1ris + e―1ri(u+t))T(u, s, t) + (eゴ“+e―1ri(u+s))T(t, u, S), 
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ふ(s,t,u):= (e―1l"iU + e―Ki(s+t))T(s, t, u) 

+ (e―mt + e―Ki(u+s))T(u, s, t) + (e―7ris + e―Ki(t+u))T(t, u, s), 

とするとき，次の定理が成り立つ．

Theorem 2.1. true singularities s + t E z9を除いて，

ふ(s,t, u) = G(s, t, u)｛文 m,m，可（s）砿（t)n；；(U)＋ :が-s-tnt(U)
l+m+n+l ・ ~s+t+n-l l,m,n=O ・ ・ ・ n=O 

＋文加(t)叫(U) ＋文所(s)加(U) °°吋(s)姑(t)

m,n=0が(s+m +n) l,n=02t(t + l +n）十 l,こ。2叫＋l ＋ m) ｝ 
(2.3) 

true singularities s + t E Z:c;i, t + u E Z:c;i, u + s E乙g 又は s+t+u=2,を除いて

ふ(s,t,u)= G(s,t,u){ ~ +文均，m,可 (s)加(t)吋(u)
s+t+U-2 l+m+n+1 l,m,n=O 

+ fり(s)加(t) ＋文加(t)瓜 (U) OO 加 (U)ni(s)
2u(u+ l + m が（s+m+n（ ）  ）＋と四t+n+l)

l,m=O m,n=O n,l=O 

心が一t-Un[ （s) 十こが—u-sn五（t) ［が—S-t加 (U)
l=0 t + U+ l -1 m=0 U+ s + m -1 n=0 S +t+ n -1 } 

さらに

S3(s, t, u) := T(s, t, u) + T(u, s, t) + T(t, u, s), 

S4(s, t, u) := -T(s, t, u) + T(u, s, t) + T(t, u, s), 

とし， z~dl を 1 以下の奇数全体， z~沿を正でない偶数全体とし，

し。s(s)：＝江(s)cos(竺
(21r)s 

2 ]’ 
Gccc(s, t, u) := 

じos(s)じ。s(t)じ。s(u)'

とおくと，次の定理が成り立つ．

2r(s) TS 

じin(s):=~sinい），
4 

Gssc(s, t, u) := 
じin(s)じin(t)し。s(u)

(2.4) 

Theorem 2.2. true singularities s + t E Z苫， t+ u E冥dl,U + S E冥dl又は
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s+t+u=2を除いて，

品(s,t,u)= Gccc(s,t,u){ ~ +文叶(s)娼 (t)n五(U)
s + t + u -2 ・. L..J _ 2l + 2m + 2n + 1 

l,m,n=O 

00 2―un盗(s)77五(t) °° 2-sn五(t)77ふ（U） °° 2-t吐（U）嘘(s)
＋と＋こ

l,m=O 
U+2l+2m s+2m+2n ＋と t＋2n+2l (2.5) 

m,n=O ・ ・ n,l=O 

~ 2-□(s), ~ 2-u-s7]五（t)'~ 2-s-t7]ふ(u)+〗 t+U+2l-1 十 foU+s+2m-1 十こ 8+t+2n-1}•
true singularities s + t E Z苫， t+uE Z~悶,u+sEZ芝。又は s+t+u=2 を除いて，

ふ(s,t, u)＝叫(s,t,u){d―s-t-U ＋文亭(s)n;m+1(t)n五(u)
s + t + u -2 ・ _ L..J _ 2l + 2m + 2n + 3 

l,m,n=O 

°° 2―un盗＋1(s)TJ羞n+l(t) ~ 2-s'T/ぷれ＋1(t)TJ五(U) °° 2-tn五(u)TJ盗＋1（s)
+L —こU+2l+2m+2 s+2m+2n+1 ーと t+2n+2l+1
l,m=O m,n=O ・ ・ ・ n,l=O 

_ °° 2-t-％贔(s)- OO 2―u-sntm+1(t) °° 2-s-tn五(U)こt+U+2l fo  U+s+2m 十こ 8+t+2n-1}

(2.6) 

叫(s)/r(s)が全ての kE互oとsE <Cに対して極を持たないことから， symmetric

Tornheim double zeta functionsの極は急速収束級数表示において，和の中身の分母が

0になっている個所からしか来ないことがわかる． singularitiesについてまとめると

ふ(s,t, u)のTS(true singularities)はs+t E Z:::;i上のみ

品(s,t, u)のTSはs+tE Z名， t+uE霰孔， u+sEZ苫 ands+t+ u = 2上のみ

ふ(s,t, u)のTSはs+tE Z名， t+ u E Z~畠， u+sEZ竺0 and s + t + u = 2上のみ

しかしながら、

T(s, t, u)のTSはt+ u E Z:::;i, u + s E Z:::;i and s + t + u = 2上のみ

ふ(s,t, u)のTSはs+ t E Z:::;i, t + u E Z~1, u + s E Z:::;i ands+ t + u = 2上のみ．

したがって S1(s,t,u)，品(s,t,u)と品(s,t, u)はT(s,t, u)の「Desingularization」を

与えていることが分かる．さらに Inば(s)/rJば＋1(s)I→2, k→ 00であるので，上の級数は

globallyかつ rapidlyに収束する．

2.3 系と注意

上の定理は symmetricTornheim double zeta functionsの急速収束級数表示であった

が，クラメールの公式などを用いることにより，次の系のように T(s,t, u)単独を取り出

すことができる．
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Corollary 2.3. true singularities t + u E互又は u+sEZ9を除いて，

(1 -e―21ris)(l _ e―21rit) (e―1ri(s+t十u)-l)T(s, t, u) = 

(e―21ri(s+t) _ 1)ふ(s,t,u)+e―1ris(l_ e―2,rit応 (u,s,t)

+e―nit(l -e―21ris)ふ(t,u,s).

true singularities t + u E Z9, u + s E Z9又は s+t+u=2を除いて，

(1 -e―2nis)(l _ e―2nit) (e―ni(s+t) _ e―niu)T(s, t, u) = 

(i) 

(e-2ni(s+t) _ 1)ふ(s,t,u)+e―nit(l_ e―21ris)S1(u, s, t) (ii) 

+e―nis (1 _ e-2nit)ふ(t,u,s),

2T(s, t, u) =品（s,t, u)ーふ(s,t,u),

(1-e―1ris) (1 -e―1rit) (1 + e―1riu)T(s,t,u) = 

(1 + e―1riu)(l+e―1ri(s+t)）品(s,t,u)-S1(u,s,t)-S1(t,u,s), 

(1 + e―1ris) (1 + e―1rit) (1 + e―1riu)T(s, t, u) = 

-(1 + e―1riu)(l+e―1ri(s+t)）品(s,t,u)＋ふ(u,s,t)十ふ(t,u,s),

(1-e―1ris) (1 -e―1rit) (1 + e―mu)T(s, t, u) = 

ふ(s,t, u)＋ふ(s,t,u)-(e―1ris + e―1rit) (1 + e―1riu)応 (s,t, u), 

(1 + e―1ris) (1 + e―1rit)(l + e―1riu)T(s, t, u) = 

S1(s, t, u) + S2(s, t, u) -(e―1ris + e―1rit)(l + e―1riu)S4(s, t, u). 

2T(s, t, u) =ふ（u,s, t)＋ふ(t,u,s).

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(vii) 

(viii) 

主定理を用いて T(s,s, s)の非正の整数点の値を求めることができる．これは Onodera

[10, Theorem 1]の特別な場合である．

Corollary 2.4. kを負の整数とすると，

1 
limT(e,C,e) ＝ -
e→0 3' 

lill!T(k+c:,k+c:,k+c:) = 0. 
e→O 

更に， Romik[11, Theorem 1.2 (ii)］による以下の主張も証明できる．

Corollary 2.5. T(s, s, s)の極は全て 1位であり

s = 2/3 and s = 1/2 -k, k E互o

のみに存在する．

(2.7) 
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この事実から以下のことが簡単に証明できる．

Corollary 2.6. T(s, s, s)は

j q 

L Ck IT (dkr (akrS＋如）， akr, bkr, Ck E <C, dkr E Z::>:o• (2.8) 
k=l r=l 

という形では表記できない．

Barnes 2重ゼータ関数の特別な場合である T(O,0, s), Euler-Zagier 2重ゼータ関数の

特別な場合である T(O,s, s)については

T(O, 0, s) = ((s -1) -((s), 2T(O, s, s) = (2(s) -((2s) 

([12, (15) and (16) in p. 219]などを参照）という式がある．さらに

J 
1 

T(a,b,s) + (-llT(b,s,a) + (-l)aT(s,a,b) = i！とば(2k)((a+ b + s -2k), 
k=O 

ただし保 EN, （例えば [6,Theorem 1.2]を参照）という形で書くことができる．した

がって，系 2.6は価値があると考えている．

昨年度講究録の訂正

昨年度講究録［9,最期に］において， cを0でない複素数， Xlとゅを非同値な Dirichlet

指標とする．このとき充分大きい T>Oに対して，

叶{s:L(s,x1) = L(s,x2) = c, 1/2 <況（s)< 1, l~(s)I < T} ≫ T. 

がVoroninの同時普遍性から従うと述べたが，この主張は強すぎる（正しいかもしれない

が，冷静になって考えると証明はできなかった）ので，以下のように訂正する．

1/2 <びく 1,Cを0でない複素数， m とゅを非同値な Dirichlet指標とする．このと

き任意の c:>0に対して，

1 
見隠ffmeas{ T E [O, T]：四翌に（a+it, xz) -cl < c }, 

ただし measAは集合 Aのルベーグ測度，が成り立つ．あるいは，（0,0)=/-(a, b) E (C汽

Xlとmを非同値な Dirichlet指標とする．このとき充分大きい T>Oに対して，

叶{s: L(s, x1) + aL(s, x2) = b, 1/2く況(s)< 1, l~(s)I < T} ≫ T 

という主張も成り立つ． a=-1,b=Oとすることにより，

叶{s:L(s,x1) = L(s,x2) = c, 1/2 <況（s)< 1, P(s)I < T} ≫ T 
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となる 0でない複素数 cが存在することがわかる．

いずれにせよ，「L1(s)，ら（s)をextendedSelberg classの元とし，ム(oo)＝ら（oo)= 1 

であるとき，ある複素数 cナ0に対し， L1(s)= cを充たす sの集合とら(s)= Cを充た

すsの集合が一致する」ことを証明するのは極めて困難であると考えている．
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