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1 導入

Riemannゼータ関数くを始めとする数論的な L関数の値分布は，数論における主要な研究テーマ

のひとつである．本講究録では筆者と JurucianLi氏の共同研究で得られた， L関数の同時値分布につ

いての結果を述べる．本研究は， Riemannゼータ関数で得られている結果を L関数ヘ一般化するこ

と， L関数の確率的独立性を解明すること，のふたつの目的がある．本節では導入として，いくつかの

先行研究と我々が得た結果を， Riemannゼータ関数に限定した場合について述べる．我々の研究は一

般の L関数に対するものだが， Riemannゼータ関数に限定しても新しい結果を含む．一般の L関数

の定義や得られた結果については節 2で述べる．

1.1 Riemannゼータ関数の中心極限定理と大偏差

Riemannゼータ関数の値分布についての璽要な未解決問題として，以下の予想が知られている．以

降全ての eは十分小さな任意の正の数とする．

予想 (Lindelof予想）．任意の tE JRに対して，

I((½+ it)I ≪e (ltl +it. 

複素関数論の一般論から，有理型関数の挙動は零点や極の分布と密接な繋がりがあることがわかる．

そして Riemannゼータ関数も有理型関数であることから，複素関数論の一般論により値分布と零点

分布が密接に関係することがわかる．実際に Riemann予想が成り立つと仮定すると， Lindelof予想

も成り立つことが知られている．また， Lindelof予想を仮定することで，零点密度予想と呼ばれる零

点の分布に関する重要な予想を解決することができるさらに Lindelof予想は素数の分布に関する

重要な帰結がある．

定理 (Ingham[8]). Lindelof予想が成り立つと仮定する．このとき

Pn+l -Pn ≪e p;,; 1/2+e 

が成り立つ．ただし， Pnはn番目の素数である．

このように Riemannゼータ関数の値分布は，零点分布や素数分布へ重要な応用をもつ興味深い研
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究対象である．

Riemannゼータ関数の挙動を把握することは難しく，多くの解決すべき問題が残っている．一方で

Selbergは [16]*1でlogI((½+ it)Iの分布が正規分布に従うこと，つまり T→+00で

伍eas{tE[T,2T] lo〗三1>V} ～ JVOOe [□ (1.1) 

が任意の固定された V € Rに対して成り立つことを示したここで measは戦上の Lebesgue測度

である．この極限定理により，複雑なくの値分布を正規分布を通して理解することが可能になる．し

かしながら，極限定理（1.1)は固定された Vに対するもので， Lindelof予想などのオーダー評価の問

題に適用することはできない．我々が極限定理（1.1)をオーダー評価の問題に適用するためには， v
が極限を取るパラメータ Tにどの程度依存させることができるか，という大偏差に関する以下のよう

な問題を考える必要がある．

問題 1．任意の VE[-R(T), R(T)]に対して，極限定理 (1.1)が成り立つ R(T)の大きさは何か．

この問題を考えることで極限定理と Lindelof予想を結びつけることができる． 実際に，もし

R(T) 2凶2+e)logTに対して，任意の VE[-R(T),R(T)]で極限定理の上からの評価，つまり

;meas{tE[T,2T]lo〗長〗1 >V}<（1+0(1)）JVOOe ¥:  

が成り立つと仮定すると， Lindelof予想が成り立つことがわかる．一方で簡単にわかる事実として，

R(T)：：：：： V(2+e)logTのときに極限定理 (1.1)が成り立たないことが， Cauchyの積分公式と平均

値の定理から確かめられる ([3]のLemma2.2を参照）．問題 1で期待される解答は Radziwil}によっ

て考察されている．

予想 (RadziwiH[15]）．任意の V=o(y'Iog1ogr)で極限定理 (1.1)が成り立ち， vヌ VloglogTで

は成り立たない．特に V~kVloglogTのとき，ある C(k)ヂ1に対して， T→＋00で

]meas{tE[T,2T] lo〗二1 >V}～C(K)JV00e噂

この予想は Lindelof予想をさらに粕密化した以下の予想と深く関係する．

予想 (Keating-Snaith予想 [11]）．任意の k>-｝に対して， T→十00で

払 (T):= fr2T I((½+ it)l2kdt ~ C(k)T(logT)旦
T 

ここでC(k)はBarnesG関数と Euler横を用いて明示的に定義される正の定数である．

＊1正確にはこの論文で極限定理に関して言及はされていないが，この論文の内容から本質的に導出することができる．



160

Lindelof予想は任意の kEZ>。に対して Mk(T)≪e,k T田が成り立つことと同値であることが

知られている ([19,Section 13.2]参照）．この同値性から Keating-Snaith予想は Lindelof予想を精

密化したものであると理解することができる．さらに RadziwiHの予想は値分布の観点から見ると，

Keating-Snaith予想をさらに梢密化した予想だと考えることができる．実際に， Radziwi}｝の予想と

Riemann予想下での Soundararajanの大偏差に関する評価 [18]を仮定すれば， Keating-Snaith予

想を k2: 0の場合に証明することができる． RadziwiHは [15]でDirichlet多項式の計算から上記の

予想を定式化した．さらに彼は， R(T)= O((loglogT)1110-e)であれば彼の予想が正しいことを示し

たそして我々はこれらの先行研究の発展として以下を証明した

定理 1(Inoue, Li [10]）．任怠の 0::C: V = o((loglogT)116)に対して，

}meas{t€ [T,2T] Ree]言〗t) > V}さ(1+0(1)）/VOOe―岨二

が0E ［一ふ引のときに成り立ち，

;meas {t E[T,2T] Ree—~ > V} ~ (l+o(l))r e―ヰ du
~ -. J ~,-. -n1  Jv 亭

が0E []，号］のときに成り立つ．また， Riemann予想が成り立つと仮定すると，上記ふたつの不等式

が任意の 0::C: V = o((loglogT)116(logloglogT)113)に対して同じ 0で成り立っ．

この定理の応用として次のモーメントに関する結果を得ることができる．

定理 2(Inoue, Li [10]）．ある絶対定数 c> 0, B > 0に対して，任意の lkl::; c, T 2: 3に対して，

T(logTt2-Bk3 ≪ fr2T exp (2klmlog く(½+it)) dt ≪ T(logT)炉＋Bk3
T 

が成り立つ．さらに， Riemann予想を仮定すると，任意の K€民に対して

2T 
T(logTt2-e ≪k,e L~'exp (2klmlog く(½+it))dt 心，e T(logT)炉＋e

T 

が成り立つ．

定理 2のRiemann予想下での上からの評価は Najnudel[14]により得られている．一方で下から

の評価と無条件な評価は，今回の研究で得られた新しい結果である．

定理 1は以下で述べる定理 4,5の特別な場合であり，定理 2は定理 6,7の特殊な場合である．

2 L関数の多次元中心極限定理と大偏差

前節では Riemannゼータ関数の値分布について述べた．本節ではその結果を L関数の同時値分布

へ一般化する．



161

Selbergは [17]である適切な条件をみたす L関数は「統計的に独立になる」と述べた．しかし彼は

その数学的意味を [17]では述べていない．それを出版論文として初めて明確にしたのは Bombieriと

Hejhal [2]*2である．彼らは，ある適切な条件をみたす L関数Li,-..,Lrに対して， T→＋00のとき

; meas {tE [T,2T]．log |L心＋ot)|> V] for J = 1,,r} ～ n JOOe―岨 du

凸］ ＝1%亭
(2.1) 

が固定された任意の V1,..,,VrE股で成り立つことを示したただし， njはLjから定まるある正の

定数である．これは極限定理（1.1)をL関数のベクトル値関数ヘ一般化したものである．この極限定

理により， L関数が確率変数として独立であると理解することができる．我々は節 1で述べた背景を

踏まえ，彼らの定理を大偏差の意味でどの程度まで梢密化できるか，という間題を議論するつまり問

題 1を一般化した以下の問題について議論をする．

問題 2.任意の Vi,...,Vr E [-R(T), R(T)］に対して極限定理 (2.1)が成り立つ R(T)の大きさは

何か．

2.1 定義と仮定

以下 sを複素数として，その実部を a-,虚部を tとする．

定義 1．以下の (S1)-(S5)をみたす関数 Fの集合を stと書く．

(S 1) (Dirichlet級数）関数 FはDirichlet級数表示 F(s)＝区':'=1竺岳）をもち，かつこの級数は

び＞ 1で絶対収束する．

(S2)（解析接続）関数 (s-1rF(s)が有限位数の整関数となる非負整数mが存在する．

(S3) （関数等式）任意の S€C に対して，

如 (s)= Wp応 (1-s). 

ただし， WF|ま |w日＝ 1をみたす複素数であり，剌,(s):= "!(s)F(s)で，ァはある入C> 0, 

Q > 0, Re肛＞ー｝に対して， 'Y(
入£

s) = Qs rr;=l r（ふs＋四），と定義される関数である．また，

応はる；＝①F侭）を意味する．

(S4) (Euler積）任意の a->lに対して，

F(s) = IT恥(s),
p 

恥(s)= exp （言加／り）•
ただし，加(n)はnが素数幕でない場合 0であり，ある山？ ＜ ｝に対して加(n)≪研F が全

ての nE互1で成り立つ数論的関数である．

*2 BombieriとHejhalは彼らの定理に Selbergにクレジットしているが，筆者はその正確な背景を知らないことに注意

しておきたい．
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(S5)（仮説 H)任意の£ E Z~2 に対して

こ伽(pりlogp予
ザ

< +oo. 
p 

本稿での L関数は stに属する関数とする．ぶはよく知られた Selbergクラスの条件から以下の

Ramanujan予想の条件を除いたものである．

(S3'）関数Fは(S3)と同じ関数笠式をもつ．ただし， μeはReμ£ 2> 0をみたす．

(85'）関数FのDirichlet係数aF(n)に対して，評価 aF(n)≪Fがが成り立つ．

このとき，（S1),(82), (S3'), (S4), (85')をみたす関数の集合を Selbergクラスといい S と書く．

Sclbcrgクラスは， GLn(Al(Ji)の標準 L関数全体の集合と一致することが期待されているが，多く

の標準 L関数に対して (S3'),(85'）は未解決である．一方で， GLn(AQ)の中心指標がユニタリー

の既約 cuspidal保型表現の標準 L関数に対して， n≪; 4では (83)が成り立つことが Kim-8arnak

[12]によって証明されているそして (85)は任意の nで成り立つことが知られている（例えば

Luo-Rudnick-Sarnak [13]を参照）．そのため，本稿では多くの L関数に適用可能な議論をするため

にぷを調べる．

さらに L関数の同時値分布を調べるために以下の仮定“を導人する．

仮定 (d).Dirichlet級数の r個の組 F= (F1,... ，凡）と 0=(01,...,0サ€股T が仮定“をみた

すことを， F,0が以下の (Al)-(A3)をみたすことと定義する．

(Al) (Selbergの直交性予想） 全ての Fの成分凡に対して，ある正の数nF3が存在して

区五~ =nF;loglogx+OF;(l), x→00. 
p 

p<;x 

加えて，任意の異なる Fの成分のペア Fi=f Fjに対して，

こ圧~ = OFi,Fj (1), 
p<;x 

p 
X →00. 

(A2)全ての iE {l,...,r}に対して， F;= FJとなる jE{l,...,r}¥{i}は高々ひとつであり，そ

のとき |0,-0』三 1r/2(mod 1r). 

(A3)（零点密度評価）全ての Fの成分凡に対して，ある正の定数虹Fjが存在して，任意の T2 3, 

1/2さ(]"::;1に対して，評価

況（u,T) ≪F, T1玉 F,(a-1/2)logT 

が成り立つ．ここでNp(u,T)はFEstの非自明零点 PF=f3p+i"(Fでf3p2 u, 0::; "/F ::; T 

をみたす個数である．

集合stに属する L関数 Fの非自明零点とは，（S3)で定義された <l>Fの零点を意味する．

仮定 (Al)は Selbergの直交性予想と呼ばれ， Selbergクラスにおける重要な予想である．この

予想は保型 L関数ではいくつかの進展がある例えば，中心指標がユニタリーな GLn(A<Q)の既約
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cuspidal保型表現の標準 L関数に対して，（S3)の仮定下ではこの予想が成り立つことが知られて

いる．

仮定 (A2)はL関数の独立性を保証するための自然な条件である．例えば， Ree→01logF(s)と

Ree→02 logF(s)は|01-02I芋i(mod 1r)とすると値分布が互いに依存し，非独立となる．

仮定 (A3) は L 関数を臨界線 a=½ 付近で十分に解析するために必要な条件である．（A3) はいく

つかの L関数に対しては既に証明されている．実際に， Riemannゼータ関数については Selberg[16], 

Dirichlet L関数については Fujii[4]，そして中心指標がユニタリーな Gら(AQ)のcuspida]表現の

標準 L関数に対しては Beckwith-Liu-Thorner-Zaharescu[1]により証明されている．また，（A3)は

Riemann予想を弱めたものだと考えることができるもし Fに対する Riemann予想を仮定すれば，

任意の杯＞ 0で (A3)は成り立つ．

最後に定理の主張を述べるための記号をいくつか準備する．任意の rE Z:c:1, V = (Vi,..., Vr) E 

町と仮定“をみたす 0=（O1,．．．， 0r) €町， F = (F1,..., Fr) E (Sげに対して，

ダ (T,v,F,0)＝｛t€ [T,2T] Ree`口言）＞じ forJ= 1,，r} 

と定義する．また ,OF=max区 j<;バ杞でかF3は(S4)のものとし， ap:= min{2r,与託門とする．

そして llzll= max区 j<;rlz』とする記号の省略として， log3x = log log log xと書く．

2.2 主結果

以下の定理は Bombieri-Hejhal[2]の極限定理 (2.1)を大偏差の意味で精密化するものである．

定理 3.仮定“をみたす 0= (01,..., 0r) E町， F= (F1,..,,Fr) E (Sげをとる．また A21とす

る．このとき，十分大きな任意の Tと1|V|1さA(loglog T)1110をみたす任意の V=(Vi,..., Vr) E 

町に対して，

00 

T 
~meas（グ（T, V; F, 0)) = (1 + E) IJ L e 

ー記／2 du 

J=1Jv， 亭'

が成り立つ．ここで，誤差項 Eは

E~F,A 
(IIVll4 + (log3 T)り(1iv11+ 1), rr~=l (1 + 1v;日）

VloglogT 
＋ 

(log log T)<>F五

をみたす．

この定理は Radziwil}によって証明された， Riemannゼータ関数の中心極限定理の大偏差に関する

結果の一般化である．実際に r= l, F1 = (, 01 = 0とすれば彼の結果を得る．

次に，筆者が [9]で証明した Riemannゼータ関数の分布関数の上からの評価を一般化した結果を述

べる．以下の定理は L関数のモーメントヘ応用する際に重要となる．

定理 4.定理 3と同じ状況とするこのとき，十分大きな任意の T とある定数 a1=釘（F)> 0で
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||V|1こalVloglogTをみたす任意の VE町に対して，

oo 

;;,;meas（グ（T,V;F,0)）::;(1 + E) exp I C 
||V||3 + （log3T)3/2 ー記／2du ~ meas(Y(T, V; F, 0)) ::; (1 + E) exp (C~ 川JvJ e 言

が 0E［一ふ打のときに成り立ち，

T 
-meas(ク(T,V;F,0)) 2 (1-E)exp (-c~江）3／2) 町OOe―記／2 du 

紅叩言 J=1 v; 亭

が 0E［ふ撃rのときに成り立つ．そして， Eはある定数 C= C(F) > 0に対して不等式

E::;C 
rrい(1+ IVkl + IIVll2/Jioglog'r) 

(loglogT)年＋ら

をみたす誤差項である．

もし L関数の Riemann予想，つまり全ての非自明零点の実部がらであると仮定すると，定理 4を

改善することができる以下の定理は Soundararajan[18]の結果の一般化である．

定理 5.定理 3と同じ状況であり，加えて F1,...，凡が Riemann予想をみたすと仮定する．このと

き十分大きな任意の Tとある正の定数 a2=四（F)で 1|V||< a2VloglogTlog3Tをみたす任意の

V=（Vi,...,Vr)E町に対して

-meas(グ (T,V; F, 0)) 
T 

::;(l+E)exp(C~||／:字 3) ＋ （log3T)3/2)叫OOe―企／2~

が 0E[— §,g]r のときに成り立ち，

T 
-meas(グ (T,V;F,0)) 

2 (1 -E) exp I -C 
( ||V||3/log(（||V||／log3T) + 3) + （log3T)3/2 T OO ー企／2du 

心 ）町v，e 亭

が 0E［ふ撃］ T のときに成り立っ．そして， Eはある正の定数 C=C(F)に対して評価

E心 exp(e （贔悶汀）芦f)
x {rrい(1+|Vk|＋ ||V||2/log(||V|| ＋3)』如亨） 1 

(loglogT)咋＋｝ 躙亨｝
をみたす誤差項である．

この定理で注目すべき点のひとつは，大偏差の範囲が Ramanujan予想に関連した定数切7に依存

するところである．実際に， Ramanujan予想を仮定すると aF=rとなり十分大きくなるが，一般の

保型 L関数に対しては aFは大きく取れない．一方でr=lの場合には aFを大きく取る必要はない

ため，これは同時値分布を考えた際に発生する特有の問題である．
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3 主結果の応用

この節で大偏差のモーメントヘの応用を述べる．次の定理は定理 4の応用として得られる．

定理 6.仮定“をみたす F= (Fi,...,Fr) E (sty, 0 = (01,...,0r) E町をとる．定数 hFを

hF＝疇＋・・・+np;と定義する．このとき，ある正の定数a3= a3(F), B = B(F)が存在して，任

意の固定された 0< k :C::: a3に対して，

l2T exp（四雪rRee―0j log F.心＋it))dt心,T(logT)炉／hF+B炉

が 0E［一告，打のときに成り立つ．さらにもし {}F:::;丑Tであれば

l2T exp（叫蒙rRee―ie; logFj(½ +it)) dt巧,T(logT)炉／hF-Bk3

が 0E［ふ撃］ T のときに成り立つ．特に，もし内F ：：：：：叶了なら，任意の固定された〇＜ k ：：：：： a3に対

して，

［ （塁闊＋it)1) 2k dt心 T(logT)炉／知十BK3

fT2T （毘焚r|F心＋it)1)-2kdt ~F T(logT)炉／hF-B炉

T(logT)炉／hp-Bka≪F l2T exp (2k 1雪rImlogF心＋it))dt勺,T(logT)炉／h戸 B応

T(logT)炉／hF-Bk3心［し (-2k1誓焚rImlogFj(½ +it)) dt心T(logT)記／屁＋B炉

が成り立つ．

この定理は定理 4を次の等式

［し（叫饗rRe e-0j log F.心＋it))dt 

＝［00002ke2kVmeasダに (V凸二b,,vげ二），F,o)dV 

に適用し，鞍点法を用いて計算することで得られる．このとき鞍点は Vヌ VloglogTにあり，この

Vの範囲での分布関数の評価が重要となる．実際に，もし Vヌ VloglogTの場合に， E =0(1)であ

ることを証明できればより良い評価を得ることができる．これは Riemann予想を仮定した定理 5で

も到達できていない評価だが，定理 5で得られた評価でも以下のような興味深い評価を得ることがで

きる．
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定理 7.定理 5と同じ状況とする．このとき，ある正の数 B=B(F)が存在して，任意の k>Oと十

分大きな任意の Tに対して，

［し（叫霊rRee-0; logi,:パ½+it)) dt心，FT(logT)炉／屁＋Bk刃log3T 

が0E［一ふ汀のときに成り立つ．また， 0E［ふ閉lrでありむ＜叶了が成り立つなら，

［し（叫雪rRee―°j logF心＋it))dt ≫k,F T +T(logT)炉／hF-Bk町log汀

を得る特に，心＜叶了が成り立つなら

[ （1雪叫＋it)1) 2k dt ≪c,k,F T(log T)炉／hF+E,

「(max|F叶＋it)1)-2k dt ≫e,k,F T(log T)炉／hF-e,
T ¥1<:'.j<:'.r 

2T 
T(logT)炉／h…<<e:,k,Fl~1 exp（叫雪rImlogF叶＋い） dt心，k,FT(logT)炉／屁＋e，

T(!ogT)炉／hF-E:<<パ，F[し (-2k1翠;.Im log Fj (½ +it)) dt ≪e,k,F T(log T)炉／h戸 e

を得る．

ここで得られた結果は真なる評価と近いものであると筆者は期待する．実際に筆者は次の評価

L2T exp（叫雪rRee→0j logFパ½ +it)) dt ;=:k,F T 
(logT)炉／hF

) dt ;=:k,F T~)/2 

が成り立つと期待している．これは Dirichlet多項式のモーメントの評価 (4.4)から来る期待である．

これに関連して筆者は，以下のふたつの問題が L関数の独立性と関連して興味深いと考えている．

問題 3.以下の評価

L2T exp（竺雪rRee-i゚jlogFj(½ +it)) dt ≪k T~。~)/2
をHarper[6]の方法を用いて証明することができるか．

問題 4.Keating-Snaith [11]と同様にランダム行列を用いて，明示的な表示をもつ正の定数 C(k,F)

で漸近式

L2T exp（叫雪rRee'゚jlog F';心＋it))dt ~ C(k, F)T ~。~)/2
を推察することができるか．
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問題 3はHarperの方法を単純に一般化することで得られる結果ではない． Harperの方法は

Dirichlet多項式を [T,2T]を適切な小区間に分割し，その小区間上で素数の独立性を用いて非自明な

評価を得る，というものである．一方で， Dirichlet多項式の最小値はもちろん Dirichlet多項式とはな

らないので，そのような計算をすることは単純にはできない．

問題 4はL関数の数論的な独立性と零点の独立性が必要となることが推測される．数論的独立性

はSelbergの直交性予想 (A2)によって定式化されている．一方で，零点をランダム行列でモデル化

した際に，これに相当する適切なランダム行列に関する独立性が必要であることが推測される．この

零点の独立性の定式化も含めて問題 4は考察する価値のある間題であると筆者は期待する．

4 Dirichlet多項式の多次元中心極限定理

節 2.2で述べた L関数の多次元中心極限定理は Dirichlet多項式の同時分布を調べることで得られ

る．最後に節 2.2の結果の証明の鍵となる命題を述べて本稿を締めくくりたい．まずその主張を述べ

る前にいくつかの定義を準備する．

仮定 (S4)をみたす Dirichlet級数 Fに対して，一般 vonMangoldt関数 AF(n)を AF(n)= 

好(n)lognと定義する．また logFに対応する Dirichlet多項式 PF(s,X)を

乃（s,X):= L 加(pり
p£s ＝こ

AF(n) 

P'<X 2<n<x 
いlogn

と定義する．このとき， Pp(s,X)の分散叶(X)は

1 
叫 X)：=』：とと

oo 伽(pり12

p<'.X f=l 
ザ

と定義される以下， X = (x1,..,,xr) E恥r,z = (z1,...,zr) E Cr, 0 = (01,...,0r) E良rとし，

F = (F1,..., Fr)をr個の Dirichlet級数の組とする．そして Fの各成分凡が (S4)をみたすとき，

1 
TJi,j2 (X) = Tji,J2 (X; F, 0) := ~ L L ~Ree―i0;, 兄（pりe→032兄 (pり

p<'.X f=l 
pf 

~Ree→O31兄 (pりe→O32兄 (pり
Kp,o(p,z)：＝とい］2L

1<jぃ必<r f=l 
p f'  

ダ'x(T,V;F,0) := { t E [T,2T] : 
Ree-i0j厄 (½+it,X) 叶~ >½ forj=l,...,r} 

と定義する．素数全体の集合をアとして，｛X(p)}pEPをある確率空間 (!.1,d,lP')上の確率変数で独

立かつ C上の単位円周上で一様分布なものとする．このとき， Mp(z)を

叫（z)-島(z;F,0),-凹い（苫JRee―,。3 言妃~)]



168

と定義する．ただし， E[]は期待値である最後に， Fの各成分凡が（Al),(S4), (S5)をみたすとき，

恥 X)＝ Bx(X;F,0)：＝ exp （ビ］苔応r”J1”J2冗，J2(X))gexp(K:/O(t;¢)／4) 

と定義する．

このとき，我々は次の命題を証明することができる．

命題 1.(S4), (S5), (Al), (A2)をみたす r個の Dirichlet級数の組 F= (F1,..,,Fr)と0E町

をとる．また T,Xをx(loglogX)4(r+l).::::Tをみたす十分大きな任意の数とする．このとき 1|V||＜ 

(loglogX戸をみたす任意の V=(Vi,..., Vr) E（応oVに対して，

1 00 

戸 as(グ'x(T,V; F, 0)) = (1十 E)x已x(5F[[x)’...，6F:（x)) IIJ e―心／2du 
j=1 v， 亭

(4.1) 

が成り立つ．ただし， Eはある正の定数C=C(F)に対して

E心 exp(e （占エ）宝令）｛↑：g(；二。閏＋高い｝ (4.2) 

をみたす．さらに 1|V||：：：：： (log log X)2rをみたす任意の VE町に対して，

1 r OO 

~meas（グx(T, V;F,0)）::c:: (1 + E) x三x(mご誓，．．．， m：：岱り）IIJve―研／2-¼, (4.3) 
j=1 3 

が成り立つ．ここで， Eは(4.2)と同じ評価を保つ．

この命題は RadziwiH[15, Proposition 2]を一般化かつ精密化するものである．加えて彼の証明に

はいくつかの議論不足な点があるが，我々の証明ではそこを補完していることに注意したい．

命題 1は，問題 2の Dirichlet多項式類似に対する答えを与える．実際に 2xの挙動から ([10,

Lemma 4.7]参照）， IIV 11 = o(y'Icig1ogX)のときに Dirichlet多項式の分布は正規分布に従い，

y1oglogX ≪ IIVII ~ (loglogX戸のときには正規分布に従わないことがわかる．

また，（4.1)では VE（恥o）rとなっているが，これが VE町とすると成り立たないことがわかっ

ている例えば， r= 1, F1 =くとして， V1=-✓loglogXlog3X とすると，（4.1) の左辺は» 1だ

が，右辺が＝ o(l)となることが証明できるよって， V E即の場合は (4.3)のように形を変形して

いる．

上記の命題の Vの範囲では Eが大きくなることがある．その際に，（4.1),(4.3)の下からの評価は

分布関数が負以上であることを主張する自明な評価となる．一方で， Eが大きな場合でも上からの評

価は非自明である特に， 2xの挙動に注慮することで ([10,Lemma 4.7]参照）， Ramanujan予想下

であれば， 1|V|12り loglogXlog3Xのとき，

}meas（グX(T,V;F,0))-o (Bf,―記／2二）
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となることがわかる．

最後に命題 1の応用として，以下の Dirichlet多項式のモーメントに関する結果を述べる．これは，

[5], [7]で得られた結果の一部を一般化するものである．

定理 8.(S4), (S5), (Al), (A2)をみたす r個の Dirichlet級数 F=(Fi,...,Fr)と0E即をとる．

また，咋＝ min1sjsr圧とおく．さらにむ＜丑Tと強い Selberg直交性予想

区知(P)aFj(P)＝知，F刀F;loglogX+ei,j+o(l), X→ +OO 
n:c:;x 

p 

を仮定する．ここで OF,,FjはKroneckerのデルタ関数で， ei,jはFぃ凡のみに依存するある定数であ

る．このとき，任怠の k>Oに対して，ある正の定数 c1= c1(k,F), c2 = c2(k,F)が存在して，十分

大きな任意の Tに対して X ::; max{ c1 (log T log log T) ~, c2 ~ 
log3 T ｝，であるとき，

} ［し（竺翠TReet03ふ n1／ど冑い） dt ~ C(F,K,0) （lo悶。`；：TI::）／2 (4.4) 

が X→+OOで成り立つ．
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