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Schur-Cohnの判定法と関連する正準系について 1

東京工業大学大学院理工学研究科数学専攻 鈴木正俊 (Suzuki,Masatoshi) 
Department of Mathematics, Tokyo Institute of Te血 1ology

l 序文

1.1.本稿で述べる結果は：一年前に執筆した概説 I8]の第 5節で進行中だと報告した多
項式についての研究訊思いのほか順調に進展したことにより得られたものである．端
的に言えばそれは実係数多項式に関する 15]の結果を，複素係数多項式ヘ一般化した
ものであるこのような一般化を行う過程において複素係数多項式の根の分布に関す

るSchur-Cohnの判定法との関係が明らかになったため，［2］の最後で述べた：古典的な
事柄との関係についての疑問にも一つの解答が与えられたと言える以下ではこれら
の事柄について解説する

より詳しく言えば本稿で扱うのは多項式の根の分布と，正準系と呼ばれる常微分方
程式系の逆問題との関係であるこの関係について述べることは，概説 [8]などで何度
も行っているので繰り返しにはなるのだが，主結果の意味を説明するのに必要な事柄な
ので以下での解説はそこから始めることとする

2. HERMITE-BIEHLER CLASS 

多項式の根の分布と正準系の逆問題は，Hermite-Biehlerクラスの整闊数を通じて関
係する．そこで，まずHermite-Biehlerクラスの整関数について復習する．

Hermite-Biehlerクラスとは，整関数Eであって不等式

(2.1) IEij(z)I < IE(z)I for all z E <Cが

を満たすもの全体が成すクラスであるここで <C+= {z = u+iv I u, v E JR, v > 0}は上

半平面で，整関数 Fに対して戸(z)= F(z) と表す．本稿では Hermite-Biehler• クラスを
庫で表し．その中で実軸上に零点を持たないもの全体を 1HilIBで表す．Hennite-Biehler 
クラスの関数Eが

訊z)= E(-z) 

を満たすとき対称 (symmetric)であると言う．Hermite-Biehlerクラスの関数 Eの重
要な性質は，これから定義される 2つの整関数

1 
(2.2) A(z) := ~(E(z) + Eじ(z)), B(z) := ~(E(z) -Eij(z)) 

2 2 

が実零点のみを持つ実整関数となることである．実整関数とは F＝戸を満たす整関
数Fのことである．Eが印Bに属す，つまり実零点をもたないならば，AとBの零点は
みな単純であり ，AとBは共通零点を持たないうえ，それらの零点は実軸上で交互に現
れるまた．Eが対称ならばAは偶関数．Bは奇関数である．

記号の乱用であるが，以下では日Bに属すとは限らない関数Eに対しても，A,Bを
上記のように定義されるものとして扱う ．

1この研究は基盤研究 (C)（研究代表者：鈴木正俊，研究課題番号： 17K05163)の助成を受けています．
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3. 自己反転的多項式

次に自己反転的 (self-inversive)な多項式と Hermite-Biehler・クラスの整閑数との関
係を述べる．

次数 d の複素係数多項式 P(T) ＝区~=oanTn が自己反転的であるとは ， ある絶対値
1の複素数eが存在して等式

P(T) = cT伊 (1/T)

が成り立つことを言う．ここで P(T)＝こd 伽Tnとした，多項式 Pが自己反転的でn=O 
あるとき，e＝で／cとなる cを一つとり ，Q(T):= cP(T)とおくと

Q(T) = T℃(1/T) 

が成り立つ，このような等式を満たす多項式は自己相反的 (self-reciprocal)であると言
われるこの辺りの用語は文献毎に定義に若千のブレがあるが，本稿ではこのような意
味で用いる．多項式の根を考える場合，PとQで状況は変わらないから，以下では自己
相反な場合 (c= 1)のみを扱う．

根がみな単位円周上にある多項式は自己反転的であるが，逆はもちろん成り立たず：
一般には自己反転的な多項式の根は単位円に対して対称 (zc-+ 1/z)であることしか言

えない例えば Gauss-Lucasの定理と，後の第 7節で復習する Schur-Cohnの判定法
を用いると自己反転的多項式の根がみな単位円周上にあるための必要十分条件が得ら
れる．この他にも根がみな単位円周上にあるための必要十分条件や十分条件が知られ

ているが：本稿の主題から外れるのでそれらには触れない．輿味がある方ば例えば l1,
§1 Introduction]やそこで挙げられている参考文献などを見て頂きたい

次数dの自己相反多項式 P(T)に対して，整関数ふ(z)を

ふ (z):= e―irdz/2 P(eriz), r = { ~: :が偶数の場合，
2, dが奇数の場合，

により定めるこのとき．P(T)の根がみな単位円周上にあることと,Ap(z)の零点が
みな実であることは同値であるさらに，

d ~ 
Ap(z), 恥（z):=—-島(z) ：＝心(z) -i恥 (z)

dz 

などと定めると：Ep(z),Ap(z), Bp(z)はみな指数多項式 （多項式に指数閑数を代入し

たもの）なので整関数であり ，Pの自己相反性から Ap(z)とBp(z)は実整閃数である．

補題 1．均（z),Ap(z)，恥 (z)を上記の通りとすると次が成り立つ．

(1) P(T)の根がみな単位円周上にあるためには，Ep(z)が lHIBに属すことが必要
かつ十分である

(2) P(T)の根がみな単位円周上の単根であるためには，Ep(z)が日囲に属すこと
が必要かつ十分である

P(T)が実係数ならば (Ep)じ(z)= Ep(-z)が簡単な計算で分かるので：Ep(z)E阿匝

であるとき Ep(z)は対称である．

4.正準系とその逆問題

前節から転じて，本節では正準系と Hermite-Biehlerクラスとの閑係を述べる．
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4.1.正準系の定義． 2次実対称行列全体を Sym2（民）で表す．区間 I=[t。,ti)(-oo < 
t。<t1~ oo)上で定義され，Sym2償）に値を持つ関数 H が Ha1niltonianであるとは，
次の 3つの条件が満たされることとする：

(Hl)各点 tEIで H(t)は半正定値である．
(H2) H はどんな Lebesgue測度が正の部分集合 Jcl上でも恒等的に 0でない．
(H3) H の各成分は I上で局所可積分である

与えられた H:I→Sym2（政）に対し，zECでパラメータ付けられた微分方程式系

(4.1) ―羞［嘉~::~] = z[『闊］ H(t)[』~: :~], z EC 

を考えるこのとき，H が Hainiltonianであるなら：この微分方程式系は I上の正準
系 (canonicalsystem)と呼ばれる．この定義から正準系を与えることと Hamiltonian
H を与えることは等価であるから「Hを与えられた正準系の Ha1niltonianとする」な
どと言ったりもする．正準系の歴史的背景や関連する事柄などについては概説記事

Winkler [10], Woracek [lljやこれらの参考文献を見て頂きたい
本稿ではHが上記の意味でHamiltonianとは限らない場合にも微分方程式系 (4.1)を

考えるそのような場合は (4.1)を[9]に従って I上の擬正準系 (quasi-canonicalsystem) 
と呼ぶこととする用語の乱用であるし紛らわしいのだが：説明上の便利のため：擬正
準系の場合も H を「擬正準系の H狙niltonian」などと呼んだりする．

4.2.順問題．擬正準系 (4.1)に対して l 区間の左端点での条件：または右端点におけ
る極限の条件を課し，それを満たす解t[A(t,z), B(t, z)］を求める問題を順間題 (direct
problem)という．

4.3.逆問題．いま t[A(t,z), B(t, z)]を，HamiltonianH に付随する I=[t。,t1)上の正
準系の解としたとき，

(4.2) J(t; z, w) := 
A(t, z)B(t, w) -A(t, w)B(t, z) 

1r(w —乏）

と定める．簡単のため <letH(t) =f-0であるような tEIのLebesgue測度は 0でないも

のとして各点 ZEC十で

lirn J(t; z, z) = 0 
t→t1 

が成り立つことを仮定するこのとき，各 tEIに対して，

E(t, z) := A(t, z) -iB(t, z) 

は zの関数として Hermite-Bieblerクラス 11fflに属す．つまり ：正準系から Hermite-
Biehlerクラスの整関数 （の族）が生ずる．次の deBrangesの結果は，この逆が成り立
つことを主張する．

Theorem dB.各 EE lHIJIBに対して，（有界とは限らない）ある区間 I=[t。山）上で定
義された HamiltonianH で次の 2つの性質を持つものが存在する．

(1) t[A(t, z), B(t, z)]をHに付随する正準系 (4.1)の解であって，区間の左端点で条
件t[A(t。,z),B(t。,z)]= t[A(z), B(z)]を満たすものとするこのとき，各点 tEI

でE(t,z) := A(t, z) -iB(t, z)は11fflに属す．
(2) (1)のt[A(t,z), B(t, z)］に対して J(t;z, w)を(4.2)により定めると，各点 z€ C+ 

で limJ(t; z, z) = 0が成り立つ．
t→t1 
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Theorem dBは正準系の理論において基本的かつ重要な結果であるしかしながら

多くの場合，与えられた E に対応する H が具体的にどのようなものであるかは de
Brangesの証明からは分からない． 「具休的」の意味をどう捉えるかにもよるが，これ

は視在でも未解決であるとはいえ,Eが多項式ならば H は区分的に

[ cos20cos OsinO 
cosOsinO sin2。](0 ~ 0 < 1r). 

という形の定数行列であることが分かるし，具体的な構成手順も分かる一般の場合に

H が分からないというのは，Eが多項式の場合から極限操作を通して H を作るためで
ある．逆に言えばそのような極限の意味でならどんな Eについても H は分かるとも

言えるが，そればWeierstrassの多項式近似定理があるから有限区間上の実数値連続関
数はみな分かったというようなものであろう． Eやそれに付随したデータから Hを決

定する問題を逆問題 (inverseproblem)という．

5.自己相反多項式と正準系の逆問題の関係

補題 1とTheoremdBによれば，自己相反多項式 P(T)の根がみな単位円周上にあ

るなら，指数多項式 Epに対応する HamiltonianH が存在するここで次の問いが自

然に生ずる：

Question 1. H は P(T)の係数を用いて具体的にどのように表示されるのか？

この問いに解答を与えることの利点として次のようなことが考えられる．H が P(T)
の係数によって具体的に脅き下せれば根がみな単位円周上にあるとは限らない P(T)
についても Sym2（股）ー値の関数 H を与えることができる．P(T)の根がみな単位円周上

にあるならばH は各点で半正定値でなくてはならないから，与えらえれた P(T)から
書き下される H の正値性を調べることにより P(T)の根がみな単位円周上にあるの

か否かが判定できることが期待される

上記のような期待が実係数多項式の場合に実硯されることは [5]で示されていたの

でそれを複素係数多項式にまで一般化できるのが望ましい．しかしどのようにすれば

それが可能なのか筆者には長らく分からなかった．転機となったのは [5]の理論を “連

続化”した [6]の一般化が得られたことである．［6]では [5]で扱った行列の線形方程式

を対称な積分核に閑する積分方程式に “連続化”したものを扱っているこれが最近

[7]で Herrnitianな積分核に一般化されたので，これを ‘'離散化”することで [5]を複素
係数に一般化できるのではないかという期待が持たれた

こうした経緯で得られたのが第 8節で述べる本稿の主結果なのだが：概説 I8]を書い

ていた時点では：P(T)に対応する H について帰納的な構成法が分かっているだけだっ

たその後その方法で次数の小さな場合に H を具休的に計算して観察してみること

で：第7節で述べる Schur-Cohnの判定法との関連が見出され,Hが主結果のような形
で記述されることになった

こういった過程を振り返ると ：当初の帰納的構成法と ：次数が小さい場合の計算例

を見て頂くのも悪くないと思われるので：以下の流れとしては：それを解説した後に

Schur-Cohnの判定法について復習し：主結果を述べるという順で進める．
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6.帰納的構成法と計算例

実係数自己相反多項式に対して，I5]では HamiltonianH の構成法が2通り与えられ
ていたこのうち片方の帰納的に H を構成する方法は，I7]の結果を眺めながら良く考
えると複素係数の場合に一般化できるこの節ではそれを天下り的に述べる

6.1. d次の自己相反多項式 P(T)に対して第 3節で定義された A.p(z),Bp(z)をとり ：

Ao(z)＝ふ(z), Bo(z)＝恥(z)

とおく．そして dが偶数のとき：L= d/2, r = lとして

d/2 d/2-1 

Ao(z)＝〉知(L-rj) cos((L -rj)z) +ど幻(L-rj) sin((L -rj)z), 

J=O J=O 

d/2-1 d/2 

Bo(z)＝L bo(L -rj) sin((£ -rj)z)＋どd0(L-rj) cos((L -rj)z) 

J=0 J=O 

と表し．dが奇数のときは L= d. r = 2として

(d-1)/2 (d-1)/2-1 

A。(z)＝ Lao(L -rj) cos((L -rj)z)＋ L co(L -rj) sin((L -rj)z), 

J=O J=O 

(d-1)/2-1 (d-1)/2 

B。(z)＝区伽（L-rj) sin((£ -rj)z)＋ L do(L -rj) cos((£ -rj)z) 

J=O J=O 

と表すことにより ，複素数列 ao(n),bo(n), co(n), do(n)を定めるこれらが帰納的構成
における初期データである (nがわたる範囲はdが奇数のときは奇数のみになる）．

次に，各 l,(k,(dに対して，ak(n),bk(n),保（n),dk(n)を未知数として

d-k d-k 

心(t,z)＝区叫L-rj) cos((L -rj -t)z)＋区叫L-rj) sin((L -rj -t)z), 
j=O j=O 

d-k 

恥 (t,z)＝茫いL-rj) sin((L -rj -t)z) + f叫L-rj) cos((L -rj -t)z) 
j=O J=O 

と定める．各 Kで未知数の個数は 4(d-k + l)個あるが，一つ前の ak-1(n), bk-1 (n), 
ck_(n), dい (n)が定まっているとすれば，

(6.1) 
ふ(tk,z)= Ak-1(tk,z), Bk(tk,z) = Bk-1(tk,z) if 2 ~ k ~ d, 

A1(t1,z) = A。(z), B1(t1, z) = B。(z) if k = 1 

により 4(d-k+l)-2(d-k)個の一次方程式が得られる．ここで，

tk = {（K-1)／2, dが偶数の場合，
(k-1), dが奇数の場合

(1 ~ k ~ d). 

としたさらに定数 ak:(3k: 1kを含む微分方程式

(6.2) 

d 

dt 
ー出(t,z) = z(f3kふ(t,z)+1k凡(t,z)), 

d 

dt 
-+,Bk(t, z) = -z(akふ(t,z) +媒Bk(t,z)) 
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を考えるとさらに 2(d-k)個の一次方程式が得られる
こうして未知数の個数と同じ個数の一次方程式から成る連立方程式が得られパLK咋一

廃ヂ 0である限り唯一つの解を持つ．少し注意しておくと，（6.2)から得られる一次方

程式は 2(d-K) 個以上あるが，（炉•) で得られる方程式系と独立なものは高々 2(d-K)
個ということであるともあれ:-っして一つ前の ak-1(n),bk-1(n), ck_(n), dk-1(n)か
ら叫n),bk(n)：保(n),dk(n)が定まる訊後者には定数 ak:f3知 1Kが含まれた状態であ
るしかしながら，（6．92)からとる 2(d-k)個の方程式を上手に選んでおくと少なくと

も 叫L),bk(L)：ck(L), dk(L)はak:0k: 1kを含まないようにできるすると，（6.2)が
成り立っためにば定数は

bk(L)2十心(L)2 0 ak(L)心(L)+ bk(L)保 (L)
“:＝煤＝一

ak(L)bk(L) -ck(L)心(L)'aK(L)位(L)-ck(L)心(L)'

叫L)2十 ck(L)2
"/k = 

ak(L)bk(L) -ck(L)dk(L) 

でなくてはならない事が分かる．しかも，これらの計算とは関係なく (6.1)から直接に

(6.3) 
ak(L) = ak-1(L) + ak-1(R), bk(L) = bk-1(L) -bk-1(R), 

保 (L)= Ck-1(L) -Ck-1(R), dk(L) = dk-1(L) + dk-1(R) 

(R:=L-r(d-k)）が分かるので結局のところ ak-1(n),bk-1(n), ck-1(n), dk-1(n)か
らak(n),bk(n),保（n),dk(n)とak,(3k,"/kが定まる．

命題 2．上記のようにして ak(n),bk(n),保(n),dk(n)とCXk,f3k, "/kを帰納的に定める
とき，各0::S; k ::S; dで叫L)bk(L)-ck(L)dk(L) # 0を仮定する．このとき，A(t,z), 
B(t, z), Hp(t)を

A(t, z)：＝ん(t,z), B(t, z) := Bk(t, z), Hp(t) := [~: ~:] if tk ::S; t < tk+l 

により定めると，A(t,z)とB(t,z)は[O,rd/2)上の H=Hpに関する擬正準系 (4.1)の
解となり初期条件 A0(z)= A(O, z), B。(z)= B(O, z)を満たすしかも k=dのとき；
ある実数a,b,c,dにより J

Ad(t, z) = acos((L -t)z) + csin((L -t)z), 

Bd(t, z) = d cos((L -t)z) + b sin((£ -t)z) 

と書けることから区間の右端点で limt→LJ(t;z,w)=Oが成り立つことも分かる．

この方法で自己相反多項式 P(T)に対して擬正準系の HamiltonianH が計算できる
訊例えば P(T)の根がみな単位円周上の単根ならば，常に H が [O,rd/2)全体で定義
されるのか （言いかえると，常に ak(L)bk(L)-ck(L)dk(L) # 0か）． などといったことは．
このような構成からは非自明であるそのような保証は，後に述べる Schur-Cohnの判
定法と主定理を組み合わせることで得られる

6.2.次数 1の場合． 1次の自己相反多項式は P(T)= aT+aの形なので：a=a~ 十 ia""
憚 3は実部，虚部の意味）とすると，

Ao(z) = 2a況cosz -2a'<>'sin z, B。(z)= 2a""cosz+2a況sinz,

A1(t, z)＝釘(1)cos((l -t)z) + c1(1) sin((l -t)z), 

B1 (t, z) = d1 (1) cos((l -t)z) + b1(1) sin((l -t)z). 
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このとき (6.1)と(6.2)から，

a1(l) = 2a沢， c1(l) = -2a~, d1(l) = 2a~, b1(l) = 2a況・

a1 = 1, 針＝ 0, /1 = 1. 

したがって：

ふ＝叫l)b1(1)一釘(l)d1(l)= 4 lal2 > 0. 

1次の自己相反多項式の根は常に単位円周上の単根だが，これは常に△1> 0だから
Hp(t)が常に正定値なこと整合する

6.3.次数 2の場合． 2次の自己相反多項式は P(T)= aT2 + bT + aの形なので：a=
暉＋ ia~ , b＝伽＋恥とすると

A0(z) = 2a況cosz + b -2a~ sin z, B。(z)= 2a~ cos z + 0 + 2a況sinz,

A1(t,z)＝釘(1)cos((1 -t)z) + a1 (0) cos((0 -t)z) 

+ c1(1) sin((l -t)z) + c1(0) sin((O -t)z), 

B1(t, z) = d1(1) cos((l -t)z) + d1(0) cos((O -t)z) 

+ b1(1) sin((l -t)z) + b1(0) sin((O -t)z), 

A2(t,z)＝知(1)cos((l -t)z) + c2(1) sin((l -t)z), 

B2(t, z) =ん（1)cos((l -t)z)＋的(1)sin((l -t)z). 

これらに対して，k=lのとき，（6.1)と(6.2)から

1 0 

゜゚
0 0 

゜゚0 1 

゜゚
0 0 

゜゚0 0 1 

゜
0 0 

゜゚0 0 

゜゚
1 0 

゜゚0 0 

゜゚
0 1 

゜゚0 0 

゜゚
0 0 1 

゜0 1 0 -/31 0 0 0 -,1 
0 0 

゜
a1 0 1 

゜
(31 

叫1) 2a沢

叫0) b 

叫1) -2a¥3' 
叫0) 2a!:s 
d1 (1) 

゜d1 (0) 2aat 
b1(l) 

゜b1 (0) 

゜という一次方程式が得られるこれを (6.3)を用いて解くと ，

叫1)= 2aiR, 釘（0)= b, 叫1)= -2aふ釘(0)= 0, 

d1 (1) = 2ass, d1 (0) = 0, b1 (1) = 2aiR, b1 (0) = b; 

a1 = 1, fJ1 = 0, 礼＝ 1.

このとき：ふ＝叫l)b1(l)-c1(l)d1(l) = 4 lal2 > 0. 

また k=2のとき，（6.1)と(6.2)から
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という一次方程式が得られるこれを解くと ：

知 (1)= 2a況十 b, c2(1) = -2aふ必(1)= 2aふ妬(1)= 2a況ー b.

また (6.3)から：

12a -bl2 
0:2 = 

ふ'
あ＝一

~((2a + b)(2a -b)) 

△2'  

12a + bl2 
"'/2 = △2.  

ここで

ふ＝叫1)的（1)ー叫1)ん(1)= 4 lal2 -ザ．

P(T) = aT臼 bT+aの根がみな単位P3周上の単根であるためには：D= b2-4lal2 < 0 
が必要かつ十分だが，後者は△2> 0に同値．ふ＞〇は自明なので：△2 > 0ならば

Hp(t)は [O,rd/2) = [O, 1)上で正定値である

6.4. Degree 3. 3次の自己相反多項式は P(T)= aT3 + bT2 + bT + aの形なので：

a=暉＋ia!:s,b＝伽＋i妬とすると，

A。(z)= 2a扮cos3z+ 2b況cosz -2a!:s sin 3z -2b!:s sin z, 

B0(z) = 6a!:s cos 3z + 2b!:s cos z + 6a応sin3z+ 2枷sinz,

A1(t, z) =釘（3)cos((3 -t)z)＋釘(1)cos((l -t)z) + a1(-1) cos((-1 -t)z) 

十釘(3)sin((3 -t)z)＋釘(1)sin((l -t)z) + c1(-1) sin((-1 -t)z), 

B1(t, z) = d1(3) cos((3 -t)z) + d1(1) cos((l -t)z) + d1(-1) cos((-1 -t)z) 

+ b1(3) sin((3 -t)z) + b1 (1) sin((l -t)z) + b1 (-1) sin((-1 -t)z), 

A2(t,z)＝a2(3) cos((3 -t)z) +位（1)cos((l -t)z) 

+ c2(3) sin((3 -t)z) + c2(1) sin((l -t)z), 

B2(t, z) =必（3)cos((3 -t)z)＋d2(1) cos((l -t)z) 

+ b2(3) sin((3 -t)z) + b2(1) sin((l -t)z), 

A孔t,z) = a3(3) cos((3 -t)z) + c3(3) sin((3 -t)z), 

B孔t,z) = d3(3) cos((3 -t)z)＋妬(3)sin((3 -t)z). 

これらに対して,k = 1のとき，（6.1)と(6.2)から

叫3)
叫1)
叫ー1)
叫3)
叫1)

C1 (-1) 

悶
叫ー1)

心冒
b1 (-1) 

という一次方程式が得られるこれを (6.3)を用いて解くと ，

4 2 4 2 
a1(3) = 2a!R, a1(1) = jb況， a1(-1)= ~b況， c1(3) = -2a¥s, c1(1) = -i¥s, ci(-1) = ~b\s, 

d1(3) = 6a¥s, d1(1) = 4b¥s, d1(-1) = -2b¥s, b1(3) = 6a況， b1(1)= 4b羽， b1(-1)= 2b!R; 
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1 
a1 = 3, 凡＝ 0, ア1= -． 

3 

このとき：ふ＝釘(3)b1(3)-c1(3)d1(3) = 12lal2 > 0. 

また k=2のとき，（6.1)と (6.2)から
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という一次方程式が得られるこれを (6.3)を用いて解くと ，

2 4 
叫3)= ~(3a況＋伽），四(1) = i;b況，

3 3 

d2(3) = 2(3a"" -b""), d2(l) = 4b"", 

2 * 
叫3)= -;;(3四十妬）， c2(l) = -i--

3 ふ'
＊ 

b2(3) = 2(3aat -b況）， b2(l)=—• 
ふ'

2 l3a -bl2 0 22';1((3a -b)(3a + b)) 
a2 =2 ， あ＝一ー

ふ 3 ふ ＇

ここで＊は表示が長くなるので省略した部分であり ，

ふ＝四(3)妬(3)-c2(3)必(3)= ~(9lal2 -lbl2). 

k=3のときも (6.1),(6.2), (6.3)から％（3),妬(3),c3(3), d3(3), a3,/3ふ"'(3が計算さ
れるが，表示が長くなるのでここでは省略する．この計算から

ふ＝ a3(3）妬(3)-c3(3)肉(3)

4 
＝ 

9la12 -lbl2 
(27lal4 -lbl4 -1s1a121bl2 + 4aが＋4副）

22 l3a + bl2 
ァ2= -32 △2.  

であり ：CY3=（＊）／△3:(33=（＊）／△ふ而＝ （＊）／ふという形で，［”(33]の符号はふの
(33 /3 

符号に一致することが分かる．

ここで簡単のため a,bは実数とすると：P(T)の根がみな単位円周上の単根であるた

めには，D= (a -b)2 -4a2 = -(3a -b)(a + b) < 0が必要かつ十分である．a：bが実数

なら：

4 3a -b 
ふ＝— •(3a -b)(3a + b)，ふ＝ 4・ ~ ・ (3a -b)(a + b) 

3 3a+b 

なので後者は△2> 0かつ△3>0に同値である．△1> 0は自明なので：△2 > 0かつ

ふ＞〇ならばHp(t)は [O,rd/2) = [O, 3)上で正定値である．
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7. SCHUR-COHNの判定法

d次の複素係数多項式

J(T) = adTd + ad-lrd-l + ・ ・ ・ + a1T + a。
に対して Do(!):=1とし：d個の行列式 D1(J),...,Dd(J)を

ad 

叫：＝ det［-$-],D2(J) := <let 
ad-1 ad 
a。 a1 

a。
ad 可

ad-I ad a1 a。
a2 a1 a。

a。
a1 a。
ad ad-1 

ad 

D3(f) := <let I ad-2 ad-1 ad 
a。 a1 a2 ad ad-1 ad-2 I'... 

a。 a1 瓦iad-1
a。 丙

などと定めるここで dはaの複素共役を表す．Schur-Cohnの判定法は：これらの符

号変化と fの根の分布を次のように関連付けるものである．

[ Schur (1917, 1918), Cohn (1922)] 

d次の複素係数多項式 f(T)について，Dn(f)を上記のように定めたとき，すべての

l~n~d について Dn(f) #-0を仮定し，qで有限列 (D。(!),D1(f),..., Dd(f))の符
号変化の個数を表す．このとき，f(T)は単位円周上に根を持たず，単位円の外部に重複

度を含めてちょうど q個の根を持つ．特に，f(T)の根がみな単位円の内部にあるため

にはすべての Dn(f)(1 ~ n ~ d)が正であることが必要かつ十分である．

例 1.Schur-Cohnの判定法の適用例を一つあげておく．多項式

f(x) = 2企— (10 + i)炉＋ （12 + 5i)x -6i 

に対して，D。（f)= 1, D1(f) = <let [ _26i り］ ＝ー32,

2 6i 

D2(f) = det 
-10-i 2 12 -5i 6i 

= -1800, 
-6i 12 + 5i 2 -10 +i 

-6i 2 

2 6i 
-10-i 2 12 -5i 6i 

| 12 + 5i -10 -i 2 
D3(!) = det -6i 12 + 5i -10 -i 

-10 + i 12 -5i 6i . I = 187200 
2 -10 + i 12 -Si 

-6i 12 + 5i 2 -10 +i 
-6i 2 

なので，有限列 (D。(!),D1(f), D2(f), D3(f)) = (1, -32, -1800, 187200)の符号変化の

個数は 2個であるしたがって，Schur-Cohnの判定法によれば f(x)は単位円刷上に
根を持たず：単位円の外部にちょうど2個の根を持つはずであるこれが正しいことは

因数分解 f(x)= (2x -i)(x -2)(x -3)から確かめられる．
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8.主結果

主結果を述べる準備として：自己相反多項式と Hermite-Biehle1・クラスの関係を少し
一般化しておく．与えられた d次の複素係数多項式

f (T) = adTd + ad-1Td-i + ・ ・ ・ + a1T + a。
に対して指数多項式

恥）：＝ etrdz/2f(e―9rz), r ={1, dが偶数の場合
2, dが奇数の場合，

を考える次数d=2n の自己相反多項式は P(T) ＝区~=1(ckTn+k 十互rn-k) + caTnと

書けるので：第 3節の定義より
n 

恥）＝江(1-k)ck凸＋ （l+k)写e―ikz)+ Co. 
k=l 

したがって：

fp(T) =苫（（1-k)ckrn-k + (1 + k)写Tn+k)+ coTn 

とおけば，恥 (z)= einz fp(e―iz) = E1P(z)である． dが奇数の場合も，ある多項式fpに

ついて島(z)= E1P(z)であることが同様に示される．つまり ：均は Epの一般化に
なっている補題 1の類似として次が成り立つ．

補題 2.E1に対して次が成り立つ．

(1) f (T)が単位円の外部に根を持たないことと，E八z)E回Bは同値である．
(2) f (T)の根がみな単位円の内部にあることと，E八z)E凹Bは同値である．

島にせよ灼にせよ，それが Hermite-Biehlerクラスに属すなら，TheoremdBの意
味で対応する Ha1niltonianHが存在する．それは以下のように具休的に求められる．

8.1.逆問題についての結果第 6節で計算したような，自己相反多項式 Pから定まる

Efp = Epに対応する Hamiltonianばより一般の恥に対応する擬正準系の Hamil-
tonianとして，次のような Schur-Cohnの行列式 Dn(f)を含む形で与えられる．

定理 1([9], Theorems 1.1). d次の複素係数多項式 fが与えられたとき，dが偶数なら

r = 1, dが奇数なら r=2とするまた：f(O) -/-0かつ Dd(f)-/-0を仮定するこのと

き：d個の正定値行列丘;E Symt（股） （l~n~d) で次を満たすものが存在する：

功 (t)= 
1 

Dn-1(f)Dn(f) --J,"'2 
恥， r(n-1） < tく竺 l~n~d 

2' 

で定義される H川）に対して．区間 [O,rd/2)上の擬正準系 (4.1)を考え，右端点で条件

lim [A(t,z)］ ＝ i(Ef(O)＋Ef(O)） 
t→rd/2B(t,z) [;(EJ(O) -EJ(O)）] • 

を満たす解 u(t,z) = t(A(t, z), B(t, z)）をとると指数多項式的が左端点での特殊化

幻(z)= A(O, z) -iB(O, z) 

として復元されるまた H1(t)の定義と Schur-Cohnの判定法から，fの根がみな単位
円内部にあることと ：［O,rd/2)の各点で H1(t)が正定値であることは同値である．
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さらに：上記の%E Sym!（股） （l~n~d) は以下のようにして計算可能である ：
f(T) = ad『 +ad-lrd-l+ ・ ・ ・ + a1T + a。であるとき，2種の上三角行列を
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により定義する （このとき，Schur-Cohnの判定法の行列式は

叫 ＝det[:払(f) 士t豆〗
士Nn(f) Mn(!) 

で与えられる） そして各 l~n~d に対し z訳1)..., z;(n)を未知数とする方程式

z;(l) I I o 
z;(2) 

[t叫 (f) 土 凶(f) 益(n)

土兄(f) Mn(f)] 芍(n)
堵(n-1) 

： 

堵(1)

ー。。
o
a
a
o
 

2

2

 

干＝
 

゜の解を用いて行列 Hf,nを

［況（吋（1)） 3（叫（1)）］ ［況（吋(1)） 3(zi(1)）]［°一1
塁 ( zれー ( 1 ) ） 況( % ( 1 ) ） • • ' -3 ( zi ( 1 ) ） 況(z[ （ 1 ) ） 1 。] H1,n 

[ ° 1] ［況(z訊1)） 3(zt(1)）] ［況(zi(1)） 3(zi(1)）］ 
-1-1 oll-S<(z;;-(1)) 況（z;;-(1))I.. ・ I-S<(z1(1)) 況(z1(l)) 

- -
により定義すると．求める H はf,n 

局~ = Dn-1(f)Dn(f)HJ,n 

によって定まる．

定理の仮定 Dd(f)#-0は fが単位円周J::に根を持たないことを意味するので，その

ような場合は Ef€旺B であっても Theorem dBの H が得られてないように見える．
しかし実は定理 1はそのような場合もカバーしている．fが単位円周上に根を持つ場

合は，それらの因子を括り出して f=fof1とすると」01は単位円周上に根を持たないよ

うにできるこのとき幻＝ E10E1iであり ：勾。の零点はみな実であるまた：功 E阿匝
ならば EflE日Bとなる． f1に対して定理 1を適用すると，HamiltonianHt,とこれ

に付随した正準系の解 A(t,z),B(t,z)が得られるが：E10(z)A(t,z), E10(z)B(t, z)も同

じ正準系の解であり ：limt→rd/2J(t, Z, w) = 0という条件は変わらず初期条件だけが

E10(z)(A(O, z) -iB(O, z)) = E10(z)均（z)=幻(z)に変わる．つまり ，EfE旺Bなら
ばこれに TheoremdBで対応するものはこの Hflであることが分かる．このように，
定理 1は単位円周上に根を持つような多項式についても：擬正準系の Hamiltonianを
復元する方法を与えている
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例 2.定理 1を例 1の多項式に適用すると，H八t)は次のように計算される：

加）＝｛麿：：瓢二：
H1,3 if 2 ~ t < 3, 

with 

1 
H f,l = ~ H 

1 I 40 -24 
Do(f)DM) f,1 = 1 • (-32) [-24 4。]＜0, 

加＝ 1 応＝ 1 ［40256 35648] 
Dl(f)D2(f) （-32) • (-1800) 35648 113984 

> 0, 

加＝ 1 応＝ 1 ［898617600 988300800] ＜ O. 
D2(f)几 (f) （-1800)・181200l 988300800 1213286400 

これより ，J(T)の根の分布に応じた Dn(f)の符号変化にしたがって，Hf(t)の定値性が
小区間毎に変化しているのが分かる

8.2.順問題についての結果．指数多項式E八z)に対して定理 1で得られた H1(t)はあ

る小区間毎に SL2償） nSym2（良）に属す定数行列に等しかった．そのような形の Hにつ
いて順問題を解いてみるとそれはある多項式fについて逆問題を解いて現れるものに
なぅていることが分かる

定理 2([9], Theorems 1.2-1.3). d個の行列 Hい•.．， Hd E 812（民） nSym2（股）と非零ベ
クトル (A,B) # (0, 0)を任意にとる．また，有限列 (Hi,H2,..., Hd)の正定値／負定値
の符号変化の個数を qとするこのとき，

r(n -1 ) m  
H(t) := Hn if ~ ~ t < ~'1 ~ n ~ d, 

2 
ー，
2 

で定義される Hに対して区間 [O,rd/2)上の擬正準系 (4.1)を考え，右端点で条件

lim,_ u(t, z) = ¥A, B). 
t→rd/2 

を満たす解 u(t,z) = t(A(t, z), B(t, z)）をとる．このとき，u(t,z)は唯一つ存在してお
り,f(e―irz) := e―irdz/2(A(O, z) -iB(O, z))によって複素多項式 fが定まる．

もし fがd次かつ f(O)ヂ0ならば，fは単位P3周上に根を持たず；単位円の外部

に重複度を含めて q個の根を持つ．さらに，fがd次かつ f(O) #-0であるためには，

J=［『 ~1] としたとき

A 
0 #-(I -iJH1)(J -iJH2) ・・・ (I-iJI{孔[B] ¢ C ［い

が成り立つことが必要かつ十分である

8.3.多項式と行列の列の対応．定理 lと定理2から，単位円周上に根を持たす，単位

円外部に特定の個数の根を持つ d次複素多項式と，d個の S12（JR)n Sym2（JR)の行列か
ら成る列の間に全単射が得られるただし：対応を 1対 1にするために：f(l)= 1や：

(A,B) = (1,0)といった正規化を行う必要がある：
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この対応にはいろいろ面白い応用があると期待されるので，それを探すのが今後の課

題の一つである特に講演の際に頂いた質問にもあったように，Lehmerの Mahler測

度問題に応用できると嬉しいのだが，残念ながら現時点での進展はない．

REFERENCES 

[1] M. N. Lalin, C. J. Smyth, Unimodul叫'ityof zeros of self-inversive polynomials. Acta Math. Hun-
ga,・. 138 (2013), no. 1-2, 85-101. 

[2j M. Suzuki,自己相反多項式の零点と微分方程式，数理研講究録 No.1874解析数論＿近似と漸近的手

法を通して見た数論 (2014),125-134. 
[3] M. Suzuki, An inverse problem for a class of canonical systems,解析的整数論超越関数の数論的

性質とその応用，No.1898(2014), 140-145 
141 M. Suzuki, Cai1oni叫 systemsai・ising from DiricliJet polyno面 als,RIMS研究集会解析的整数論

の諸問題と展望 (2016):
http://www.math.titech.ac.jp;-msuzuki/RIMS_2016_11.pdf 

[5] M. Suzuki, An invCI・sc problem for a class of canonical systems狙1dits applications to self-
reciprocal polynomials, J. Anal. Math. 136 (2018), no. 1, 273-340. 

[6] M. Suzuki, An inverse problem for a class of canonical systems having HruruJtoruans of determi-
nant one, J. Funct. AnaJ. 279 (2020), no. 12, 108699. 

17] M. Suzuki, Cha.ins of reproducing kernel Hilbert spaces generated by unimoduJ紅 functions,
https: //arxiv. org/abs/2012.11121. 

[8] M. Suzuki, Cano1l.ical systems紅 isingfrom £-functions,解析的整数論の展望と諸問題，No.2196
(2021), 188-199. 

19] 1¥11. Suzuki, Interpretation of the Schur-Cohn test in terms of canonicaJ systems, 
https: //arxiv. org/abs/2106. 04061. 

[10] H. Winkler, 1¥vo-dimensional Hamiltoniru1 systems, Operator Theory, D. Alpay (eds.), Springer, 
Basei, 2015, 525-547 

[11] H. Woracek, De Branges spaces and growth aspects, Operator Theory, D. Alpay (eds.), Springer, 
Basei、2015,489-523. 


