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概要

直交多項式系として有名な Legendre多項式は対数関数の Pade近似と見倣すことができる．本小論で

はホロノミック級数の Pade近似として直交多項式系を得るための考察を与える．この考察により古典的

によく知られている Jacobi多項式系， Chebyshev多項式系， Hermite多項式系などの自然な拡張が得られ

るこの応用としてあるガウスの超幾何関数族の特殊値の線形独立性を示す．

1 導入

この小論では，ホロノミック級数に付随する直交多項式系 (Pade近似）の明示的構成とその数論的な応用

について述べる．結果としては未だ完結したものではないので，進行中の研究に関する中間報告とご理解頂

きたい．

1782年に A.M. Legendreは，今日では Legendre多項式と呼ばれている直交多項式系を発見したこ

れらの多項式は豊かな数学的構造を持ち，多くの応用が知られている． 1816年に， 0.Olinde Rodliguesは

Legendre多項式の簡略的な表示を見つけたこの表示は'’Rodliguesの公式’'と呼ばれている． Rodliguesの

直交多項式に関する仕事の後，多くの数学者が直交多項式に関する研究を行ってきた．直交多項式について

はG.Szegoの本 [23]を， Rodliguesの公式の歴史については R.Askey[3]を参照せよ．

1890年代の Padeによる先駆的な仕事 [15,16]において， Pade近似と呼ばれる級数の有理関数近似が考

察された． Pade近似は直交多項式系との関係が深く，様々な Diophantus問題，例えばDiophantus方程式

の整数解の決定や級数の値の無理数性や超越性を示すための主要な道具である．

例えばLegendre多項式は対数関数の Pade近似であり， Legendre多項式を用いて対数関数の値の無理数

性が K.Alladi, M. L. Robinson[l]において調べられている．この後 Legendre多項式やその類似を用いた

対数関数やその一般化である多重対数関数の Pade近似の明示的構成とその Diophantus問題への応用が数

多く調べられている (confer[5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 18, 13, 24]）．ここで得られた Pade近似はいずれも

Rodliguesの公式の類似を用いて構成されていることに注意する．

Pade近似の Diophantus問題への応用を考えるためには Pade近似の構成を行い，性質を解析する必要が

ある． Pade近似の構成方法として，鳩ノ巣原理を用いた所謂 Siegelの補題を用いるものと，関数の性質を考

慮して明示的に構成するものがある．前者は広いクラスの関数族に対して適用できるが，鳩ノ巣原理を用い

た存在定理としての側面から，一般には弱い結果しかもたらさない後者は明示的な構成から前者の方法よ
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りも強力な結果を与えるが，実際に Pade近似が明示的に構成できる関数族はあまり知られていない．この

視点からより多くの関数族に対して Pade近似の明示的構成を行いたい．

上記の Legendre多項式やその類似に関する結果で与えられた Pade近似をはじめ，明示的に構成された

直交多項式系に'’Rodliguesの公式’'があるものが少なくない．筆者は「直交多項式系に対して’'Rodliguesの

公式’'が成り立つ理由は何か？」，また「どのような直交多項式系に対して'’Rodliguesの公式’'があるのか？」

という疑問を持った．今回はこの問題に対して，［2,19, 20]に基づき， Rodliguesの公式の一般化とその応用

を行うひとつの方法を提案したい

2 Pade近似

以下言及しない限り K は標数0の体とする．級数の order写像を

ord00 : K((1/ z))• ZU{(X)};~ ~ >-+ min{k E Z I fk-=/ O} 

と定義する．はじめに級数族の Pade近似を紹介する．

補題 2.1.f := (f1(z),...,fm(z)) E 1/zK[[l/z]匹とする． n:= (n1,...,nm) E Nmに対してN:=I：巧
j=l 

とお<. N 以上の任意の自然数 M に対して次の条件を満たす多項式の族 (P(z),Q1(z),..., Q叫z))E 

K[z]m+lが存在する．

(i) P(z)ヂ〇

(ii) degP(z) = M 

(iii)任意の 1:S:j:S:mに対して ord00(P(z)fi(z)-Qj(z)）ミ巧＋ 1

補題2.1の証明は略する．補題 2.1の条件を瀾たす多項式族 (P(z),Q1(z),..., Q叫z))を級数族fの重さ

n次数M のPade型近似 (Padeapproximants)と呼ぶまた級数族 (P(z)fj(z)-Qj(z)hsiSmもfの軍さ

n次数M のPade型近似 (Padeapproximantion)と呼ぶ

注意 2.2.補題 2.1はPade型近似の存在定理であり，一般に， Pade型近似を明示的に求めることは難し

い．級数族fの特殊値の無理数性や線形独立性といった数論的応用を与えるためには Pade型近似を明示的

に構成することが重要になる場合も多い．

次に Pade型近似の直交性についてみる．級数 J(z)＝区こ。fk/zK+1に対して， K線形写像幻fを

釘： K[t]→ K; tk→ fk 

と定義する記号の濫用であるが町の拡張釘 0KK[tl[[l/ z]]も'Pfと記述する．このとき

(1) f(z)＝やf(z [ t) 

が成り立つ．
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m 

補題 2.3.(fi(z),... Jm(z)) E 1/zK[[l/z]]mとする． n:= (n1,...,nm) E Nmに対して N:=Lnjと
j=l 

おく． M をN以上の自然数とする． P(z)E K[z]を0でない多項式で， degP(z)= M を満たすとする．

1 <:::j <::: m を満たす自然数jに対して

如）＝やfi(P(zl□fill) E K[z] 

とおく．このとき次は同値である．

(i) (P(z), Q土），．．．，Q叫z))E K[z]m+lは(!1(z),..., f m(z))の重さ n次数M のPade型近似である．

(ii) 1 <;j <:: m を満たす自然数jと， 0< K < nJ―1を満たす非負整数 Kに対して柱P(t)E ker切fiが成

り立つ．

証明．各 1~ j ~ m に対して沢j(z)= P(z)Jj(z) -Qj(z)とおく．定義より，（P(z),Q1(z),...,Q叫z)）が

璽さ n次数 M のPade型近似であることと ord00沢Jミ巧＋ 1(1 ~ j ~ m)が同値であることに注意する．

等式（1)と多項式 Qj(Z)の定義より

(2) 麟）＝釘（
P(t) ¥ ~'Pf伯P(t))~)=t 快＋1

k=O 

と表せるここで 2つ目の等式は級数展閲 1/(z-t)＝区':=otk / zk+ lを用いた．等式 (2)より

ord叫 凡 ミ 巧 ＋ 1 ⇔ tザ（t)E kercpゎ（1<::: j・<:::m, 0 <::: k <::: nj― 1) 

が成り立っため主張が示された．

注意 2.4.K 線形写像釘•から定まる双線形形式〈，訂を

〈，訂： K[t]x K[t]→ K; (A(t), B(t)）←や1(A(t)B(t))

と定義する．補題 2.3の条件 (ii)は，

〈tk,P(t)〉ぉ＝ 0 (1 <::: j <::: m, 0 <::: k <::: nj―1) 

と書くことができるこれが多項式 P(t)の満たす直交性である．

口

級数 /(z)E 1/zK[[l/z]］に対して ker'Pfを考察することで級数族の Pade型近似を構成する手がかりを

得たい．以下では J(z)がホロノミック級数の場合に ker'PJを考察する．

3 ホロノミック級数のPade型近似

z, tを変数とするこの小節では微分作用素，羞，羞をそれぞれ 8z,8tと書くことにする以下では，微

分作用素 DEK(z)[a」のローラン級数 f(z)E K((l/z))への作用を D・ f(z)と書くことにする．級数

f(z) E K[[l/z]］がホロノミック級数であるとは， 0でない微分作用素 DEK[z，叫で， D・ f(z) = 0を満た

すものが存在するときをいうこの節ではホロノミック級数族の Pade型近似を構成するための ideaとその

ideaを用いた明示的な Pade型近似を構成について述べる．
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3.1 Idea 

この小節ではホロノミック級数 f(z)E 1/zK[[l/z]]にたいして ker'PJを調べる．
n 

D :＝こ正）a;E K[z,8z]に対して％（z)=/ 0とする．このとき nをDのorder,maxdega,（z)を

i=O 
0:',i:',n 

Dの次数と呼ぶ D に対して D*:= t(-l)i8加(t)E K[t創とおく． D1,D2E K(z)［勾に対して

i=O 
(D1D2)* = D2D｛が成り立つことに注意する．

補題 3.1.DE K[z，叩とする．このとき 2変数多項式， P(t,z) E K[t, z]で，

1 
D ・ ~ = P(t, z) + D* ・ 

1 

Z - t z -t 

を満たすものが存在する．

証明． n,mを非負整数とする． D=zm[)：：に対して主張を示せば十分である．このとき等式

D • 1 m伊・
l n!zm °° (n+ K)！ tk 

Z -t= Z z z-t = （-1)n(z -t)n+1 = （-1)nこ K! zn+1+K-m 
k=O 

が得られる． 2変数多項式， P(t,z) E K[t, z]を
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と定義する定義から，等式

1 
D ·— -P(t,z)= （一

~ (n+k)! tk 
~-P(t,z) = (-1)れと K! zn+1+K-m 

k?_m-n 

oo tm+k-n 
=(-1rL(m+k-n+l)・・・ (m+k) zk+l 

k=O 

が成り立つ．一方で， D*= (-1)咽「匹であり，等式

(4) 

l tm °° tm+K 
D* ・ i::t = (-1)吻・ Z-t = （-1)nど8r・ Zk+1 

k=O 
':":.,_. _ . .  _. tm+k-n 

= (-lrL(m+k-n+l)・・・(m+k) 
z k+l 

k=O 

が得られる．（3),(4)から， D • 1/(z -t) -P(t, z) = D* • 1/(z -t)が示された．

命題 3.2.f(z) E 1/zK[[l/z]], DE K[z，叫＼ ｛O}とする．このとき次は同値．

(i) D ・ f(z) E K[z]が成り立つ．

(ii) D* -K[t]こkerr.pfが成り立つ．

口
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証明．命題 3.2の主張にある微分作用素 DEK[z,8z]に対して補題 3.1より，ある 2変数多項式 P(t,z)E 

K[t,z]で，等式

(5) 

D ・ f(z) ='PJ(D ・ 1/(z -t)) ='PJ(P(t, z) + D* ・ 1/(z -t)) 

＝釘(P(t,z)) +'PJ(D* ・ 1/(z -t)) 

='PJ(P(t,z)）＋こ
~'PJ(D* ・ tり

zk+l 
k=O 

を満たすものが存在する．釘(P(t,z))E K[z]より，（5)から，

D ・ f(z) E K[z]⇔任意の非負整数 Kに対して町(D*・ tり＝ 0 ⇔ D* ・ K[t] C ker<pJ 

が成り立つ．これより主張が示された．

3.2 Pade型近似の構成

口

この小節では Legendre多項式に対する Rodliguesの公式の一般化として級数族の Pade型近似を構成し

たいはじめに，以下で Padc型近似の明示的構成を行う対象となる級数を与える．

補題 3.3.a(z), b(z) E K[z]に対して， dega= u,degb = vとし， w=ma.x(u-2,v-l)とおく．さらに

U V 

D := -a(z)az + b(z) E K[z叫， a(z)＝区a;zi, b(z)＝区ゎz3
i=O j=O 

とおく． wミ0のとき， K上線形独立な級数 fo(z),...,f w(z) E 1/ zK[[l/ z]]で

D ・ fz(z) E K[z] (0 <:'. l <:'. w) 

を満たすものが存在する．

補題3.3は， f1(z)を級数表示し hの係数がD・fzE K[z]を満たすための条件を見ることで簡単に示せる

ため証明は略する．

次に Rodliguesの公式を一般化するために， A.I. Apetekarev, A. Branquinho, W. Van Asscheによって

[2]で定義された璽み付き Rodligues作用素を思い出す．

定義 3.4.(confer [2, (2.5)]) l E N, a1 (z),..., az(z) E K[z] ¥ {O}, b(z) E K[z]とする． a(z) = 

叫 z)...az(z), D = -a(z)az + b(z)とおく． nENと重み r:= (r1,...,rz) E 2:1 (r; 2: 0)，に対して

Dに付随する重み付き Rodligues作用素を

恥，デ：＝~ (az + m) n a(z)n ll av(z)―rv E K(z)［叫
n! a(z) 

v=l 

と定義する． r=(o,...,o) E z1のとき， RD,n,デ =RD,nと記述し， Dに付随する n次Rodligues作用素と

呼ぶ
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次に補題 3.3で与えられた級数族の Pade型近似を重み付き Rodligues作用素を用いて構成したい．記号

を準備する．

l, d EN, (a1 (z),..., az(z)) E (K[z] ¥ {O})1 and (b1 (z),...，如(z))EK［平とする． a(z)＝釘(z)・ ・ ・az(z), 

Dj = -a(z)8z +も（z)E K[z叫，防＝ max(dega -2, deg bi―1)とおく． Wj2-: 0 (1 S j S d)を仮定す

る．級数 ho(z),...,Jj,w;(z)E 1/zK[[l/z]]が， K上線形独立かつ

Dj ・ huj (z) E K[z] (0 S Uj <:'. Wj) 

を満たすとする（補閣 3.3から存在することに注意）．（n1,...,nd)E Ndと乃：＝ （Tj,1,...,rj,1) (1 S j S d) 

に対して， DJに付随する重み付き Rodligues作用素 RD3,n39r3をRi,njとおく．

これより (huj(z)) 1:Sj:Sd の Pade型近似の構成を行う．次の定理は Apetekarev,Branquinho, Van 
O:Su;'.,Wj 

Asscheによって与えられた Pade型近似 [2,Theorem 1]の一般化である．

定理 3.5.重み付き Rodligues作用素が可換性

(6) R31,n31R]2れj2= R32叫 2杓，朽1 (1こj1,j2三d)

を満たすとする多項式 F(z) を K[z] のイデアル ([n~=l av(z)こf=1巧，0]）の元とし，多項式族を

P(z) = TI Rj,n; ・ F(z)，叫(z)='Pf…(~) (l~j~d, O~Uj ~Wj) 
z-t 

j=l 
） 

と定義する． P(z)=J0とする． このとき，凡＝ （nj,...,nj) EN四＋1(1 ~ j ~ d)に対し，多項式族

(P(z), Qj,u;(z)) 1琴 d は(fみu;(z))lS:jS:d の重さ (n1,...，四） E Nこf=1(W汀 1)のPad6型近似である．
0こu3こw, 0こujこwj

定理3.5の例を 5節で紹介する．

注意 3.6.定理3.5で仮定されている可換性 (6)を満たす微分作用素の族はあまり知られていないと思わ

れる．ここでは筆者が見つけた可換性の十分条件をひとつ紹介する．

補題 3.7.多項式 a1(z),a2(z)ふ(z)，妬(z)E K[z]が a1(z)四（z)ヂ0を満たすとする．非負整数 nと

j = 1,2に対して Di:= -a1(z)a2(z)o叶も(z)に付随する一般化 Rodigues作用素を

Rj,n = ~ (Oz + -d])(：い）n釘 (z)nE K(z)［四

とおく． dega1~ 1かつ (b1(z)-b2(z)）／吟(z)E Kが成り立つとき，自然数n1,n2に対して

R1,n虞2,n2= R2,n瓜l,n1

が成り立つ．

3.3 Pade型近似に付随する行列式の計算

定理3.5に現れる級数/j,u;(z)に対して， Pade型近似を利用して，値の無理数性や線形独立性を与えるた

めに Pade型近似の付随する行列の行列式の非零性を示す方法がある (conferC. L. Siegel [22]）．ここでは，

以下の特別な場合に Pade型近似に付随する行列を与え，その行列式の計算を行う．
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l = 2, dを正整数， a1(z),a2(z)ふ(z),...山 (z)E K[z]とする． a(z)= a1(z)四 (z),Wj = m訟 {dega -

2,degbj― 1}, W = W1 +・・・＋四＋ dとおく．以下 Wj2'. 0, dega1:::; 1, 

bh (z) -bh(z) 

叫 z)
EK¥ {O} (1 :::; j1 < j2 :::; d) 

を仮定する． rji,j2= (bh(z) -bj2(z))/a2(z)とおく．

微分作用素 Dj= -a(z)az＋も（z)E K[z，叫に対して，級数 ho(z),...,hw;(z) E 1/ zK[[l/ z]]をK 上

線形独立かつ

Dj ・ huj (z) E K[z] (1さj:::;d, 0:::; Ujさ凹）

を満たすものとする簡単のため，切，u3:＝やf3,Uiとおく．

非負整数 nに対して， D に付随する一般化 Rodligeus作用素を

知＝嘉 (az+ ~（り）”釘 (zr (1:::; j:::; d) 

とおく．補題 3.7から微分作用素 Rがれは可換性

RJ1,nR32,n = RJ2,nR31,n (l s m,J.2 s d) 

を満たすことに注意する整数O::C:h::C:Wに対して，多項式族を

d 

Pn,h(z) = Ph(z) := IJ Rj,n ・ [z国 (z)dnl,

J=l 

Qn,j,u,,h(z) = Q紐 ,,h(z)＝的，Uj(凡(z；二り） (1 S j S d, 0 S Uj S Wj), 

とおく． Pパz)ヂ 0が成り立つと仮定する． このとき定理 3.5から多項式族 (Ph,Qj,u,,h) 1:Sj:Sd は

(f紐 3)1年 d の重さ（n,...,n)E NWのPadc型近似である．
OSujSWj 

1こu3<w3

非負整数 nに対して上記の Pade型近似に付随する (W+ 1) x (W + 1)行列の行列式を

Po(z) pl(z) Pw(z) 

Q1,o,o(z) Q1,0,1(z) Q1,o,w(z) 

Q1,w1,o(z) Q,,wい (z)
ふ（z)=△（z) = det I : Q1,W1,w(z) 

Qd,o,o(z) Qd,o,1(z) Qd,o,w(z) 

Qd,wd,o(z) Qd,wd,1(z) Qd,wd,w(z) 

とおく．さらに WxW行列の行列式を

<p1,o(a1(t)国 (t)dn) <p1,o(ta,(tr匹 (t茫） '{J1,o(tW-la1(tr四 (t)dn)

<p1,w1 (a,(t)国 (t)dn) <p1,w1(ta,(t)国 (t)dn) <p1,w1 (tw-,a,(t)れa2(t)dn)

釦＝ El=detl

'Pd,O (a1 (t)国 (t)dn) 'Pd,o(ta1(t)国 (t)dn) 咋，o(tW-la1(tra2(t)dn) 

'Pd,wd(a1(tra2(t)dn)'Pd,wd（如（t）n四 (t)dn) 'Pd,wd (tw-,a,(tf四 (t)dn)
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とおく．このとき次が成り立つ．

命題 3.8.

△(z) ＝ （口n[))（dn+11))W [（n+11)W]＇8in+1)W Pw(z）り［万［直応—叫）］ 9 E  K 

ここで Ca1 は， €a1 = 1 (dega1 = 1), €a1 = 0 (dega1 = 0)で定義される．

3.4 例

この節では 4節の設定において，定理 3.5と命題 3.8の例を与える．有理数 xと非負整数 Kに対して

Pochhammer記号を (x)o= 1, (x)k = x(x + l)・・・ (x+ k -l)とおく． p,qを非負整数，負の整数ではない

有理数 a;,bi E (Ql (1 <'.'. iさP,l <'.'. jさq)に対して一般超幾何関数を

ぷ（釘，．．．，ap 1 (X) 伍）K・・・ (a叫 l 

b1,．．．，bq :) ＝と仇）K・・・ (%)kk! ・ Zk' 

とおく．以下 nは非負整数とする．

はじめに d=lの例を与えるこの場合a1(z)= 1とする． d=lなので，微分作用素の可換性 (6)は考察

する必要がないことに注意する．

例 3.9.uを2以上の整数とし，微分作用素 D= -(zu -l)oz -zu-l E K[z, oz]とおく．このとき級数

応）＝区
(X) 占）k l 

（叫 Zuk+l+1= zl+1m(1 
1 1+l u+l l 

k=O U K u'’u 戸） （0 <; l <; u-2) 

はK上線形独立であり， D・ fz(z) E K[z]をみたす． fo(z)= (zu -1)-1/uであることに注意する． K線形

写像釘，を 'Plとおく． OShSu-1を満たす整数 hに対して

l (- Zu-1 ¥ n 
Pn,h(z) = Ph(z)＝元 (azー研ー 1) m -1)n. Zh 

Qn,l,h(z) = Q1,h(z)＝'{Jl（叩Zl口F)(0 :'.S l :'.S u -2) 

とおく． u= 2,h = 0のとき Pn,o(z)はChebyshev多項式である．定理 3.5から (Ph,Qo,h, ・ ・ ・, Qu-2,h)は

Uo, ・ ・ ・, fu-2)の重さ n=(n,...,n)のPade型近似である．行列式
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．
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＼
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p
u
0

」
3Q

 

Q
 

はn争0mod uのとき△n(z)= 0であり，整数N を用いて n=uNと書けるときは

△uN(z) = (-1) 
u-1 • I1:：：：：1[（UN+ 1)u -1 -K] u-2日）

(uN)！ • II 凸 ~EK\{O} 
l=O U)UN 

が成り立つ．



199

以下 d2:2とする．

例 3.10.11,...,rd EKをー1以下の整数でないとし，

知— 131 ¢ Z(1こJ.1< J.2三d)

を満たすとする．微分作用素 Dj= -z282 + "/jZ -1に対して級数

00 

応）＝ど
1 1 1 _(1  11 

k=0 (2 + 7退 zk+1= ； • 1F1 (2 + 7J ;) 

はDj・Mz)EKを満たす． K線形写像 'Pf3を¢Jとおく． Djに付随する一般化 Rodligeus作用素

Rj,n =嘉（Oz+ 7 r zn (1 <::'. j <::'. d) 

は，補題 3.7より

Rj,,n, Rj,,n2 = Rj,,n2Rj,,n, (1 :S j1,j2 :S d, nj,, nh EN) 

を満たす． O::;h::;dを満たす整数に対して，多項式族を

d 

Pn,h(z) = Ph(z) = D Rj,n ・ zdn+h, Q叫 z)＝ Q3(z） ＝中3(凡(z)-Ph(t) (1こJこd)
z-t 

j=l 
） 

と定義するこのとき定理3.5より (Ph,Q1,h, ・ ・ ・, Qd,h)は(fi,...,f心の重さ (n,...,n)E Ndの Pade型近

似である．行列式

Po(z) A(z)... Pd(z) 

Q,,o(z) Qい (z)... Q,,d(z) 

△(z) ＝ det （釦o（z) Qd l(z) 如 (z))

は

△(z) ＝ （『n瓢）dn[g直y-1J -K)ln (2 + 13 +1)n+d-1 区31リ廷d国—冗） EK\{O) 

を満たす．

例 3.11.1l,・・・,1dEK¥{O}を相異なる元， IiEKを負の整数でないとする微分作用素 Dj= -ZOz -

rjZ + 0に対して，級数

~ k+1 
fJ(z) ＝四＋D)k（土）＝： 2F。(1+6,1 古） （1 :','. j :','. d) 

k=O 

はDJ•以z) EKを満たす． K線形写像 'Pf3を'P3とおく． D3に付随する一般化 Rodligeus作用素

Rぃ＝嘉（〇z- 万~)n (1さj:','. d) 
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は補題 3.7から

R31,n31位，n32= RJ2,n32的，n31 (lこJ.1,J.2こd, nJ19 % E N) 

を満たす。 ::;h::;dを満たす整数に対して多項式族を

d 

Pn,h(z) = Ph(z) = D叩•戸＋八叫（z) = Q土） ＝切（凡(z)-Ph(t)) (1 5 J三d)
z -t 

j=l 

と定義する．定理 3.5から（PゎQj,h)区区d(n,...,n) E配は (f])1こJ<dのPade型近似である．

行列式

は △(z)＝ det (：／゚：戸： ：：1：：三：／d：已：）

△(z) ＝ （二〗＋1)d.＂ ［II （1J'―1J)nl. " （1 □d6-）1~nn++Jd-1 •II （知— 7;,)EK\{O}
j=l I 1::;j'Sd I j=l "/j, lSii<hSd 

j'fcj 

を満たす．

例 3.12.1 EK¥ {O}，ふ，．．．，如 EKを非負撒数でなく

% -632 ¢ z(1 < J.1 < J.2さd)

を満たす元とする．微分作用素 Dj= -z{}z―,z十もに対して，級数

応） ＝芦（1+い（土）K＋1= ： 2F。(1＋も， 1 合）
はDJ•以z) EKを満たす． K線形写像 'PJjを¢Jとおく． DJに付随する一般化 Rodligeus作用素

RJ,n = ¼i (azー~r zn (1 :::; j :::; d) 

は補題 3.7から

Rn,n31厖，n32= RJ2,n32的，n31 (1三j1,J.2こd,n]19圧 EN)

を満たす。 :::;h:::;dを満たす整数に対して多項式族を

d 

Pn,h(z)＝凡(z)= J] Rぃ凸叫（z)= Qj(z) ='Pi （邸）—~) (1 :::;j:::;d) 
z-t 

j=1 
） 

と定義する．定理 3.5から（PゎQj,h)区区d(n,..., n) E Ndは(Jj)区j:'.:dのPade型近似である．

行列式
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．
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は

△(z) ＝ （（喜nd+1)d."［ II ＂囚—らー k)l.＂ (1 ＋も）”． II （％ー％） E K¥ ｛0} 
j=l I l~j'~d k=l I j=l 

?J 
1~れ <J.2 こ d

j'＃j 

を満たす．

例 3.13."YE K¥ {O}，ふ，．．．，如 EKを相異なる元とする． K の元の列 UJ,k)kc:O(1 ~ j ~ d)を

ho= 1, h1 =―ら／"Y, fJ,k+2 = -
らf]，K+1+ （K + 1)f]，K 

(k ~ 0) 
ぅ

を満たすものとする微分作用素 Dj= -Dz +"'(Z十もに対して，級数

00 

f]（z)＝区 fJ,k 
z k+l 

k=O 

はDJ• f](z) E K を満たす． K線形写像やJjを'P]とおく． D]に付随する一般化 Rodligeus作用素

1 
Rj,n = =,(8z +,z十も）n (l :S j :S d) 

n! 

は補題3.7から

R]1,n31位，n;,= Rj,,nj2杓，n31 (lさJ.1,J.2こd,n]1, n]2 E N) 

を満たす． 0::C::: h ::C::: dを満たす整数に対して多項式族を

d 

Pn,h(z) = Ph(z) = g Rj,n ・ zh, Qn,j,h(z) = Qj,h(z) ='Pi ( 
Ph(z) -Ph(t) 

z-t 
j=l ） (1 <:: j <:: d) 

と定義する．定理 3.5から（PゎQJ,h)1<JSdは (f]）1こJこdの重さ (n,...,n)E田 の Pade型近似である．

行列式
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は

△(z) ＝ （噂；d＋1[n [ ］3固ーも）n］←1)デ 1dnーデL II （知ー心） EK¥{O) 
j=l I 1<:j'<:d I l<:31 <j2<:d 

を満たす．

次の例は， S.David, N. Hirata-Kohnoと筆者の共同研究 [9,Lemma 3]の特別な場合である．

例 3.14.m ENを非負整数， a1,...,°'m E K ¥ {O}を相異なる元， 1l,・・・,1dEKを非負整数かつ，

冗— 1]2¢ z(1 < J.1 < j2 < d)みたす元とする．四(z)= (z -a1) ・ ・ ・ (z -am), Di = -za2(z)Bz +'Y]四(z)

と定義するこのとき級数

00 

f;,j(z)＝区
k+l+ 

1 げ）K＋1= 1] + 1. m(1 +?j,1 竺 (1<:: i <:: m, 1 <:: j <:: d) 
k=0 1J z z 2 + 1J z) 
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はK上線形独立であり， Di・ f;,j(z) E K[z]を満たす． K線形写像やf9,3を'Pi,jとおく． D3に付随する一般

化 Rodligeus作用素

1 (Cl, "fJ れ

知＝可仇＋了） zれ（1~ j ~ d) 

は，補題 3.7より

Rj,,n;, Rj2,n;, = Rj,,n;,馬，nil (1 < J.1,J.2 < d, nJ1,n32 E N) 

を満たす。 ≪:::h≪:::dmをみたす整数に対して，多項式族を

d 

Pn,h(z)＝凡(z)= II 叩• ［四（z)dゾ],
J=l 

Qn,i,j,h(z) = Qi,j,h(z) ='Pi,j (~爪z；□り） (1 ~ i ~ m, 1 ~ j ~ d) 

と定義する定理3.5より (Ph,Q9,J,h)1<t<mは (f9,J)1<t<mの重さ (n,...,n)ENdmのPade型近似である．
1<j<d 1<j<d 

行列式

Po(z) pl(z) Pdm(z) 

Q1,1,o(z) Q1,1,1(z) Q1,l,dm(z) 

Qm,1,o(z) Qm,1,1(z) 
△(z) = det I : Qm,1,dm(z) 

Q1,d,o(z) Q1,d,1(z) Q1,d,dm(z) 

Qm,d,o(z) Qm,d,1(z) Qm,d,dm(z) 

の非零性が [9,Proposition 4.1]で示されている．

4 ホロノミック級数の値の線形独立性への応用

この節では Kを代数体とする．

例 3.10,例 3.11,例 3.12及び例 3.14を応用してそれぞれで扱った級数の特殊値の線形独立性に関連する

結果が得られる，これらの級数の線形独立性に関して，以下の先行研究がある，先行研究では本小論とは異

なる Pade型近似を用いているものが多いが，証明の方法は本質的に同じものである．

例 3.10について， 11,・・,,id E (Qlで負の整数でないものとすると f3(z）は E関数 (confer[22])になる．こ

れらの特殊値の線形独立性がK.V涵 nanenにより [26]で与えられている例 3.11について， 6EQが負の整

数でなく 1l,・・・,1dEKのとき，方（z)はEuler型関数 (confer[4]）になるこれらの関数の globalrelation 

について， 0=0のとき， T.Matala-aho, W. Zudilin[14]や L.Seppala [21]で与えられている例 3.12につ

いてふ，．．．，心€ Qが負の整数でなく ,=1のとき Euler型関数 fj(Z)のglobalrelationがVaananen[25]

で得られている例 3.14の関数の値の線形独立性は David,Hirata-Kohno,筆者により [9]で与えられてい

る．以下では先行研究で知られていなかったと思われる例 3.9の応用を与える．
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VoをKの素点とする． Voが非アルキメデス的素点の場合はPv。で Voの下にある素数を表す． 2以上の整

数 uに対し，

μ(u) = IT qq/(q-l) 

q：素数， qlu

玉 (u)= 1 (1/u E互。）， Ev0(u)=O（その他）とおく． aをlalv。>2を満たす K の元とする．

Kの素点 vと(3EKに対して， f3のv進高さを Hv(f3)= max(l, lf31v), f3の高さを H(f3)= Tiv Hv ((3)と

定義し， f3の対数的高さを hv(f3):= log Hv(f3), h(f3) = log H(f3)と定義する．

これらに対して以下の実数を定義する

hv0(2) 

ら (a)＝hvo(a)-｛玉(U)・ log |Pvo vo 

Pv。-1 
-log lμ(u)lvo 

(vo I oo) 

(vo f oo) 

lBv0(a) = (u-l)h(a) + (u+ l)h(2) + (2-1/u)log μ(u) +u-1 

(u+l)hv0(2) (voloo) 

-（U -1)%（a)-{log|μ(U)は (Vof OO） 

四 (a)＝ （U -1)hVo(a) ＋ {(U + 1)hVo(2) （Vo | 00） 

log lμ(u)；；/ (vofoo) 

Vv0(a) =ら（a) —瓦 (a)

このとき次が成り立つ．

定理 4.1.Vv0 (a) > 0 とする．このとき€ < Vv0(a)をみたす正数eに対して， c:,u,aに依存する effective

な正定数 H。で以下の条件を満たすものが存在する．

入＝ （入，ふ）。:c;1:c;u-2E Ku¥ {O}がH。::::;H（入）を満たすとき

u-2 

入＋どふ
1 1+l u+l l 

l=0 •三（~'1, ~I~) Iva> C(a,c:)Hv0（入）H（入）―μ(a,e)

が成り立つ．ここで

μ(a,c:) = ~+)~, C(a,c:)=exp(- （兄［］翌〗~ + 1)（出。(a)+四（a)))

である．
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