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時間遅れがもたらす無限次元性と超越性

東北大学・材料科学高等研究所西口純矢＊t

Junya Nishiguchi 

1 はじめに

Advanced Institute for Materials Research, 

Tohoku University 

筆者は， 2021年度 RIMS共同研究（公開型）「力学系理論の最近の進展とその応用」＊1におい

て，平面系の線型遅延微分方程式の安定性解析に関する講演を行った． この文書はその講究録原稿

であるが，以下に述べる理由からこの文書は講演内容自体のまとめではない．

遅延微分方程式の基本的な力学系的取り扱いや，非線型問題の解析につながる線型方程式の基

礎理論（相空間である連続関数空間の固有値に基づく直和分解，不安定・中心部分空間の有限次

元性，中心部分空間上の微分方程式を得るための形式的随伴法など）は JackHaleにより考察・

整理され，その後，さまざまに応用されてきたと言ってよい． Haleによる書籍 [9]および Sjoerd

Verduyn Lunelが著者に加わったその改訂版 [10]はこの分野におけるバイブルである．また，

Diekmann et al. [4]は異なる観点から遅延微分方程式を取り扱った興味深い書籍である．日本語

の書籍としては，内藤ら [1]がある．

では，遅延微分方程式の研究は JackHaleにより終わったのだろうか？この問いに筆者が答え

るのは適切ではないかもしれないし，そもそも答えるのは難しいしかし， 1990年代半ばからの

状態依存遅れを持つ微分方程式の解析の発展は明確に JackHaleによる理論の建設以後のもので

ある．また，遅延微分方程式のより力学系的な書籍がまだ現れていないことは，その力学系的研究

が発展途上にあると言えるのではないだろうか．

遅延微分方程式は，常微分方程式に“タイムラグ’'を入れることで得られることが多い．これに

は応用からのモチベーションが大きい．しかし，このようにタイムラグを入れることで遅延微分方

程式にすると解析が厄介になってしまう．また力学系としても相空間を無限次元関数空間にする

セットアップが必要であり，幾何学的理解はより困難になる．何より，空間的広がりによる無限次

元性とは異なり，タイムラグによる無限次元性は視覚的に捉えるのが難しい．つまり，タイムラグ

を入れて遅延微分方程式にする妥当性を担保するのは容易ではない．

*〒980-8577宮城県仙台市青葉区片平2-1-1東北大学材料科学裔等研究所 (AIMR)数学連携グループ
t E-mail: junya.nishiguchi.bl@tohoku.ac.jp 
*1 https: //sites.google. com/vieY/rims-dyn-sys2021/ 
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このように，遅延微分方程式はどちらかと言うと厄介者として捉えられることが多いが，やはり

タイムラグを入れることの応用からの要請は大きいようである．数学分野としても，微分方程式，

力学系，応用数学の観点から興味深いものである．そして，空間変数がなくとも時間変数のみでも

無限次元性がもたらされるというのがその何よりの醍醐味である．

以上に述べた理由から，この文普では講演の内容をまとめるのではなく，遅延微分方程式あるい

はより一般に「時間遅れ系」の概説を行うことにした．この文書は以下のように構成されている．

第 2節では，時間遅れ系の導入とその微分方程式としての扱い，および無限次元力学系としての取

り扱いを簡単に述べる．この節では，数学的な定理をきちんと述べることはせず，あくまでもその

紹介に留める．第 2節の終わりでは状態依存遅れについても紹介し，その数学の基礎的アイデアと

ダイナミクスの観点からの意義についても説明を行う．第 3節では，線型の遅延微分方程式のスペ

クトルについて詳細な議論を行う．この節の目標は，線型遅延微分方程式が定める C。ー半群に対し

て，関数解析における一般的な結果を単に適用することではない．たとえば，その C。ー半群が終局

的コンパクトであることをもって一般的な結果を適用しても，遅延微分方程式の理解には必ずしも

つながらないであろう．むしろ，関数解析における一般論がどのようにして線型遅延微分方程式の

スペクトル解析に必要になるかを明らかにすることが重要であると考える．また，これは線型遅延

微分方程式が定める C。ー半群の特殊性を把握するのに役立つであろう．第 3節の内容自体は既知

のものではあるが，その理論展開の仕方は，［9]および [10]におけるそれとは異なる．

2 時間遅れ系とその取り扱い

2.1 時間発展システムとしての時間遅れ系

因果律に‘‘タイムラグ’'を有する時間発展システムおよびその数理モデルを総称して時間遅れ系

(time-delay system)と呼ぶ時間遅れ系における“タイムラグ’'は，たとえば情報の伝達速度の

有限性に起因して生じる．具体的には，骨髄における血球濃度の時間変化が時間遅れ系として考え

られる．これは生理学における例である．骨髄における血球（白血球，血小板，赤血球）はその濃

度に応じて新たにどれくらいの血球が生成されるかが決定される一方で，血球の生成は決して瞬時

的ではない＊2. この血球を生成するのに要する時間（期間）が“タイムラグ’'となる．血球の濃度

はスカラー量であるが，その時間変化（ダイナミクス）は複雑になりうる＊3．

2.2 遅延微分方程式

上に述べたことは，時間遅れ系は常微分方程式 (ODE)では記述しえないことを意味する．股n

に値を取る未知関数 X= x(t)のtE股における微分係数 x(t)がt以前の xの情報にも依存する

ような遅延微分方程式 (delaydifferential equation; DDE)は，典型的な数理モデルとしての時間

*2白血球の場合は数時間から数日，血小板の場合は約 10日，赤血球の場合は約 120日を生成に要するようである．

*3 Mackey and Glass [13]はこれを “dynamicaldiseases"と呼んだ．
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遅れ系である．考えている DDEにおいて微分係数訓t)の過去依存性がある正の数 r>Oに対す

るxi[t-r,t]: [t -r, t]→町への依存性として常に書かれるとき，各時刻 tにおける力学系的状態

はこのような未知関数 xの区間 [t-r, t]への制限 xl[t-r,t]，あるいはそれを tだけ平行移動して

得られる関数

Xが [-r,O]ぅ0→x(t+0) E尉 (2.1) 

と考えなければならない．これを xのtにおける履歴切片 (historysegment)と呼ぶ．

注 2.1.ODEも形式的には DDEと考えてもよいが， 1階の正規形 ODEの場合は ±(t)は常に

x(t)にのみ依存する．このため，区間 [-r,O]は1点集合 {O}に“縮退”し，履歴切片 Xtも点

x(t)に“縮退’する．

逆に言えば，このような縮退が起きないのが DDEであり，常に関数である履歴切片を力学系的

状態として保持し続ける必要がある．したがって， DDEのダイナミクスの力学系的記述には無限

次元力学系のフレームワークが必要である＊4.

2.3 過去依存性の1つの表現：微分差分方程式

DDEにおいて，未知関数 xの微分係数 ±(t)が過去の状態にどのように依存するかは本質的に

problematicである．数学的には全く自由に取ってよいが，数理モデルの観点で言えば「考えてい

る現象を記述する上でどのような過去依存性が適切であるか」という問いからは逃れられない．し

かし，そのような問いに答えるためにもまずはモデルを立てた上でその解析を行うより他ない．歴

史的には，次の形の微分方程式

わ(t)= f(x(t), x(t―T1),...,x(t-加）） (2.2) 

がよく研究されてきている．ここで， T1,．．．，Tm> 0は正の定数であり，方程式 (2.2)における

時間遅れを表す．方程式 (2.2)においては微分と差分がミックスされている．この意味で，方程

式 (2.2)は微分差分方程式 (differentialdifference equation)と呼ばれてきた． 1963年以前まで

の微分差分方程式に関する研究の標準的な文献として Bellmanand Cooke [2]を挙げる．微分差分

方程式は DDEの例であり，方程式 (2.2)においてはわ(t)の過去依存性が x(t-T1),...,x(t-Tm) 

への依存性として明示的に表されている．この意味で，方程式 (2.2)における時間遅れの構造は

「単純」であり，実際，微分差分方程式は時間遅れ系の数理モデルとしてよく用いられている．そ

のようなさまざまな具体例は Erneux[7]を参照されたい．

2.4 過去依存性の抽象化：遅れ型関数微分方程式

微分差分方程式 (2.2)を含む DDEの数学研究にはさまざまな切り口がある． DDEを時間発展

方程式として考えている以上，その初期値問題の定式化と解の存在や一意性などの基礎定理の構築

•4 空間変数を持たず，時間変数のみであっても無限次元力学系が生み出されるのが DDE の醍醐味でもあり厄介なと

ころでもある．歴史的には，無限次元力学系の璽要なサブクラスとしてそのダイナミクスが研究されてきた．
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は必要不可欠である．また，力学系的考察のためには解の存在と一意性に加えて，解の初期値連続

依存性（いわゆる，初期値問題の適切性）やさらに初期値への可微分な依存性も基本的に必要であ

る．実際，これらは DDEの遅れ型関数微分方程式 (retardedfunctional differential equation; 

RFDE)としての定式化
士(t)= F（叩） (2.3) 

を受け入れれば， ODEと同様な方法で考察できる．ここで，ある正の定数 r>Oに対して

F: C([-r, 0]，町） →町

は一般に非線型の「ベクトル値汎関数」であり， Xtは(2.1)で定義される履歴切片である＊5. この

分野における標準的な文献としては， Hale[9], Hale and Verduyn Lunel [10]を参照されたい．

重要なことは， RFDE(2.3)がもはや「出(t)は Xtに依存している」ということしか表現してお

らず，具体的な過去依存性の表記を放棄していることである＊6. しかし，上に述べた基礎理論の構

築にあたっては RFDEのこの形式と Fの適切な滑らかさがあれば十分である．初期値問題を構

成する初期条件が

xo = ¢ E C([-r,O]，町） (2.4) 

で与えられることは， RFDEの形式を考えれば自然である．¢を初期条件 (2.4)における初期関

数または初期厩歴関数 (initialhistory function)と呼ぶ．初期条件 (2.4)の下での RFDE(2.3) 

の一意的な大域解を XF(-;¢):[-r,oo)→股”と書くことにすると，連続関数のなす Banach空間

C([-r, 0]，由）における半流れ <I>F:[O, oo) x C([-r, 0]凩更） → C([-r,O]，由）が

軒（t,¢):=咋（・；の）t (2.5) 

により定義される．したがって，解の初期値連続依存性や初期値への可微分な依存性は，それぞれ

半流れ <PFの連続性および時刻た写像

dり,,: C([-r, O]，阻:n)3 ¢←dり？（t,¢)E C([-r,O]，阻n)

の可微分性として理解されなければならない．この意味で， RFDEに対する基礎理論は ODEに

対するそれと全く同様というわけではないということに注意する必要がある．

2.5 状態依存な過去依存性

RFDE (2.3)において， Fの滑らかさを課すことは ODEとの比較という観点で言えば自然なよ

うに思われる．実際，微分差分方程式 (2.2)に対しては

F(r/>) := f（の（0),r/>(-r1),..., </>(-rm)) 

•5 Fの定義域は一般には C([-r,O]，野りの（一様収束位相に関する）開集合でよい．ここでは簡単のために全体の空

間で定義されている場合のみを扱う．

•6 叩は関数であるから， F（Xt）にはさまざまなものが考えられる．積分が含まれてもよいし，積分と非線型な変換を

どのように組み合わせてもよい．
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としてベクトル値汎関数 F:C([-r, 0]，股門→良nを定めれば，方程式 (2.2)をRFDE(2.3)とし

て書ける． ここで， r>Oは
r 2 max Tj 
l'.oj'.om 

を満たす定数である．この場合には， f:JR X （股n四→賊n の滑らかさに応じて F も滑らかで

ある．

では， RFDE(2.3)において Fはいつでも滑らかであると仮定して十分であるかと言うと，実

はそうではない．たとえば，次の微分方程式を考える：

i:(t) = f(x(t), x(t -T)), T = T(x(t)). (2.6) 

ここで，上の微分方程式における時間遅れは定数ではなく，定数でない関数 T：野n→ [O, r]によ

り与えられると考えている．微分方程式 (2.6)もまた DDEであり，やや記号が複雑になるが

F（の）：＝ f(の(0)，の(-T(q>(0)))) (2.7) 

によりベクトル値汎関数 F:C([-r,O]，股門→町を定めれば， DDE(2.6)をRFDE(2.3)とし

て書ける．しかし， fが滑らかであっても Fは一般には滑らかではなく，局所 Lipschitz連続で

すらない．これは，（2.7)の右辺において，のが変化すればー7(¢(0)）が変化し，結果として Fの

滑らかさを得るにはの自体の滑らかさを必要とすることによる．このメカニズムによって，初期

値問題の解の一意性もまた， DDE(2.6)に対しては一般には成り立たない（具体例は Driver[5]を

参照されたい）．

DDE (2.6)における時間遅れは状態依存 (state-dependent)と呼ばれ，（2.6)を状態依存遅れ

を持つ微分方程式とも呼ぶ．（2.7)で定義されるベクトル値汎関数 F:C([-r,O]瓜門→陀nが一

般に滑らかでない（局所 Lipschitz連続ですらない）ことは， DDE(2.6)に対しては RFDEの基

礎理論が適用できないことを意味する＊7. 約 20年前， Hans-OttoWalther [15]はDDE(2.6)を

含むある RFDEのクラスを考察し，適切な初期履歴関数の空間 (Waltherはこれを解多様体と

呼んだ）を設定した＊8. そして，そのクラスの RFDEが解多様体の上で連続半流れを定め，かつ

時刻 t写像がび級になることを示した．これにより，状態依存遅れを持つ微分方程式に対しても

解多様体上での微分可能力学系としての基本的考察が可能であることが明らかとなった．

| コラム 1（解多様体）．ベクトル値汎関数 F:CM[-r,0]，町） →町に対して，次で定まる部分
集合 XFC C1([-r,0],1Rn) 

XF := {¢: ¢'(0) = F(¢)} 

*7国際学会において， JohnMallet-Paretが「JackHaleは定数遅れしか考えていなかった」と発言しているのを筆
者は聞いたことがある．ここでの定数遅れとは，微分差分方程式 (2.2)に限定されず，「積分型の過去依存性も含ま

れるものの過去依存性が未知関数自体に依存して変化することはない」という意味と思われる．実際， JackHaleが
RFDEを導入した初期の仕事 [8]では， LaSalleの不変性原理の RFDEへの拡張を，過去依存性が積分によって
表される DDEに応用している．

*8解多様体については下記コラムを参照されたい．
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を解多様体 (solutionmanifold)と呼ぶここで，び([-r,O]皇n)は [-r,O]上の良nに値を

取る ci_級関数全体のなす線型空間で， C1—ノルムによる Banach 空間と考えている．これを

解多様体と呼ぶ理由は，（i)初期履歴関数を XFから取ると，解の履歴切片は常に XFにとど

まること（正不変性），（ii)FのFrechet微分が連続関数空間 C(［一r,O]，股門で定義された連続

線型写像に拡張されるという条件の下で XFが Banach空間び([-r,O]，陀りに埋め込まれた

余次元 nの C1ー級部分多様体であること，による．ただし， XFが空でないことを前提とする．

2.6 状態依存遅れが生み出す非線型性

定数遅れは状態依存遅れの理想化であるが，状態依存遅れは微分方程式としての困難さを備え

ている．したがって，数理モデルの観点においては，「状態依存遅れは定数遅れと比較してダイナ

ミクスにどのような質的差異をもたらすか」という問いに答えることは重要である．これにより，

「一般には解析が複雑になってしまう状態依存遅れを用いなければ説明できない現象がある」とい

うことを明らかにでき，数理モデルとして状態依存遅れを採用することの妥当性につながる．

上記の問いに答えるためには，定数遅れと状態依存遅れのそれぞれに対して，対応する DDEの

ダイナミクスをよく知っておく必要がある．定数遅れと状態依存遅れの違いを理解する 1つの鍵

は，状態依存遅れが生み出す非線型性にある．例として， nxn実行列 AE Mn（股）に対して，

DDE 
x(t) = Ax(t -T), T = T(x(t)) (2.8) 

を考える．ここで， T:野n→ [O,r]は定数でない関数である． DDE(2.8)は一見すると線型方程

式のように見えるが，時間遅れが状態依存のため菫ね合わせの原理が成り立たない．したがって，

DDE (2.8)は非線型方程式であり，この非線型性は状態依存遅れにより生み出されたものである．

状態依存遅れが生み出す非線型性の下でのホモクリニック軌道の構成については Walther[16]を

参照されたい．また，エルニーニョ現象などの気候ダイナミクスの非線型微分差分方程式モデルに

おいても，分岐解析の観点から状態依存遅れを採用することの是非が議論されているたとえば，

Keane, Krauskopf,皿 dPostlethwaite [12]を参照されたい．

3 時間遅れとスペクトル

3.1 平衡点と線型化

この小節では， RFDE(2.3)が連続半流れPFを定めると仮定する．たとえば， FがLipschitz

連続であることはその十分条件である．

¢ E C([-r,O]，町）が
妬F(t,q>) := XF(・；の）t= ¢ (t ~ 0) (3.1) 

を満たすとき，のを RFDE(2.3)の平衡点と呼ぶ．半流れ妬Fの定義式 (2.5)と関係式 (3.1)よ

り平衡点¢は定数関数でなければならず，対応する解 xパ・；¢):[-r, oo)→股”も定数関数とな
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る＊9. まとめると以下のようになる．

補題 3.1.¢ E C([-r, 0]三籾）が RFDE(2.3)の平衡点であるための必要十分条件は，¢が定

数関数であり，かつ¢が Fの零点であること，すなわち F(¢)= 0となることである．

注 3.2.[9, Chapter 4]および [10,Chapter 4]では，非自励系を含む形での連続時間力学系の定

式化の 1つであるプロセスが扱われている＊10.そこでは平衡点の概念はプロセスに対して定義さ

れており， RFDE(2.3)の場合には上で述べたものと同じになる．しかし，補題 3.1における特徴

付けは，これらの文献においては明示的には述べられていないようである．

各時刻 t2 0に対して， RFDE(2.3)の解 x:[-r, oo)→町が取る値 x(t)E股n はもはや

力学系的状態ではなく，履歴切片 XtE C([-r, 0]，野りが力学系的状態であるのであった．また，

RFDE (2.3)の右辺は ODEとは異なりベクトル場ではない．したがって， RFDE(2.3)の平衡

点のにおける線型化の意味をきちんと考える必要がある．そこで，平衡点¢に対する“微小摂動”

XE C([-r,O]，町）を考え＊11, 関数 y(・;x) : [-r, oo)→町を

y(t; x)：＝咋(t;¢ + x)ーサ(t;¢) 

で定める．すると， y(・;x)o=xであり，

y(t; x) = xp(t; ¢ + X)ー出F(t;¢)＝ F(XF(・;¢+x)t)-F(XF(•;¢)t) 

を満たす．ここで， F(xパ •;<P)t) 三 F(¢) であり， F の Frechet 微分可能性の下で右辺の¢にお

ける一次近似を取ることで線型 RFDE

允(t)= DF(cp)xt (3.2) 

を得る．ただし， DF(¢)で Fののにおける Frechet微分を表す．これを RFDE(2.3)の平衡点

¢における線型化方程式と呼ぶ．

*9。1,02E [-r,O]が01く02を満たしているとき，関係式（3.1)より
¢(02) = xp(02; ¢) = xp((02 -01) + 01; ¢) = ¢(01) 

となる．よって，¢は定数関数である．さらに， XF(t;¢）三 ¢(0) となるので， XF(•;¢) は定数関数である．

*10Xを位相空間とする．連続写像 U:[0, oo) X JR X X→ XがX上のプロセス (process)であるとは，次で定ま
る写像<P:[O,oo) X（股XX)→股XXが股xx上の半流れであることを言う：<P(r,t,x):= (t+r,U('T，t,x)). 
ここで， T は経過時間 (elapsedtime)を表す．この定式化は［9]および [10]におけるそれと等価である．プロセ
スは，非自励系の微分方程式を考える上で自然なものと言える（が，あまり用いられていない）．

*11連続関数であるような微小摂動を考えるのは自然である．では，瞬時的な入力のような不連続な微小摂動を考えるこ
とには意味はないと言い切れるだろうか？注意するべきは， RFDE(2.3)のフレームワークではこのような不連続

な微小摂動を扱えないという点である．
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3.2 線型 RFDEとその特性方程式

線型化方程式 (3.2)において， DF(¢)はC([-r,O]，野りから股nへの連続線型写像である．一

般に，連続線型写像 L:C([-r,O]，町）→股几に対して，線型 RFDE

允(t)= LXt (3.3) 

を考える． RFDEの基礎理論から直ちにわかることは，線型 RFDE(3.3)が実 Banach空間

C([-r, 0]，初）上の C。ー半群 (TL(t))t:;::oを定めることである．すなわち， TL(t)¢ :＝立(・;<P)tに

おいて，写像

[O,oo) x C([-r,O]」籾） 3(t, ¢)→乃(t)¢ E C([-r, 0]玉朽）

は連続半流れである．

Lはベクトル場ではないので，線型 RFDE(3.3)に対して解の漸近挙動がどのように決定され

るかは明らかではない．そのような状況の中で，素朴な考察として線型 RFDE(3.3)が自明でな

い複素指数関数解

x(t) = e叫 (vE (Cn ¥ {0}) (3.4) 

を持っための複素数 zに関する条件を考えることができる．その条件の導出においては， Lの積

分による表示

゜L¢ = J曲(0)¢(0) 
-r 

(3.5) 

を用いると便利である．ここで， n：［-r,0]→ Mn（股）は nxn実行列に値を取る有界変動関数，

すなわち，各成分が有界変動であるような行列値関数であり，表示式 (3.5)の右辺はベクトル値関

数¢の行列値関数nによる Riemann-Stieltjes積分である＊12.Lの積分表示 (3.5)は，右辺を実

数値関数の積分で表示することにより有界閉区間上の実数値連続関数空間に対する Rieszの表現

定理から従う．

表示式 (3.5)を用いると， x(t)= ezりが線型 RFDE(3.3)の解であることは

△(z)v := [zl -1_:臼 dTJ(e)]v = 0 
で表される＊13．ここで， Iは nxnの単位行列を表す．これにより，自明でない複素指数関数

解 (3.4)を持っための条件として方程式

det△(z) = 0 (3.6) 

*12区間 [-r,O]のタグ付き分割ーr= 0o <.．．＜ 0m = 0, 0; € ［OJ-1,0』(1:<; j :<; m)における小区間の長さを 0
に近づける極限の下での， Riemann和区開．1［n(Oj)-n(O]-1)］¢(Oj)の収束性により定義される．
*13 △(z)の第 2項の積分は，変数変換 s= -0を施せば 1J(-s)の Laplace-Stieltjes変換とも思える．詳細は
Widder [17]を参照されたい．
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を得るが，これを線型 RFDE(3.3)の特性方程式と呼ぶ．△： C→ Mn(C)は各成分が整関数で

あるような， nxn複素行列に値を取る関数である．各z€ Cに対して，△（z)を線型 RFDE(3.3) 

の特性行列と呼ぶ．方程式 (3.6)は一般には超越方程式である．この超越性は，線型RFDE(3.3) 

における過去依存性の情報を格納する有界変動関数 71:[-r, 0]→ Mn（股）によりもたらされる．

注3.3.遮続線型写像L:C([-r,O]，艮門→股nに対して，等式 (3.5)が成り立つような有界変動関

数 nはただ1つには定まらないが，△（z)の表示はそのような nの取り方に依らない．

例 3.4.行列 A,BE Mn（股）と TE(0, r]に対して，有界変動関数 T/:[-r, 0]→ Mn（股）を

n(O) = ｛： ［: ：゚0: ̀）， 
A+B (0=0). 

と定めると△(z)= zl -(A+ e-Tz B)となり，特性方程式 (3.6)は超越方程式である．この nは

(3.5)により Lcp= Acp(O) + Bの(-T)，すなわち，線型 RFDE(3.3)が線型の微分差分方程式

士(t)= Ax(t) + Bx(t -T) (3.7) 

の場合に対応する． B=Oのときは，特性方程式 (3.6)は代数方程式である Aの固有方程式とな

り，方程式 (3.7)は線型 ODE允＝Axになる．このことから分かるように，線型 RFDE(3.3)は

線型 ODEを自然と含み，それを排除する必要はない．

特性方程式 (3.6)の根について，次のことがわかる．

補題 3.5.特性方程式 (3.6)の根 zは

lzl ::::; [0E~］『， D]e況(z)0]V(r,) (3.8) 

を満たす．ただし， V(TJ)で行列値関数nの作用素ノルムに関する総変動量を表す．

証明は， zが特性方程式 (3.6)の根であることを， zが行列 M(z):= I~re0dTJ(0) の固有値であ
ることとして表現すればよい．詳細は省略する．これは，複素数 zをパラメータに持つ線型 ODE

わ＝ M（平が自明でない複素指数関数解 (3.4)を持つ条件を考察することと同じである．

注 3.6.[4, Section 1.4]においても不等式 (3.8)と類似の結果が得られている．ただし，そこでの

議論は <let△(z)の詳細な表示を要する．
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s(z) = e-ra?(z) s(z) 

's(z) = -e—嘩(z)

► 扮(z)
V(17) 

図1：複素 z平面における特性方程式 (3.6)の根の存在範囲の制限．ここで，況(z)2: 0の部分の

境界は原点を中心とする半径 V(17)の円周である．

不等式 (3.8)より， 6 疇に対して，況(z)2". c,を満たす特性方程式 (3.6)の根 zは

|z1こ{V(n) （0 2 0)， 
e吋 rv(11) (c, < 0) 

(3.9) 

を満たすことがわかる．不等式 (3.9)は，特性方程式 (3.6)の根の存在範囲の制限を与える．その

可視化として図 1を参照されたい．ここで， l8'(z)I~日であるので，複素 z 平面における薄灰色

の領域（ただし，境界を含む）に特性方程式 (3.6)の根は制限される．ここでの議論を［1,第5章，

定理 5.6およびその証明］と比較されたい．また， z>--+ det△(z)が整関数であることの帰結とし

て，任意の 6€ 股に対して，特性方程式（3.6) は閉領域 {z EC:況（z)ミ6}には甫複度を込めて

有限個の根しか持たないこともわかる．

例 3.7.例 3.4において行列 A,BE Mn（股）が同時上三角化可能なときは，特性方程式 (3.6)は

超越方程式
z-a-be―TZ = 0 (3.10) 

に帰着される．ここで， a,bはそれぞれ A,Bの固有値であり，一般には複素数である． この場合

には， Lambertの W 関数という複素関数 z→zezの多価関数としての逆関数を用いて，超越
方程式の根を表示できることが知られている．実際，超越方程式を

T(z -a)eT(z-a) = Tbe―TZeT(z-a) 
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と変形することで，超越方程式 (3.10)の根 zは T(z-a) E W(Tbe―Ta）として表示できる．

Lambertの W 関数のレビュー論文として Corlesset al. [3]を参照されたい．

注 3.8.Lambertの W 関数の性質を得ることで，超越方程式 (3.10)の根の分布についての

情報を得られる．詳細は [14]を参照されたい．一般の行列 A,BE Mn（股）に対する△(z)= 

zI -(A +e→ZB)のときの特性方程式 (3.6)の根の A,B,T依存性は現在でもよく分かっていな

い． A=Oかつ n=2のときの結果に関する研究として Haraand Sugie [11]を挙げる．

3.3 線型 RFDEの解の指数安定性と終局コンパクト性

一般に，複素 Banach空間 X上の C。ー半群 (T(t)）t?:Oに対して， T(t)のスペクトル半径＊14

ra(T(t)) := sup{lμI: μ Eび(T(t))}= nl鷹 IIT(ttll¼

は，（T(t)）だ0の成長上限 w。E[-00,00)と次のように関係する＊15: 

叫 T(t))= ewot (t > 0). (3.11) 

ただし， Wo= -OOのときはすべての t>Oに対して ra(T(t))= 0であり，この意味で等式 (3.11)

を理解する．また， Laplace変換の手法により，（T(t))t：：：oの無限小生成作用素 Aのスペクトル

上限 s(A):= sup｛lR(z) : z Eび(A)}とは，

-oo ::; s(A) ::; wo (3.12) 

の関係にある＊16.

さて，関係式 (3.11)を有効に用いるためには， T(t)のスペクトル半径を求める手段が必要であ

る．これを実現できる状況が， C。-半群 (T(t))tc".oが終局的コンパクト，すなわち，ある t。>O 

に対して T(to)がコンパクト作用素となるときである．関数解析における一般論により，複素

Banach空間上のコンパクト作用素のスペクトルは非常によい性質を持つことが知られている

(Riesz-Schauder理論たとえば，［18,Section 5 in Chapter X]を参照されたい）．そして，

T(t)の固有値全体の集合（これを点スペクトルと呼び％（T(t))で表す）とその無限小生成作用

*14複素数体C上の線型位相空間 X とその上の線型作用素 Tに対して，次を満たす複素数入全体からなる部分集合

p(T) c IC を T のレゾルベント集合と呼ぶ： x 上の線型作用素入— T に対して，（i）値域 R(入 -T) は桐密，（ii)

入— T は可逆，（iii) 逆作用素 R（入； T) :=（入ーT)-1は連続．補集合o-(T):= <C ¥ p(T)をTのスペクトルと呼
ぶ． Xが Banach空間かつ Tが閉作用素である場合は，入 Ep(T)ならば R（入；T)はX上の有界作用素，すな
わち R（入；T)E B(X)である．詳しくは Yosida[18, Chapter VIII]を参照されたい．
*15Bの部分集合 9を次のように定める： wE f2 -<;=⇒ ||T(t)II :S Mewtがすべての tc". 0に対して成り立つよう
なMc".1 が存在する．このとき， 0 の下限を Co—半群 (T(t))t::>o の成長上限 (growth bound)と呼ぶ関係
式 (3.11)を含めた詳細は Engeland Nagel [6, Section 2 in Chapter IV]を参照されたい．ある to>0に対し
て |T(to)II= Oとなる場合はすべての tc". toに対して T(t)= 0であり，成長上限の考察としては自明であるこ
とに注意する．

•16 o-(A) = 0のときは s(A)= -ooと定める．不等式 (3.12)はwo= -ooの場合も含めて成立する．
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素の固有値全体の集合を結びつけることができる．この小節では，これらの事実を最後に用いる．

得られる結果は，行列 Aに対するスペクトル写像定理＊17

叫“)＝eわ (A):= { etz : z E u(A)} (t E股）

から帰結する， x= Axの零解の指数安定性の Aの固有値を用いた特徴付けを線型 RFDE(3.3) 
に拡張するものである．

次は線型 RFDE(3.3)に対する基本的な事実である．

補題 3.9(ref. [9], [10]）．任意の t2 rに対して，乃(t)は実 Banach空間 C([-r,O]，艮り上

のコンパクト作用素である．

証明には互(r)がコンパクト作用素であることを示せばよいが，それには Ascoli-Arzelaの定

理を用いる．一様有界性の議論には，初期条件 (2.4)の下での積分方程式

x(t) = ¢(0) + 1に ds (t 2: 0) 
とGronwallの不等式を組み合わせればよい．同程度連続性は一様有界性からの帰結であるが，こ

こで t：：：：： rであること＇すなわち初期条件の情報が失われることが用いられる詳細は省略する

以後，複素化により (TL(t))t~o を複素 Banach 空間 C([-r,O],C”) 上の C。ー半群と考え，その

無限小生成作用素

AL: C([-r, O], C門っ D(AL)→C([-r,O],C門

の固有値を考えることにする．以下では， Lも複素化する．

補題 3.10(ref. [9], [10], [4]）．複素 Banach空間 C([-r,O],C門上の C。ー半群 (TL(t))t;:::oの

無限小生成作用素 ALは

D(AL) = { rp E C1([-r, O], en) : ¢'(0) = Lrp }, AL¢=¢' 

で与えられる．

証明は， C1ー級関数 xに対して関数 t→XtE C([-r, 0]，野門の可微分性を考察することにより
得られるがここでは省略する．補題 3.10において興味深いのは，無限小生成作用素 ALは「微分

作用素」であり，線型 RFDE(3.3)に個別の性質はその定義域にしか現れないことである．

注3.11.平行移動による（適当な関数空間における）シフト半群の無限小生成作用素は微分作用素

であるから，補題 3.10は線型 RFDE(3.3)が定める C。ー半群にもシフトが隠れていることを示唆

している． Diekmannet al. [4, Chapter II]はこの方針に沿って理論を展開している．

*17行列 AのJordan標準形を考えることで従う．関連して，［6,Chapter I]も参照されたい．
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一般に RFDE(2.3)の解x:[-r, oo)→町に対して， Fの連続性の下で制限 xl[o,oo):[0,oo)→ 

即は Cl＿級である．これを用いれば， D(Aりにおける拘束条件が(0)= L</>と線型 RFDE(2.3) 

を見比べることにより，次の系が補題 3.10より直ちに従う．

系 3.12. 任意の t~r と任意の¢ E C([-r,O],<Cりに対して， TL(t)¢ E D(A川が成り立つ．

注 3.13.Walther [15]による解多様体 XFは，補題 3.10における ALの定義域 D(AL)の非線

型版と言える．ただし，解多様体を考える目的は，連続半流れを得ることに加えてその時刻か写像

のFrechet微分の意味での Cし滑らかさを得ることにある．

補題 3.10より，¢ E D(AL)が山の固有値 zに属する固有関数ならば

¢(0) =ざ％（O）かつ ¢(0)-/c 0 

でなくてはならないこれを D(AL)における関係式が(0)= £¢に代入して△(z)¢(0)= 0を得

る．すなわち， det△(z)= 0である．逆に， det△(z)= 0ならば△(z)v= 0となる vE en¥ {0} 

が存在する． この vに対して ¢(0):= ez0vと定めれば，上と同様に¢は ALの固有値 zに属す

る固有関数となる．以上により，次が成り立つ．

補題 3.14.複素数 zに対して，それが ALの固有値であることと特性方程式（3.6)の根であ

ることは同値である．このとき， vE (ker△(z))¥{O}に対して ¢(0):= ez0v (0 E [-r, 0])は

ALの固有値 zに属する固有関数である．

補題3.14と特性方程式 (3.6)の導出過程より，複素数zがALの固有値ならば，ある vEC八{O}

に対して x(t)= e叫）は線型 RFDE(3.3)の複素解である．また， ¢(0):= ez0v (0 E [-r, 0]）で定

まる閲数¢ E C([-r, O], en)はALの固有値 zに属する固有閲数であると同時に，任意の t2: 0 

に対して乃(t)の固有値 eztに属する固有関数である＊18．これは線型 RFDEに対する点スペク

トル包含定理＊19

叫乃(t))¥ {O}コe応 (AL):= { etz : z E O"p(AL)} 

の成立を意味する．スペクトルの一般論により逆側の包含も成立する． したがって，上の包含を等

号に変えたもの（点スペクトル写像定理）が一般に成立するが，逆側の包含の証明には周期的半群

の考え方を必要とする．たとえば，［6,Section 3 in Chapter IV]を参照されたい．

以上により次の定理を得る．

*18 x(t) = e叫に対して， Xt(0)= x(t + 0) = eztez0vである．
*19点スペクトル包含定理は複素 Banach空間上の Coー半群 (T(t))t吝0に対して一般に成立する．証明には，無限小生
成作用素の固有値zに対して Coー半群 (e-ztT(t))t::>Oを考えればよい．
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定理 3.15(cf. [9], [10], [4]）．以下の2つの性質は同値である：

(a)特性方程式 (3.6)のすべての根の実部は負である．

(b)すべての t2: 0に対して IITL(t)IIさMe-otが成り立つような 15> 0とM 2: 1が存在

する．すなわち，（TL(t))t>oは一様指数安定である．

証明． C。-半群 (TL(t))t?:Oの成長上限が一ooのときは，性質 (b)は自明に成立する．また，この

ときは不等式 (3.12)より無限小生成作用素 ALのスペクトル上限は―OOであるので，

r:,p(AL) C r:,(AL) = 0 

となる．これと補題 3.14より，性質（a)も自明に成立する．よって，以下では (TL(t))t?:Oの成長

上限が有限の場合を考える．等式 (3.11)より，このときは％（TL(r))> 0が成り立つ．

性質 (b)はC。-半群 (TL(t))t?:Oの成長上限が負であることと同値であり，関係式 (3.11)より，

このためには

%（TL(r)） ＜ 1 

であることが必要十分である．補題 3.9より TL(r)はコンパクトであり， Riesz-Schauder理論＊20

により，

ra(TL(r)) = sup {lμI: μ E r:,(TL(r)) ¥ {O}} 

= sup{lμI: μ E r:,p(TL(r)) ¥ {O}} 

が成り立つ．点スペクトル写像定理よりびp(TL(r))¥ {O} = erap(AL)であるので，以上より

叫訂）） ＝sup { er況(z):z E叫ん）｝

を得る．これと補題 3.14および小節 3.2における議論により (a)と(b)の同値性が従う． ロ

3.4 線型 RFDEのレゾルベント集合と特性行列

補題 3.14より， ALの固有値全体の集合の情報は特性行列△(z)と特性方程式 (3.6)を介して

得られることがわかったまた，定理 3.15より，特性方程式 (3.6)の根が線型 RFDE(3.3)の零

解の指数安定性を完全に決定することがわかった．これは線型 RFDE(3.3)の線型 ODEとの類

似性を示すとともに，それが持つ著しい性質の証左と言える．

では， ALのスペクトルu(AL)自体はどのようであるか？これは C。ー半群 (TL(t))t::,:oの特殊性

を理解する上でも重要である．これを考えるためには，与えられたゆ EC([-r, O], C門に対する

*20ここでは以下の事実を用いる：複素 Banach空間 X上のコンパクト作用素 Tに対して，（i)Tのスペクトル cr(T)

は，複素平面 Cにおいて集積点を持てばそれは 0に限る，（ii)cr(T) ¥ {O} = crp(T) ¥ {O}. 
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cp E D(AL) を未知とする方程式（入— AL)¢= 心を調べればよい．補題 3.10 より， cp E D(AL) 

がこの方程式を満足するための必要十分条件は，¢が ODE

¢'(0)＝入の(O)一ゆ(0) (0E[-r,O]) (3.13) 

と境界条件

柚(0)ーゆ(0)= L¢ (3.14) 

を満たすことである． ODEに対する定数変化法より，方程式 (3.13)を満足する¢は初期条件

¢(0)を未知として

゜¢(0) = e入0[¢(0)+ lu e入sゆ(s)ds] 
と書ける． この表示の下で，境界条件 (3.14)は

叫 (0)＝ゆ（O）＋J゚dn(O)J゚e入(0-s)心(s)ds 
-r J0 

となる．上の議論は次の定理を導く．

定理 3.16(cf. [9], [10], [4]）．複素数入に対して，線型 RFDE(3.3)の特性行列△（入）は正

則と仮定する．このとき，任意の心 EC([-r,O],IC門に対して，の ED(AL)を未知とする方

程式（入ーAL)¢ ＝心は一意的な解

『゜） ＝ e入0[v+［゚e―心(s)ds] (O E [-r, 0]），（3 15) 
v=△（入） 1 ［州(O)＋ J゚rdn(O) J゚e入(0-s)心(s)ds] 

゜を持つ． したがって，入 Ep(AL)が成り立つ．

定理 3.16から，次の系が従う．

系 3.17(cf. [9], [10], [4]). u(AL) = up(AL)が成り立つ．すなわち，入 Ep(AL)であること

と，線型 RFDE(3.3)に対する特性行列△（入）が正則であることは同値である．このとき，

心EC([-r, O], en)に対する ¢:=R（入；AL)心は，（3.15)により与えられる．

証明スペクトルと点スペクトルが等しいことを示すには， O"(AL)C O"p(AL)を示せばよい．補

題 3.14 よりこれは｛入€ C: det△（入）ヂO}c p(Aいと同値であり，この包含は定理 3.16から帰

結する．残りの主張も，補題 3.14と定理 3.16から直ちに帰結する． 口

注 3.18.系 3.17,補題 3.14,および不等式 (3.9)より，レゾルベント集合 p(AL)は空集合でな

い．また，入 Ep(AL)に対する¢ := R（入；AL)心の表示式（3.15)とAscoli-Arzelaの定理より，
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有界作用素 R（入；AL)はコンパクトであることがわかる．これを， ALはコンパクトレゾルベント

を持つと言う ([6,Definition 4.24 in Chapter 4]を参照）．［6,2.8 Delay Differential Operators, 

Chapter IV]とも比較されたい．

Riesz-Schauder理論の下で，補題 3.9,系 3.17,および点スペクトル写像定理より，

CJ"(TL(r)) ¥ {O} = O"p(Tr、(r))¥ {O} = erup(AL) = eru(AL) 

が成り立つ．これを用いれば，（TL(t))t::o-oの成長上限と ALのスペクトル上限が一致することを示

せる．詳細は省略するが，たとえば [6,Section 1 in Chapter V]も参照されたい．これと小節 3.2

における特性方程式 (3.6)の根の分布に関する知識により，定理 3.15の別証明を与えることがで

きる．これは，線型 RFDE(3.3)の指数安定性の，関数解析の観点での理解を与えると言える．

4 おわりに

以上の議論により，遅延微分方程式の数学的定式化である遅れ型関数微分方程式の解の漸近挙動

については一定程度の理解に到達したと言えよう．また，上の理論展開は，遅れ型関数微分方程式

が定める無限次元力学系の特殊性と，その理解のための関数解析の理論適用の有効性をまざまざと

示している．特に線型方程式については，一般には超越方程式であるその特性方程式の根が解の指

数安定性を完全に支配する．しかしながら，これは一般的理解を与えるものではあるものの，個別

の問題に対する理解を与えるものでは必ずしもない．たとえば，線型方程式における特性方程式の

根は，方程式の過去依存性を格納する有界変動関数にどのように依存するであろうか？これは現在

においても困難かつ興味深い問題であり，線型方程式を超えて非線型問題の考察の入り口にもな

る． この文書では，紙数の都合上，線型方程式のスペクトルによる相空間の直和分解については触

れることができなかった．これは非線型方程式の平衡点における不変多様体を考える基礎であり重

要である． これについては別の機会に譲りたい．
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