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1.はじめに

深層神経回路は，現在の様々の応用において従来手法より高い性能に到達している．こ

の応用の多くでは教師あり学習が用いられ，学習は主に勾配降下と呼ばれる反復解法（と

その派生手法）が利用される．この勾配降下では，次の奇妙とも思われる現象が観察され

ている．

I．学習は，目標関数の複雑度の低い成分から順に進む（例えばZhi-QinJohn Xu et.al 2019). 

II.“二重降下”1：パラメータ次元が教師テータのサイズを大きく超える場合，反復回数

を増やしていくと，最初は汎化誤差が減少するが或る回数から増大し再び減少する

(Preetum Nakkiran et.al 2019a). 

III.“二重降下’'2:同じ教師データに対し，パラメータ次元を増やしていくと，最初は汎

化誤差が減少するが，パラメータ次元が教師テータのサイズに近づくにつれて増大し，

その付近を超えると再び減少する (PreetumNakkiran et.al 2019b). 

これらの現象は理論的に興味深いだけでなく，モデルの汎化能力を規定するので実用J::

も大変重要である．上記 l．の現象に関し，従来の理論的研究において，深層神経回路に関

しそのバイアスの存在は或る程度示されているが (NasimRahaman et.al 2019)，そのカ

学は知られていない．上記 II.,III．の現象は特に奇妙であり，中でも III．は，統計理論の

AICやWAICにより，パラメータ次元が増大し続けると汎化誤差が増大すると考えられる

ことに反する．現在のところ，実用的な条件において，二重降下を十分説明する理論はな

いようである（線型または 2層神経回路に対し， n,mを無限にした極限においては，“漸近

リスク解析”による説明がある (RyumeiNakadal and Masaaki Imaizumi 2021). 
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我々は，モデル関数の勾配の空間を張る，空間周波数で定義された“複雑度（関数）基底’'と，

勾配降下の非線型特異値分解を導入し，大きな特異値と低い複雑度がその順に概対応する

ことを証明した．この結果，特異値に関わる力学をモデルの複雑度に閑わる力学とみるこ

とが可能になった．この枠組みを利用して深層神経回路の勾配降下において l．の現象が生

じることを証明できる．ここでは二重降下に関し，この枠組みから，パラメータ次元より

も，勾配が関数空中でどの程度退化しているかまたそれが反復回数の増大につれてどのよ

うに解消されるかがその力学にとって本質的であることを指摘する．

本稿の構成は次の通り．第 2章で記号法を定め，第 3章で上述の現象を解説する．第 4

章から第 7章までで，我々の枠組みを簡潔に紹介する．第 8章でこの枠組みを用いて， I.-

III.の現象に力学的説明を与える．特に二重降下については，勾配の退化性についての考察

を基に，証明としては十分でないものの，前章までの結果と整合的な仮説を立てる．なお

本稿では，発表時のミスを修正し用語法を整理した．

2.記号法

基本的な記号法を定める．定義域をトーラス TM（三［一冗，冗Vの張り合わせ）とし，その

上で目標関数g:TM→股，モデル関数f(w):TM→股 (w=(w"…,Wn) (E古）はパラメー

タ）をとる．

f(w), gは次を内積とする Hilbert空間Lに属する． a,bが複素数値をとる場合も考える．

< a,b > = frM a(x)b(x)p(x) d心 (frMp(x)dM x = (2冗）M,p(X) ~ 0) • 

ここでd%＝屯心が・・心M' p(X)は重み (6関数の場合も考える）である． ＜・，・＞に関す

るLの退化空間を次とする．

Kr(p)={aELI VbEL,<a,b>=O} 

また，通常の内積を

<a,b>. = fiMa(x)b(x)dMx, 

とし， m個のサンプリング点 Xi,…,xm （これと gを合わせ“教師データ”という）上での

内積を次とする．
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<a,b >S(m) ＝ （2冗）M吝a(xJb(xJ.

例えば， p(x)= Pscm)(x) =Q冗）M 〗6(X1) とおいた場合，

< a,b >s(m) = < a,bpS(m) >, = < a,b >. 

G(k) (k EZりでa(x)(x E良門の Fourier係数を表す．また Fourier係数の内積と畳込み

を次で表す．

≪aふ＞＞＝LkEzM a(k)か(k), (a* h)(k)＝こい炉a(£-k)h(k).

残差をA(w;x)= f(w;x)-g(x)とし，誤差を次で定める．

1 
E(w) =-=-< A(w), A(w) > 
2 

（汎化（／テスト）誤差），

1 
ES(m)(w)＝-＜△(w)，△(w) >s(m) （訓練誤差）．

2 

モデル閲数の勾配所(w)／枷),（i=l,…，n)ELの1つの成分のみは定数閲数とし， f(w)の

接空間1几fと，内積の退化を考慮した実効的な接空間Twfとを次で定める．ここでPKr(p) 

はKr(p)への（通常の）垂直射影．

Twf＝股所／酬＋…＋恥所／況 (cl), tJ=(I-PKr(p))Twf (cl). 

目的． wを調節してgをf(w)で近似する（回帰間題）．このためE(w)を最小化したいが，

mは有限なので， ES(m)(w)を小さくすることによってこれを近似的に実行する．

注 1:実際にはE(w)は計算できないので (pが末知で計算量が大），訓練とは別のサンプ

ルリング点を用いてES(m)(w)との差を推定（“交差検証”)する．

注2:従来n≪mが前提であったが，近年は，極端に大きいnの系も珍しくない竺

注3:ES(m)(w)の最小化(“学習')は，通常は非線型問題になるので，下に定義する勾配降

下またはその派生手法を用いて解く．

次の力学系の数値的反復解法により w(t)を求め， ES(m)(w)の極小点を探査する方法を，

“勾配降下’'という．

1微分作用素ではない．

2 n≫mの超過少決定系が実際に利用されていて， 2021年ではnが数千億オーダーの系もある．
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dw oES(m)(w), A'-.., of(w) 所（w) (of(w) of(w) 
五＝一珈＝ー<A(w)，枷 >S(m) [細＝（徊’…＇枷n 〕)•

初期値を W。（通常，適当な乱数で生成），数値的な収束先をw．で表す．

3.観察された学習特性

深層神経回路に関する勾配降下では，反復回数 (epochs)の増大に伴ってES(m)(w)はほ

ぼ単調に降下して（ノイズ有り）極小値ES(m)(w*)に収束する．またES(m)(w.)は， nの増大

につれてほぼ単調に減少し， nがm程度以上の場合ではほとんど 0となる．

他方， E(w)は，パラメータ次元nの違いによって，多くの例で学習特性に違いが観察さ

れる．反復回数の増大に

応じて次の特性を示す．

i)小さい nの場合：

E(w)はほぼ単調に降下

して一定値に漸近する

（図 1．左で最も上のグ

ラフ．グラフは

Preetum Nakkiran et. 

al 2019aより）．

ii) 中程度の n(<

m)の場合： E(w)

は一旦降下した後

に上昇する．この

現象は“過学習’'と

呼ばれる．（図 1.

左で中のグラフ）．

iii) n ≫ m の場

合： E(w)は一且降
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下した後に上昇し再び降下する

下”と呼ばれる．

（図 1．左で最も下のグラフ）． この現象は（深層）“二重降

また，パラメータ次元の増大に応じて， E(w.) I Es(m)(w.)は，図 2．の左で最も下のグラフ

の特性を示す（グラフは PreetumNakkiran et.al 2019bより）．特に， n≫mの場合，統

計理論の AICやWAICからの類推で，過学習が発生しこの比が増大すると考えられる（図

2．右上がりの破線のグラフ）のだが，実際には降下する．この現象も二重降下と呼ばれる．

いずれの二重降下においても再降下が始まるのは，

10倍から数 10倍程度とされる3.

n:::::;m程度のときで， この‘‘~’'は

4.設計者の要求と内積の重み

従来の，統計理論に基づく枠組みの妥当性を検討し，暗黙の前提等の幾つかを明確化し

て要請として置き，後に利用する．

通常， 重みpは確率密度関数として解釈され， x,は分布pによって独立に生成され，

ES(m)(w)→E(w) (m→OO）（大数の法則）が成り立つものと仮定される． しかし実用J:::,

この仮定が成り立っていないことも多く， どの程度成り立っているかを検証することも困

難である．また，これに，設計者のデータヘ対する暗黙の仮定，都合や要求が混合されて，

結局，様々な出自の，異質な要素がpに緻寄せされているのである．

まず， 次の画像識別の例で賠黙の前提をみてみよう．

Ex.I.画像識別

図3.画像の 99.99・・ ・%. 

dog 

cat 

pig 

l
 ヽ｀
 

｀
 

｀
 

ー

1`

 
｀
 
＇ 
ー

,‘
 

ヽ

,ヽ' 
ヽ̀̀ 
‘̀ 
.
,
1
 

1

1

 

，ヽ
 
ーヽヽ

＼
 ｀
 

＼
 

＼
 
I

I

 

ヽ

p 

図4.破線がデータの分布，実線がp.

3 同程度とされる幅がかなり広い理由は， nが本来の規定要囚でなく， dim(tf)が規定要因であ

ることによる．このことについては，第 8章で議論する．
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理論上，画像の 99.99・・・％は図 3．のようなノイズとなるが，この上でpが大きな値をとっ

ていては効率的な学習ができない．逆に，固 4．のように，対象となる画像が存在しない領

域でpが大きな値をとっても意味がない．また， pがこの上で激しく振動することは（仮

に実際のデータがそうであったとしても）技術的に望ましくない場合が多い．また，サン

プリング点の集合は，画像全体を大まかには表して欲しい．

以上を次で表し，要請として置く．

i) p(x)は，対象の範囲外では 0に近く，対象の範囲上では速く変化しない．

ii) Ap = Ps(m)―pとおいたとき，低周波域ではIPl≫IAplが成り立つ．

- -へ

上のPs(m)は周波数領域ではしばしば連続関数になり，簡単な例ではApを具体的に計算

できる．この例を次に示す．

Ex.2. pとPscm)を次として，その Fourier係数を示す．

M=l, 

p(x)＝{1/2(|x|＜1)' 
0 (Otherwise) 

2冗
Ps(m)=―江<5(x-2(i-1)/(m-1)+1).

m 

p(k)= 
1 sink 

冨 k'

ー→

P, Ps<m)とAp を図示する．

Ps(m)(k) = 
亭． km
m Sln m-l / sin m-l . 

p
 

汀
m. 
双

▲

一

p
 

図5.p. 図6.Ps(m) ・ 

この例では，残差Aの高周波成分が十分速く減衰している場合， mの増大に伴って， 1△Pl
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がほぼ 0になる低周波の範囲が広がれば，

ES(m)(w)→E(w) (m→OCJ）が成り立つ仁

とがわかる．これを一般化して次の要請を

置く．

iii) m→OOのとき， IApl→0となる低周

波域が広がる．

iv) g(x)の高周波成分は十分早く減衰す

る．

5.複雑度基底と複雑度展開

一~ー～

図7.Ap. 

定義 1. k = (ki,…,kMf(EZM), 叫x)=e―,Hk万↓五：M. ipk (k Eか）を，

ipk = L1k|計低1疇（丘砂，akEIC, a;= a_k) 

Ap 

を満たし，く<pk―qJk,<p;―尻＞．を最小化する<•, •>の直交系で， 0 または単位ベクトルとす

る．ここで， a・は aの複素共役． さらに， lkl= ✓kiバ…＋ K: とおいて，双線型形式

MF:L2→Cを

MF(h, h') = LkezM I k I< h',尻＞＜h，外＞.'

で定め， h(x)(EL)の“複雑度”を次で定義する．

cmp(h) = MF(h,h)/ < h, h >. 

注 1: cmp(h)は，ほぼhの平均周波数．

注 2: <pいま一般にく・，・＞の正規直交系にならないので，これに近い直交系qJkをとって，

この類似を構成した．

仮定 2.十分大きいK(>O)が存在して， k'(EzM)がlk'l<Kを満たせば， qJk,(X)-:/:-0であ

り,|a』がla』(k-:1:-k'）の和に比べ十分大きい．（K＇がドミナントの周波数になっている）．

定義3. N=dim(tf)とし，＜・，・＞についてのfwfの正規直交基底e;(x)(EL,i=l,…，N) 

で次を瀾たすものをとる．

4サンプリング点を上手くとる必要がある．
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MF（らり＝Alウ (i,j=1,…，N, 0=-1i くみ<•,．凸）．

Bf I祝は 1 つだけ定数でMF(• ，・）は半正定値 2 次形式なので，このような g がとれる．

N<nである場合， fwfのく・，・＞についての直交補空間から互いに直交する n-N個の単

位ベクトルeN+I,…，らをとる．以下， 61,…，らを (Twfの）‘‘複雑度（関数）基底’'という．

定義4. nxn実行列AをAJi(w)= < e1, 8f(w)／珈1>, e=(e"…,enYとおき，

吋(w)
珈丑TA

の右辺を（勾配の）“複雑度展開”といい，＜6 所(w)/8w>を（複雑度cmp(e)の）“複雑

度成分’'という．

定義 5. f(w;x), f'(w';x)に対し，それぞれのパラメータをw=(w"…,wn), w'= (w;, 

…,Wり(n<n')とする．適当なwら，…，w:,とれば次が成り立つとき， f'(w';x)はf(w;x)を

“真に包含’'するという．

* ＊ 

f(w;x) = f'(w"…,Wn, w:+P".., w:,;x), 

tf c tI', dim(tf) < dim(tf'). 

定理6. f'(w';x)はf(w;x)を真に包含するとする． N=dim（た/), N'= dim(t'[）とお

き，それぞれの複雑度基底をg，同で表す．このとき， cmp（ら）凶cmp（討）であり，等号成

立はら＝号を満たす号がとれるとき．また， cmp(eN)::,cmp(e~,) であり，等号成立は

eN-1＝外＿1を満たす焉＿1がとれるとき．

注： cmp(e,)= cmp（図）＝0なので，元のモデルを真に包合するモデルでは，通常， 0を除い

た複雑度の下限は下がり，上限は上がる．

6.勾配降下の特異値分解とその複雑度対応

Aの特異値分解の 1つを

A=UIV 

とする．ここで， u,vはnxn実直交5行列， I=diag(びp…，屯）， 61は特異値と呼ばれる

5 この“直交’'は通常の意味．
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実数で61>…凶6n凶0．ただし， N= dim(tf) < nである場合， (JN+l=…=Un=0. 

定義 7.eT =eTUとおくと， ei,…,en(e; = (e);)も＜・，・＞についてtfの正規直交基底にな

る． gを‘‘特異値（関数）基底’'という．

8/(w)／枷＝eTIVより，勾配降下は次のように特異値分解される凡ここで，＜A,eT >s(m) 

=(<A,el >s(m)，…，＜A,en >s(m)), <A,e>S(m) =(<A,eT >S(m)fとした．

dw 

dt 
―=-V心 <A,e>S(m）・

よって残差について，次の特異値分解された微分方程式系が成り立つ．

dA(W) T 2 n 

~=-er (w)I2(w) < A(w), e(w) >s(m) （＝一こ五<A,e;>s(m)〕・
注 1:e，どは W に依存するので，系は通常は非線型である．ただし，これらが大きく変化

する点は， f(w)だけで決まり，目標関数や固定点7とは独立である．

注2: NTK（神経接核）理論 (JaehoonLee et.al 2019)では， m≪n（超過少決定）のと

き，適当な W。について次を証明している．

i) e(w), I(w)はほぼ定数（従ってほぼ線型系になる）．

ii) w．は W。に極めて近い．

上の残差の方程式から次が主張できる．

命題 8. wの挙動の詳細に依らず，特異値の大きい順に△(w)のe;(w)成分が，不可逆に減

少していく．

命題9.極小点の近くでは， dim(tf)>mである場合，第m番までの特異値の大きい成分

が関数近似に関与し，それ以後の小さい成分はほぼ関与しない． dim(tf)幻mである場合，

全ての成分が関数近似に関与する．

大変腿味深いことに，深層神経回路の勾配降下では，適当な仮定の下で大きい特異値と

6以下では，明記せず右辺にノイズによる小さい等方的な摂動が加わった系を取り扱う．よって

W は安定性の小さいEs(m/w)の極小点からは脱出し，安定性の高い極小点に収束する．

7 固定点は＜△（w),e(w) >s(m) = 0の解であるから，サンプリング点にも依存する．
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低い複雑度が概ねその順に対応し，特異値は複雑度成分の大きさであることが証明される．

よって，上述の特異値で分解された系の挙動は，複雑度で分解された挙動とみることが可

能である．

仮定 10.任意のi,jに対し， L1,;;k,;;nA,k Ajk "°" Oが成り立つ．すなわち，所(w)/awの異なる

複雑度成分同士は，ほぼ相関を持たない．

定義 11. f(w), 8f(w)/ 8wの高周波成分が十分速く減衰するとき， f(w)を‘‘高周波減衰モ

デル’'という．

注： ReLUを活性化関数に持つ神経回路（深層なものを含む）は高周波減衰モデルである

ことが示されている (NasimRahaman et.al 2019). 

定理 12. f(w)が高周波減衰モデルであり，仮定 10が満たされているとき，次が成り立

つ．ここでi三dim（たf）である．

i)低い複雑度では，び1~|<g，所（w)!Bw>I, ei ""e;が成り立つ．

ii)複雑度が裔くなるにつれて， i）の対応は徐々に失われる．

以下では， W。は，モデル関数の複雑度が十分低くなるように選ぶとする．以上の結果よ

り，勾配降下の基本的な挙動として次が主張できる．

定理 13. 勾配降下は，概ね，目標関数の低複雑度成分から高複雑度成分の順に学習する．

7.臨界複雑度

第4章の要請i)-iv)が成り立っていれば，

-―̀ ＜△，ei >＝＜△，ei >s(m)―<＜△，ei＊△p≫ 

の関係より，勾配降下における汎化誤差の挙動に関して次の命題が成り立つ．

→-～ 

定義 14. i を増やしていったとき， 1 合＊ Pl+µ~ 厄＊ Apl となり始める cmp(e,) を‘‘臨界複雑

度’'といい， Ccで表す．ここでμ(>0)は許容ノイズレベル．

注 1: Ex.2．では， Cc~ Nyquist周波数

注2: この定義は暫定的に置いた大雑把な目安であって，より精密にする必要がある．
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命題 15.訓練誤差と汎化誤差の差は，主にCc以上の複雑度の成分により生じ，勾配降下

の反復がこの成分の残差A(w)を減らしている期間に増大し，それ以外の期間ではほぼ一

定である．また， Cc未満の複雑度では，＜A，e> と＜△，e> ; ~ S(m) の差は小さい．

8.学習特性の力学

第 4章から前章までの枠組みを使うことによって，これまで十分には理解されてこなか

った深層神経回路の幾つかの特性を捉ることができる．ここでは，学習の順序や 2種類の

二重降下を含む以下の 8.1.-8.3．の学習特性について，力学的説明を与える．なお，二重降

下については，証明として十分ではないものの，前章までの結果と整合的な仮説を立てる．

この枠組みより，学習の挙動において系の挙動を基本的に規定するのは，パラメータ次

元nよりも，実効的な接空間の次元dim(tf)であり，臨界複雑度の上下にどのように複雑

度が出現するかであることを指摘できる．例えば，二重降下における再降下の開始には，

nとmの大小関係ではなく， dim(tf)とmの大小関係が意味を持つと考えられる釘

tfに関しては，しばしば， W。において大半の成分が退化しているが，反復回数の増大

につれて退化が徐々に解消され， dim(tf)が増大する傾向がみられる．ただし， w．におい

ても退化は著しい (LeventSagun et.al 2016)．このような動的な退化解消の一般的理論

としては， MasaharuIshii & Y. hirata 2019がある．動的な退化解消による複雑度の数と

範囲の増大が，反復回数を増やした場合の二重降下の原因であると予想される．

以上の考慮に基づいて，それぞれの学習特性に説明を与える．

8.1.目標関数の複雑度の低い成分から順に学習が進む特性．

この力学は，定理 12 の特異値—複雑度対応によって説明される（定理 13 を参照）．

8.2.反復回数の増大で観測される学習特性（図 l．を参照）

i)小さいnの場合：勾配にCC以上の複雑度の成分が存在せず，ほぼ単調に汎化誤差が訓練

娯差と共に減少する（定理6と命題 15より）．

ii)中程度のn(<m)の場合： nが或る程度大きいので，勾配にCC以上の複雑度の成分が現

れる（定理 6より）．まず，初期の反復では低複雑度成分が学習され，汎化誤差は訓練

8 まだ証明はできていない．
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誤差と共に減少する（命題 8と定理 12より）．反復回数が或る一定値を超えた辺りか

ら， Ccを超える高複雑度の成分が学習され，訓練誤差は減少するが，汎化誤差は増大

する（命題 8,定理 12と命題 15より）．ただし， Gを超える複雑度の成分が現れない

ときは，汎化誤差は増大しない（命題 9と定理 12より）．

次は仮説であり，今後の検証が必要である．

iii) n ≫ mの場合：前半では ii)の場合と同じ挙動を示す．更に反復回数を増やすと

dim(tf)が増え，或る回数からdim(tf)>mとなって， Gより低い複雑度の成分が増

える．この結果，主に関数近似を行う成分にCcより低い複雑度のものが増えていき，

汎化誤差が減少する（命題 9,定理 12と命題 15よりただし， dim(tf)の増大と，

ccより低い複雑度の成分がどのように増えるかを示していないので，不十分）．

8.3.パラメータ次元の増大で観測される学習特性（図 2．を参照）

i)最初の降下区間： nが小さいので， nの増大につれてdim(tf)が増え，勾配の持つ複雑

度成分の数が増えるが，その最大の複雑度がまだCcより小さいので，訓練誤差と共に

汎化誤差も減少する（定理 6と命題 15より）．

ii)増大区間： i）の区間を超えてnが増大すると， Ccを越える複雑度の成分が増え出す（定

理 6より）．この区間では，概ねdim(tf)：：：：mであるから， Gより麻い複雑度の成分

も訓練誤差の低減に寄与し，その結果，汎化誤差が増大する（命題 15より）．ただし，

Gを超える複雑度の成分が現れないときは，汎化誤差は増大しない（命題 9と定理 12

より）．

次は仮説であり，今後の検証が必要である．

iii)再降下区間：ii)の区間を超えてnが増大すると， Gを越える複雑度の成分だけでなく，

より低い複雑度の成分も増える（定理6より）．この区間では， dim(tf)>mとなって，

主に関数近似を行う成分に¢より低い複雑度のものが増えていき，汎化誤差が減少す

る．（命題 9,定理 12と命題 15より．ただし， Gより低い複雑度の成分がどのように

増えるかを示していないので，不十分）．
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なお，早期終了9を行った場合， nの増大につれて， Gを越える複雑度の成分が現れて

も，これが汎化誤差を増やし始めると，学習は終了する．また，この成分は， Gより低い

複雑度の成分が十分あるときには，学習に寄与しない．従って，汎化誤差は（二重降下な

しに）ほぼ単調に減少することがいえる（定理 6,命題 9, 定理 12と命題 15より）．
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