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1 はじめに

多数の物体が相互作用や外力を通して集団として揃った運動をすることを同期現象と呼ぶ。同期現象はホ
タルの発光 [1,2]1、カエルの合唱 [3]、神経細胞の発火 [4-6]、メトロノーム [7ドなど自然界に多く見られる
現象である。同期現象の諸性質を明らかにするために、対象を円周上を運動する振動子とみなした結合振動
子系 [8]を用いた研究がこれまでに盛んになされてきた [9-13]。しかしながら、振動子間の結合を表すネッ
トワークの構造を決めたときに同期を見せるかどうかに関しては未だ理解が進んでいない。

重要な問題の一つとしてネットワークの接続率(connectivity)もしくは密度と同期の関係に関する研究
がある [14-21]。ノード数Nのネットワークの接続率μは最小次数を N-1で規格化したもので定義され
る。以下では結合振動子系として、自然振動数がすべて同じで、ネットワークの隣接行列は結合があれば1
を取るようなものを考える。 2012年にTaylorが接続率μが0.9395より大きいネットワークのもとでは完
全同期する解が結合振動子系の唯一の安定平衡点であることを示した [16]。この結果は改良が進められ[18,
20, 21]、現在の最良の結果によると、μ 2> 3/4のもとではネットワークは必ず同期することがわかってい
る[21]。ここで、ネットワークが完全同期するための最小の接続率を臨界接続率 (criticalconnectivity)と
呼び、 μcと書くことにすると、 μcの最良の上界は3/4であるといえる。現在に至るまで μcの厳密な値は
知られていない。

以上の結果は μcの上界に関する結果だが、 μcの下界に関する研究も進んでいる [15,17, 19, 22]。特に
Yoneda et al.は接続率が0.6838...で完全同期以外の安定平衡点が存在するようなネットワークの探索に
成功した。これにより μcの現在の最良の下界は0.6838...であることがわかっている。
本報告書では文献 [22]の主結果とその証明を紹介する。これまでの μcの下界評価においては、完全同
期以外の安定平衡点が存在するようなネットワークを手探りで構築して下界を更新している状況であった
[15, 17, 19]。これに対し、 Yonedaet al.は同期しないネットワークの構築を整数計画問題として定式化し
た。 Townsendet al.の先行研究 [19]と同様に巡回ネットワークを考えると、特定の解についてはその対称
性から線形固有値を厳密に計算することができる。この線形固有値を用いることで整数計画問題としての

定式化が可能になり、システマティックに同期しない密なネットワークの探索が行うことに成功した。これ
により μcの下界として 0.6838..．を導出することに成功した。
本報告書は、第2章で自然振動数が同一な結合振動子系とネットワークの接続率を定義する。第3章では

巡回ネットワーク上の定常解となる twistedstateを紹介し、その線形固有値を求める。第4章ではtwisted
stateが安定となるような密な巡回ネットワークを探索する問題を整数計画問題として定式化する。またそ
の厳密解を紹介する。第5章で μcの下界を評価する。

2 準備

2.1 結合振動子系

N個の振動子がある結合振動子系を考える。各振動子の持つ自然振動数が同ーで、振動子間がネットワー
クを介して結合している場合、 i番目の振動子の微分方程式は

d0; 
N 

面＝区ぃin（化ー 0,），
j=l 

(1) 

1YouTubeの動画 https:/ /www.youtube.com/watch?v=OBOjTMkyfIAが参考になる。
2メトロノームを台に載せて自由に振らせると台を通して相互作用が働きメトロノームが集団的に同じ動きを見せるようになる。こ
れは YouTubeにも多く動画があがっている (https:／／匹w.youtube. com/watch?v=5v5eBf2KwFBなど）ので見てみると良い。
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で与えられる。ここで、仇は i番目の振動子の位相であり、 0iE [O, 21r) "'ぎである。 aijはネットワーク
の隣接行列の (i,j)成分を表しており、 i,j間に結合がある場合は％ ＝ 1、結合がない場合は aij= 0であ
る。この報告書ではネットワークとして無向ネットワークを考えるので％ ＝a]：である。また、自己ルー
プは考えない3ので、％ ＝0と決めておく。

2.2 平衡点とその線形安定性

式（1)が平衡点0・ = (0r,..., 0N) Tを持つとしよう。このとき、

N 

区aijsin(0j -0:) = 0 (2) 

J=l 

が各iE [N]で成り立つ。かが平衡点であれば任意の CE§1に対して 0*+ C = (0i + C,..., 0jy + C汀も解
であることに注意しておく。これは系 (1)が持つ回転対称性からくるものである。
平衡点かの線形安定性はそのヤコピ行列 JO＊の固有値で定まる。 J9.の各要素は

[.T,・］，，J＝ { N 

a,Jcos(O; -0,*） i # j 

ーとa,Kcos(O; -0,＊） i = J. ． 
k=l 

(3) 

で与えられる。このヤコビ行列は対称行列であるからすべての固有値は実である。また、必ず零固有値を持

つことに注意しておく。この零固有値は回転対称性0*+cからくるものなので、安定性に影響を与えるも
のではない。よって、阿転対称性からくる零固有値を除いた N-1個の固有値がすべて負であれば平衡点

かは線形安定である。一方で、少なくとも 1つの固有値が正であれば平衡点かは線形不安定であると言

える。もし零固有値が2個以上あれば、安定性解析により高次の解析が必要になる。これは中心多様体縮

約などの手法を用いることで解析が可能になるが、本報告書では平衡点の線形安定性のみに培目する。

系(1)は自明な完全同期解（すべての iE [N]に対して 0i= 0)を持つ。この完全同期解を 0と書くこと
にする。 1と平行でないような任意のベクトルVE恥Nに対して vTJov =―I:i>j a;j(Vi -Vj戸<0であ
ることが計算するとわかる。これより完全同期解のヤコビ行列 JoはN-1個の負の固有値を持つことがわ
かるので、完全同期解はネットワーク構造によらずに常に線形安定であることがわかる。

2.3 臨界接続率 μc

N頂点あるネットワークの接続率μはネットワークの最小次数を N-1で規格化したものである丸 i番目

の頂点の次数は隣接行列Aのi行目の要素の和を取ったもの一致することに注怠すると、接続率μは

miniE[N] I::jE[N] aij 
μ= 

N-1 
(4) 

で与えられる。全結合ネットワークではμ=1である。また、孤立した頂点を含むネットワークにおいて
はμ=0である。
臨界接続率μcは次で定義される。

Definition 1（臨界接続率μ』19]）．臨界接続率μバまμ 2 μcなるネットワークであれば完全同期解のみが
安定平衡点となるような最小な値で定義される。すなわち、μ 2 μcなる任意のネットワークは必ず同期す
る一方、μ< μcなるネットワークについて完全同期解以外の安定平衡点を持つようなものが存在する、と
いうことである。

現在知られている最良の μcの評価は

である。

3 
0.6838 ・ ・ ・ <:'. μc <:'. -;-

4 

3正確には考える意味がない。自己ループに対応する結合については sin(0;-0;) = 0となるからである。

(5) 

4規格化定数がN ではなく N-1であるのは、自己ループを考えないためである。自己ループを除けば 1つの頂点から出る枝の
本数の最大値は自分以外の頂点数に等しく N-1となる。
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3 巡回ネットワーク

本報告書ではTownsendet al.による研究 [19]と同じく、巡回ネットワークについて考える。巡回ネット
ワークはその隣接行列が巡回行列となるようなネットワークとして定義される。ここで巡回行列は次の形

を取るものである。

A=(a;;)区 i,j:c;N= (xJ-,)区 i,j:c;N
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ここで、任意の kEZに対して咋＝ Xkmod N である。また、自己ループは考えないので Xo= 0である。
ネットワークとして無向かつ重みがないものを考えるので、任意の iE [N -1]に対して叩 E{0,1}かつ
叫＝ XN-，である。これより、巡回ネットワークはm,．．．，叫N/2」それぞれについて0,1を選ぶことによっ
て決まるのでN頂点の巡回ネットワークについては 2LN/2Jの可能性がある。巡回ネットワークの接続率は

μ=  
区iE[N-1]x, 
N-1'  

である。これは巡回ネットワークの各頂点がすべて同じ次数を持つ正則グラフであることからわかる。

Townsend et al.は任意のN とO<;p<;lN/2」に対して

o;＝い累，2Tp悶―1)）T

(7) 

(8) 

が巡回ネットワーク上の系(1)の平衡点となることを示した。以下では〇；をp-twistedstateと呼ぶ。 0-twisted
state 00はすべての位相が0となる完全同期解である。
式（3)を用いると p---twistedstateのヤコビ行列は0;as p 

Xj-iCOS (~(ん-i)) iヂj

ら］9,J = ｛ ＿言XK,cos （珈p（:-i)) t = J 
で与えられる。このヤコビ行列の各要素はその添字の差のみに依存している。そこで、

狐＝｛〗［口い：：［ON-1] 

(9) 

(10) 

を用いると、ヤコビ行列の (i,j)成分は[J叱し＝約ー，で表される。 XN-k= Xkより YN-k= Ykであるか
ら、 J6＊はまた対称な巡回行列となる。巡回行列の固有値は厳密に求まり、それは kE [N -1]に対して

入k= ~ YzCOS（で）

呈lcos （字）［—1 +cos（字）］ (11) 

で与えられる。入。は常に 0であり、これは上で述べた回転対称性に起因するものである。
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Figure 1: Problem 1により得られる max叶t(N,p)を30::;N::; 600についてプロットしたもの。灰色の点

線は先行研究 [19]で得られたμcの最良の下界評価。 N= 512,544でこれまでの下界を上回る値が得られて
いる。

4
 
整数計画問題による定式化

完全同期解以外に安定平衡点を持つ密なネットワークを探索する問題を考えよう。巡回ネットワーク上の
twisted stateに問題を制限することでこの探索問題が整数計画問題に落とし込むことができることを以下
で見ていく。最適化問題としては、式(11)の固有値心がすべて負であるもとで叩を動かしたときに接続
率μ(7)の最大化することができれば良い。

”，は整数であることから、次の整数計画問題の標準形に書き下すことができる [23]。

Problem 1. N 2'. 2とl'.Sp'.SlN/2」に対して、

maximize 

subject to 

μ = 1 1T尤
N-1'  

XE {O, l}N-l, 

L(N,p)X < 0, 

c(N)x=O. 

(12) 

ここで、行列 L(N,p)E艮(N-l)x(N-1)とC(N)E民(N-l)x(N-1)の（k,l)成分は次で定義される。

[L(N,pt,l =cos(~) [-1 + cos(加~)],
[C(N)] ＝如ー媒，N-l・
k,l 

K番目の固有値は入k= [L(N,p)x]kで与えられるので、 L(N,p)のく 0という条件はp-twistedstateが線形

安定となるための条件である。また、 c(N)x=Oはネットワークは無向である条件吹＝ XN-k(kE [N -1]) 
を反映している。直観的には、この最適化問題は制約条件L(N,p)エく 0とC(N)x=Oを満たす中で、でき

るだけ多くの Xlを1にする、と見ることができる。
ネットワークの探索問題を整数計画問題に変換することで最大の接続率を系統的に調べることができる
ようになる。整数計画問題の最適解を μ(N,p)とおこう。すなわち、 N個の振動子がp-twistedstateを安定
にするネットワークの中で最大の接続率を μ(N,p)と書く。図 1に30<::: N <; 600における μ(N,p)の値のグ
ラフを示す。この数値計算にはCbc[24]と呼ばれる最逝化ライブラリを使用した。これはPythonのPuLPや

Julia[25]のJuMP[26]のインターフェイスライブラリを通して使用できる。またこのコードはGitHub上で
https://github.com/yonesuke/DenseSyncにて公開している。 Nが大きくなると数値計算の探索空間が
膨大になるため N<; 600までしか結果は示していないが、それでもこれまでの先行研究で得られた μcの
下界 [19]を上回る結果がN= 512,544で見られる。
整数計画問題は通常NP困難と呼ばれるクラスに属する難しい問題であるが [23]、今回の問題1につい
ては、任意の (N,p)のペアに対して厳密な解μ(N,p)を得ることに成功した。次の定理がμ(N,p)の厳密解で

ある。

(13) 

(14) 
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Theorem 1（最大接続率 μ(N,p)).N 2': 2とl<:'.p<:'.lN/2Jに対して m= gcd(N,p),N = N/mとする。

1. N <:: 4であれば間題 Iは実行可能解を持たない。

2. N2>: 5の場合、 Skを

料＝塁（誓）［一1+ cos（翌）］， (15) 

で定め、 kcをSk2': 0なる最小の Kで定義する。このとき、 μ(N,p)は次で与えられる。

μ(N,p) = m(2kc-1)-3-2 lms位ー11(s枇― Sい）」
N-1 

(16) 

Sk 2'. 0はKに関する 1次元の関数なので K孔ま簡単に求まることに注意しておく。この報告書では証明
については述べない。詳しくは文献 [22]を見よ。この厳密解はN:c; 600までの数値計算結果と完全に一致
していることも確認した。

5 sup μ(N,p) 

この章では最大接続率 μ(N,p)の極大値戸を求める。

μ:=sup {μ(N,p) 11臼p~ lN/2」,N::>: 2}, 

この値によって μcの下界を改良することに成功した。
定理 1の証明から

戸＝sup{μ(mN,m) I m ::>: 1, N ::>: 5}. 

がわかる。

に対して

であるから、はさみうちの原理より

a&= 2kc -1-2 
S枇ー1 ， 
Skc - S似ー1

aym-3 ~ < μ(mN,m) ＜ aivm -2 
~ → ~ ~ → - -,  
Nm-1 ・ Nm-1 

μ(m応，m)~ lim μ(mN,m)＝唸
m→OO N 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

がm21ぷ 25に対して成立する。ここで kc::; N/2とー1::; Bkc-if (skc -Bkc-1) < 0が成り立つこと
から

aグ-m- -
N 
2 a~m 

~ ＜ lim ~ 
N 2 a尺

＝ ～ 
Nm-1 m→00 Nm-1 N 

(22) 

が得られることを用いた。よって

応 sup｛悶 Fr:::.5}. (23) 

がわかる。図2で5::;Fr::; 100における a紅村の値を数値計算により求めたものを示す。
叫 Nの最大値を求めよう。まず

k 
:;;;_ :S Kc+ 

1 21r 
---= ＋--=-

N 2N 3N2 
(24) 
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Figure 2: 5 :::; N :::; 100における a紅§のグラフ。灰色の点線はμcのこれまでの最良の評価 [19]。赤色
の実線は2Kcを表す。

であることから

と評価できることを用いる。ここで

吹
_＝-< 
N ― 
2K 
2 47!" 

C +-= +----= 
N 3N2 

a§ k 
2Kc := Jim ~ = 2 Jim ~ = 2 ・ 0.34046 

N→OO N N→oo N 

(25) 

(26) 

である。式(25)の証明と Kcの値の導出は文献[22]のAppendixAを参照せよ。この不等式により、 N2': 1001 

であれば°'Fi/ivさ0.683となることがわかる。
図2が示すようにN:::;1000であれば°'Fi/ivが0.683よりも大きいところが存在する。数値計算により
この最大値がiv=19で達成されることがわかった。この結果をまとめると、 μcの下界の評価を改良する
次の結果が得られる。

Theorem 2 (supμ(N,p)). 

と[— cos 竺＋ cos2 竺
戸＝ー一
11 - 2 l=1 (19)(19)］ 
19 19 -cos（冒）＋cos2（翌）

(27) 

=0.683875・ ・ ・. (28) 

定理2はこれまでの臨界接続率μcの下界の評価を改良するものである。完全同期解以外の安定平衡点
を持つ巡回ネットワークは(N,p)= (19m, m)で与えられるp--twistedstateのもとで得られるネットワーク
のm→00で最も密になることを示している。各mにおける密なネットワークの構成方法を Algorithm1 
に示す。このネットワークがグラフ理論の観点からなにか特別な性質を持っているかどうかは何もわかって
いない。
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Algorithm 1 (N,p) = (19m,m)なる m-twistedstateを安定平衡点とするネットワークのなかで最も接続
率が大きいものの隣接行列を計算するアルゴリズム。 x[i]はのの i番目の要素、 A[i,j]は行列Aの(i,j)成

分であり、 b1= -cos(21rl/19) + cos2(21rl/19)である。
Require: m 
1: XE {O, 1}19m← O 
2: A E {O, 1p9mxi9m (Adjacency matrix) 

3: ExtraAllowance←2 1-m ~f=1 bz/b5 -l l 
4: C← O 
5: fork←0 to m-1 do 
6: for i←1 to 5 do 
7: 叫19k+ i], x[19(k + 1) -i]← 1 
8: end for 
9: if k ?: 1 then 

10: 叫19k]←1 
11: end if 
12: end for 

13: for k←0 to m-1 do 
14: x[19k + 6]，x[19(m -k) -6]← 1 
15: C←c+2 
16: if c > ExtraAllowance then 
17: break 
18: end if 
19: 尤［l9k+ 13], x[19(m -k) -13]← 1 
20: C←c+2 
21: if c > ExtraAllowance then 
22: break 
23: end if 
24: end for 
25: for i,j←1 to 19m do 
26: A[i,j]←叫i-j mod 19叫
27: end for 
28: return A (Resulting adjacency matrix) 
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