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面積保存ツイスト写像の不変曲線が存在しないための十分条件
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概要

本論文では， ']['x股上の面積保存ツィスト写像の不変曲線が，与えられた領域に存在しないための十分条

件を与える．この十分条件を用いて， standardmapと，それに高周波の摂動項を加えた写像について不変

曲線が存在しないような摂動パラメータに関する条件を求める．

1 面積保存写像の変分構造

時間について T 周期的なハミルトン系の流れを cp'•'0(qo,Po)と表すと，（qo,Po)→cpT,O(qo,Po)はシン
プレクティック写像である．また，自励的なハミルトン系において，エネルギーを固定したもとでポアンカ

レ写像をとると，シンプレクティック写像になる．したがって，シンプレクティック写像はハミルトン系の

離散版といえる． 2次元の相空間上のシンプレクティック写像は面積保存写像である．

面租保存写像¢が可租分である（保存量をもつ）とき，ある正準座標 (0,J)E 11'x U(C賊）が存在して，あ

る写像h:U → Rによって， ¢(0,I)= (0 + h(I),I)と表される（詳しくは [5]などを参照）． IをI。EU
に固定すれば，¢の不変円 11'x{Jo}が得られる．後で述べるツイスト条件を満たせば， KAM定理により

十分可積分に近い面積保存写像は多くの不変曲線を持つ．したがって，面積保存写像の不変曲線がしないこ

とは，可積分系から離れ，カオス的な領域が広がっていることを意昧する．本稿では，ツイスト条件の下で

面積保存写像の不変曲線が存在しないための十分条件を与える．

9を配の開集合または曲面とし， c2級の面積保存写像f:!1→0を考える．（X,Y) = f(x, y)とか
くと，

「(dYI¥ dX) = dy I¥ dx 

が成り立つ．

以下，笥＞ 0を仮定する（ツィスト条件）．

d(YdX -ydx) = 0 

であるから， dS=YdX-ydxとなる S(x,X)が少なくとも局所的には存在する． Sは

D心(x,X) = -y, D2S(x, X) = Y 

を満たすものである．この Sをf(x,y)の母関数という．（xa,..,,xN)に対して，

N 

H(xo,...,xN) = LS(x,-1,x,) 
i=l 
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とお<.Hを作用という．

xo,XNをそれぞれao,aNに固定したもとで，（xo,...,xN)= (ao,...,aN)がHの臨界点となるとき

（つまり，この点で羞~ = O(i = 1,..., N -1)), 

D心(az,a1+1) + D2S(a1-1, az) = 0 (l = 1,..., N -l) 

だから

bi= -D心(a1,a1+1) (l = 0,...,N -1) 

とすると，

b1+1 = D益(a1,aい） （l=l,...,N) 

‘‘,'’‘‘,＇’ 
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が成り立つ．よって， f(ai,bi) = (a1+1, b1+1)(l = 0,..., N -1)を満たす．つまり，写像の軌道が得ら

れる．

segment (x1,...，叫）がminimalとは，巧＝ x;,xk=咋を満たす任意の (x;,...，咋）に対して

H(x1,...,xk)'.':: H(xj,...，咋）

を満たすことをいう．（Xj,...，叫）がminimalなら，臨界点である．また， X=(Xi)←zE記がminimal
であるとは，任意のj<kに対して (xJ,...，砂）がminimalであることをいう． minimalなXE股zの集

合を M=M(S)と書く．

例 1.w(y)を関数とし，
F: 11'x尺→1['X恥(x+w（紛，y)

とする．これは面積保存写像である． w'(y)> 0を満たすと仮定する（ツイスト条件）．（X,Y)= (x+ 
w(y),y)より， gをw(y)の逆関数とすると，母関数は

S(x, X) = h(X -x) 

と表される．ここで， h(u)= J g(u)duである．
h晨→良が狭義凸h"=占＞ 0である． XE配が臨界点であることと，

h'(xi -Xi-1) = h'(xi+1 -Xi) (Vi E Z) 

は同値になる．この場合， h'は単調増加だから単射であり，ある定数rにより Xi=xo + irとかける．な

お， Yi=h1(xi+1 -Xi)= g(xi+1 -x,)で，軌道 (xi,Y,)は決まる． Yiは一定である．また，このとき，

允 EMであることもわかる．

2 Aubry-Mather理論の概略

面積保存写像の不変曲線について論じた Aubry-Mather理論の概略を述べる．詳細については

Bangert[2]を参照されたい． 'll'x股上の面積保存写像に対応する作用H(xj,...，叫） ＝こに,1S(xi, Xi+1) 
を考える．各:v= (xi)iEZ E M に対し，

lim凸
9→士00 2 

は（土ooで）同じ値に収束する．この極限値をのの同転数という．

a €図に対し，

Ma ={xEM IXの回転数はa}

とおく．

定理 2. 任意の a€ 民に対して， M。ヂ 0 である．

X =（年）iEZE記に対し， 1ro(x)= xo,1r,(x) = x,とする． Maに対して，

C。=｛（Xo,Yo) E 11'X賊ヨxE Ma s.t. Xo = 1ro（叫Yo=-D,S(1ro(x),1r,(x))} 

とすると， Caはfの不変集合である．
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定理 3.a E股＼Qなら， C。は']['X{0}にホモトープな閉曲線あるいは Cantor集合である．

定理 4.a E IQ)なら， C。に周期軌道が存在する．また， C。は周期軌道とその間のヘテロクリニック軌道

からなる．

定理 5(Birkhoff [3]).']['x股上の面積保存写像fがツイスト条件を滴たし，｛0}x']['にホモトープな不変

曲線rをもつとすると， rはLipschitzグラフで表される．つまり，ある Lipschiに関数Pがあって，

r = {(s平 (s))Is E']['｝ 

と表される．

定理 6(Mather [13]).']['x IR上の面積保存写像fが']['X{O}にホモトープな不変曲線rをもっとする
と，それはある aに対する Caに含まれる．

3 standard mapに対する KAM理論と逆 KAM理論

standard map f(x, y) = (x + y-c:sinx, y -c:sinx)に対する不変曲線の存在／非存在について，徹底
的に研究されてきた．黄金数の逆数を a,=土炉Lとし，以下は a，に対する不変曲線の存在／非存在の結
果である．

Greene(1975) [7] 数値計算による観察では0< E < Ee := 0.97163540324で存在， E> Eeで非存在

Celletti & Chierchia(1988) [4] 0 < c < 0.68で存在証明
de la Llave & Rana (1990-91) [10, 11] 0 < E < 0.91で存在証明
Figueras, Haro & Luque (2017) [6] 0 < E < 0.9716で存在証明

Mather (1984) [13] c > 1.33で非存在証明
Aubry (1983) [1] c > 1.23で非存在証明
Mackay & Percival (1985)[12] c > 0.984で非存在証明
」ungreis(1991) [9] c > 0.9718で非存在証明

図1 Standard map 

4 主定理

segment (x1,...,%）に対して
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とおく．

Ya < Ybを固定する． f(x,y) = (s(x, y), t(x, y)）とし，次の定理の尤1心3,...,xれは四と
Y1,Y2,…,Yn-1 E [Ya, Yb]が与えられればs(x,,y,) = x2, s（む2，即） ＝叩，．．．， s(Xn-1,Yn-1) = Xれを満

たすように一意に定まる．
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定理7.'ll'x[ya，肌］に不変曲線が存在するならば¥/nEN(:;:> 3)とV匹に対して，ヨY1,Y2,…，Yn-1E [Ya，肌］

があって，炉H(x,,...,Xn)の固有値はすべて非負である．

定理において n=4とすると，次の命題が得られる．

命題 8.ある実数わが存在して，任意の Y1,Y2,y3E [Ya,Yb]に対して，

Sx(6, Y2), ty(fa, Y1) + <O 
sy(6, Y2), Sy（ふ，Y1)

(3) 

または

伽1,Yl)＋乞（戸）｝ ｛乞＆，y2)＋炉心）｝ ＋乞知，y2)< 0 (4) 

ならば， ']['X[Ya, Yb]に¢の不変曲線は存在しない．ただし，＆，如は

s（ふ，Y1)= 6, s(&，ぬ） ＝ ＆ 

を満たす．

証明．正方行列の首座小行列式とは，同じ列番号と行番号に制限したものの行列式である．行列の全ての固

有値が非負であれば全ての首座小行列式は非負である．定理において n=4とし，▽2H（ふ，＆，…，en)の

首座小行列式を計算すれば，（3)または（4)という条件が得られることを示す．

以下では，関数F(u1,u2,…,Um)に対して，

D;F(u1,u2,…,Um)：＝贔F(u1,u2,…， Um),

82 
恥：＝
如枷j
F(u1,匹，…，吐），（i,j<:: m) 

と定める．特に， i=jのとき， Di;:=D;とかく．

dS=D心dx+D硲dX

であるから，

D,S(x, X) = -y 

恥 S(x,X)= Y 

である． x,Xを独立変数， y,Yを従属変数とみなすと，

Bx+ SyYx = 0 

SyYX = 1 

tyyx = Yx 

ツイスト条件より， Sy>0であるから，（5),(7)より，

(6), (8), (9)より，

(5), (8)より，

(6)より，

DiS(x, X) = -yx =竺
Sy 

t 
D祁(x,X)=Yx=':JI_ 

Sy 

1 
D12S(x, X) = -yx = _ _:__ 

Sy 

D21S(x, X) = Yx = tx 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
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が成り立つ．これらの式を用いて，

D~H(6,6,6,(•) = D~S(6,6) + D名S(g1,＜2)＝ ＋ 
Sェ（＆，ぬ） ty（も，Y1)
叫＆，ぬ） sy(6,Y1) 

となる．さらに，

(D~SD~S -D23SD32S)（＆ふふふ）

={D弓8(6,6)+ D~S(6,6)}{D弓 S(＜2,C3) ＋DfS(C3,＜4)} 

-D12S(＆ふ）D21S(＆ふ）

＝ ｛且，y1)＋竺知，Y2)}｛且，加） ＋竺知，y3)}+ ~知， y2)
Sy Sy Sy Sy Sy 

となるから，定理より主張が成立する． 口

5 例

standard map について， n=3 として適用すると，€> 2のとき不変曲線が存在しないことがいえる．
n=4とすると，赤い領域では不変曲線が存在しないことがわかる．

+・ 
-U4
 

-l 

l l l.| l : l | |［ l l : l| l 
図2 ふく 0となるような (y2,E) 

横軸は Y2• 青線は E1(Y2)，赤線は E2(Y2).

f (”) ＝ （x+y十託sin2立＋正 sin47rX
y y＋品 sin2立＋牡sin4TX)

の場合，
82H 2 

釦3
= 2E2 cos・ 27r四十 ElCOS 27rX2 -E2 + 2 

が負となるような実数四が存在するのは，次の場合で不変曲線は存在しない．
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図3 △3ゆ） ＜〇となる実数＆が存在するような (c1,E2) 

横軸は臼，縦軸は E1.

c2=0, lc11>2 

C2 > 0,｛二ニ：こC14c̀ 2十ー;c2-1)2 > 1 
€1 ：：：： 4払 Cl> C2 + 2 

Q < 0, ｛ Q < 0, Q < -€2 -2 
€1 ：：：：゚’q> €2 + 2 

次で表される¢を考える：

¢ (：) ＝ （：g:,，yy}） ＝ （”;［;（：｝x)） 
ただし， f(x+ 1) = f(x)とする．このとき，

であり，

+~=2+f'（6)=: ふ (<2,€)
Sx(6,y2) ん（ふ，y1)
Sy(6, Y2) • Sy(fa, Y1) 

｛匂ふ，y1)+［ゅ，Y2)｝｛罰叩） ＋臼知，y3)}+ ~知， y2)
=(2 + !'(6))(2 + !'(6)) + !'(6) 

＝ ：今(6,Y2,E)

となる．ただし， 6=6+y2+f(&）である．

(i) f（エ） ＝古sin21rxのとき，のを standardmapという．このとき，

ふ(6,E)=2+Ecos2吠2

である． m を整数とすると，€ ＞ 2 のとき，△1(½+m,E)<O, E<-2のとき，△1(m,E)< 0となるから，

命題3より， IEI> 2のとき， ']['X股上の任意の領域に¢の不変曲線は存在しない．
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また，

ふ (6,Y2,c)= (2+ccos2和）（2 + E cos 21r (6 + Y2 + i; sin 2和）） ＋ccos2和
である．この場合，△2(6,Y2,c)< 0 となるような， Y2 に依存しない令が存在する€の範囲を全て調べる

のは難しい．そこで，＆ ＝ iのとき，ふ(6,Y2,c)< 0 となるような Y2 と€の関係を求める．このとき，

疇，y2,c)= (2-c) (2+ccos21r G +y2))-E 
となり， Y2= ¾刊または Y2 = ¾ + l (l E Z) のとき，€ ＞ §とすると，△2< 0となる．

y2-/=¾+l かつ y2-/=¾+l のとき，（』＋ l, ¾ +z)に対して，

または

-3 -~- 3)2 + 16cos21r (½ + Y2) 
c<l+ 

2cos21r (½ + y2) 

-3+ ✓(2cos21r(½ +Y2)-3)2+16cos21r(½ +Y2) 
€ > 1 + 

2cos21r (½ + y2) 

とし，（¾+ l, ¾ + l)に対して，
島 (y2)< Eく凡(y2)

=: E1(Y2) 

＝：尼(y2)

とすると，△2< 0となる．このことを図示すると図 2のようになる．図 2の横軸は Y2である．青線は

E1(y2)，赤線は局 (y2) である．ただし，加(y2) は y2=¼+l または Y2 = ¾ +zでは定義されていな

い．恥(y2)の最大値はー1か仇最小値は 1である． E1(Y2)の極小値は 4である．図 2の赤色の領域は

ふく 0となるような (y2,E)の組を表す．

Y2 =旦＋lのときの議論と図 2から命題3より ―1十v'l7
4 2 

¢の不変曲線は存在しないことがわかる．

<c<4のとき， 'll'x良上の任意の領域に

以上より，€ ＞ー1ぢ涅＝ 1.56...のとき， TX R上の任意の領域に standardmapの不変曲線は存在し
ない

(ii) f(x) ＝品 sin21rx 十~ sin41rxのとき，

Sx(6, Y2), ty(fa, Y1) 
＋ 

Sy(6, y2)'Sy（ふ，y1)
2 

=2E2 cos• 21r6 + E1 cos 2冦2-E2 + 2 

＝ ：ふ（＆）

となる．△3(6)< 0となるような実数令が存在するのは，

E2 = 0 かつ

E2 > 0 かつ

E2 < 0かつ

IE1I > 2 

{ €-14:2 一喜'< ;;2: _€『/8-： (€2 -1戸＞ 1 
€1 こ 4€2, q > C2 + 2 

{ €150, Q < -C2 -2 
€1 こ 0, Q > €2 + 2 

のときである．これを図示すると図 3のようになる．

図3の赤色の領域は△3(6)< 0 となる実数＆が存在するような (€1,C2) を表す．△3(&）は Y2 に依存

しないから，命題 3より，図 3の赤色の領域の (e1,e2)に対して， 1l'x股上の任意の領域に¢の不変曲線は

存在しない
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6 今後の展望

本稿の定理で与えた十分条件を手計算で扱うのは一般に困難であるが，数値計算であれば，定理の

Yi (i = 1,2,…,n-1)が [Ya，肌］を動くときに，▽2H(!;i,/;2,…，も）の少なくとも 1つの首座小行列式が
負となるような＆を見つけることができるかもしれない．ただし，数値計算では， Yiの値を有限個しかとる

ことができないため，［珈，Yb]の任意の Yiに対して定理の条件を満たすということを主張するには，さらな

る議論が必要である．

また，本稿ではTx股上の面積保存ツイスト写像について考察したが，応用上は，しばしば艮2上の写像

が扱われることがある例えば，［8]においては，画像暗号化のアルゴリズムに Henon-Chebyshevmapと

呼ばれる

cp (;) = e-acos2（匁XCOS―1x)+y), (a,b,wE賊， a-jc 0, w > 2) 
というカオス写像が扱われている．この写像は b= -lのとき，面積保存ツイスト写像になる．本稿の定理
を1I'x股上から民2上へ拡張できれば，このような写像の不変曲線が存在しないための十分条件を与えるこ

とができる．さらに，常微分方程式系に帰着させることによって面租保存写像を構成するとき，本稿の定理

を適用するためには， t(x,y)はxに関して周期 1の周期関数でなければならなかったが，罠2上へ拡張でき

れば，一般の任意関数toによって構成されたt(x,y)に対して定理を適用できるようになる．
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