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概要

特異点をもつポテンシャル系について，指定したエネルギーをもつ周期解の存在を示す研究が古くからな

されてきた本論文では，特異点を正則化し，滑らかなポテンシャル系に変換することによるこの問題への

試みについて紹介する．

1 エネルギー固定問題

DC  ]RNを測集合とし， V(q)をD上の滑らかな関数とする． V(q)をポテンシャル関数とするポテンシャ

ル系

を考える．この各解はエネルギー

d2q av 
＝一

dt2 8q 
(q) (q ED) 

1 
h= ~I附＋ V(q)

2 

(1) 

を保存する．そこで， hを固定したときに，その値をエネルギー値としてもつ周期解が存在するか，という問

題が考えられ，それに関して多くの研究がなされてきた．定数 hE JRに対して，

1 
Sh = { (q, q) E DXか 1阿＋V(q)= h} 

とおく．そこで，品に含まれる周期解の存在について考える．

品がコンパクトな場合は，ポテンシャル系に限らない一般のハミルトン系について盛んに研究されてきた．

Weinsteinは品がコンパクトで接触型であれば周期解が存在するであろうと予想し，それは Viterbo[13]や

Hofer & Zehnder[5]により肯定的に解決された．ポテンシャル系の場合は品は接触型なのでコンパクトであ

れば周期解が存在する．

そこで，品がコンパクトでない場合が間題として考えられる．ここでは，ポテンシャル関数 V(q) が 0€ 艮N

を特異点に持つ場合を考え，特異点付近の振る舞いが

1 
V(q) ~ --

lqla 

のように振る舞うとする．「のように振る舞う」の意味は論文ごとに微妙に異なる (90年代前半までの結果に

ついては，［1]に整理されている）．少なくとも，

1 
V(q) ＝ --

lqla 
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の摂動系は含まれる．周期固定のもとでの周期解の存在は

a> 1 (N:;;. 2) 

で示されている [2,10, 12]．一方，エネルギー固定のもとでの周期解の存在は

4 
-< aく 2(h< 0), a> 2(h > 0) 
3 

1 <a< 2(h < 0), a> 2(h > 0) 

(N = 3) 

(N 2'. 4). 

で示されている [3,4, 9]．変分構造が大きく変わる境目の a=2の場合については，［11]で周期解の存在が示

されている．［8]で， 1<a< 2(h < 0, N 2': 2)の場合に，周期解の存在を示してはいるが，課されている大域

的な条件が厳しい．弱い大域的な条件もとで， 1< aく 2(h<0,N2':2)に対して，周期解の存在を示すこと

がこの分野の問題の 1つである＊1. その証明の一つは Jacobi-Maupertuis計量やその変形版

1 
恥＝ i [附dT[ (h -V(q))dT (2) 

の臨界点を求めるという方法であった

本論文では，自由度が 2の特異点を持つポテンシャル系を考える．ポテンシャル関数は

V(q) ＝ー~+ f(q) (q E訊 {O}) (Al) 

の形で， f(q)は原点も含め滑らかな恥2上の関数で，

J(q)→o (lq→oo) (A2) 

を満たすとする．

本稿では，特異点を正則化し，滑らかなポテンシャル系に置き換え，それによる周期解の存在問題への試み

について紹介する．

2 特異点を解消する変換

対応するラグランジアンは
1 

L=―上＿
2 

1炉＋
qla 

f(q) 

である． aE沢＼｛O}とし， q= (q1,知） E配＼ ｛O}をq= q1 + iq2 E C ¥ {O}とみなして，

により zE C¥{O}に変換すると，

q=z a 

心 1
L1 = ~lzl2(a-1)国—f(z勺

2 
＋ 

lzlaa 

となる．これに対応するハミルトニアンは

l 1 
H = ~ IPz I 2 — +f(z勺2a叶zl2(a-1),,,., lzla" 

*1 0 <a< lの場合は， V(q)=-』でについて計算してみると周期解より衝突解の作用積分の方が小さくなるので，変分法により

周期解を求めることはさらに難しい
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となる． ここで， 2(a-1) = aaとなるように

2 
a= 

2-a 

としよう． f(z"')が関数として意味を持たないといけないので，次を仮定する．

aは有理数 k/l(k,lENは互いに素）で，

f(q) = f(exp(21rki/l)q) 

を仮定する (i=v'=I).

すると， g(z)= f(z"')が一価の関数として定まる．ハミルトニアンは

H(z,pz) = ~（土鱈—1) +g(z) 

となる．正準方程式は

dz 1 
可＝ a2 z 2a/（2-a)Pz 

如 2a (1  
万＝ （2-a）|z|4/（2-a) （戸砧— 1) z―▽g(z) 

である．ここで，ハミルトニアン (H)の値を h<Oに固定すると，

dz 1 
＝ dt a打zl2a/(2-a)Pz 

dpz 2a 
＝ 

dt (2 -a)lzl2/(2-a) 
(h -g(z)) z―▽g(z) 

と表すことができる．

ここで，
ds 1 
dt―叫zl2a/(2-a)

で独立変数を sに変換すると，

dz 

となり，これは，

ds 
=pz 

dp2 2aa 
~ = ~ (h-g(z)) lzl(-2+2a)/(2-a)z -ん|zl2a/(2-a)▽g(z)
ds (2 -a) 

I'(z,pz)=臼|zl2a/(2-a)(H(z,p』-h)+ 1) 

= ~1Pzl2 +ぶ|zl2a/(2-a)(g(z)-h) 
2 

(A3) 

(H) 

をハミルトニアンとする正準方程式の r＝心を満たす解になる．以上の変換は Kepler問題に対する Levi-

Civita変換を一般化したものであり，以下ではこの変換や座標も Levi-Civita変換， Levi-Civitaの座標と呼

ぶことにする．

l~a く 2 ならば 2~2a/(2-a) なのでび級であり， h く 0 なら r ＝心を満たす点の集合はコンパクト

なので Hofer-Zehnder[5],Viterbo[13]の結果が適用できる．そのことにより次が得られる．

命題 1.1 ~ aく 2とする． rをハミルトニアンとするハミルトン系で， r=心を洞たす周期解が少なくと

も1つ存在する．
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3 もとの系で対応する軌道

この結果をもとの系に戻したときの対応する解について考える． q= z"'でaは有理数 k/l(k,lENは互い

に素）であったので， zでみたときの各軌道について， qでは l個の軌道が対応する．

q=Oは特異点であり，解がこの点に達することを衝突 (collision)と呼ぶことにする．命題 1で得られた

（衝突しない）周期解が原点 z= 0を通過しなければ，もとの系でも周期解になる．得られた周期解が原点

z=Oを通る場合，対応するもとの解は衝突をもつ．衝突前後では Levi-Civitaの座標でみると滑らかにつな

がっている．以上より，まとめると次の通りである．

定理 2.ポテンシャル関数が (Al)の形で， fは (A2),(A3)を満たし， 1：：：： aく2は有理数とする．このと

き， a=2/(2-a)をk/l(k,lENは互いに素）とすると，そのポテンシャル系には H=hを満たす周期解

か，あるいは衝突を持つ解で Levi-Civitaの座標でみると滑らかになるような解が少なくとも l個存在する．

注意 3. 1. (Al)のポテンシャル系について，ある冗く花があって，

lim q(t) ＝ 0, q(T叫＝ 0 
t→T1+0 

を満たす解q(t)をcollision-brake軌道と呼ぶ． collision-brake軌道が少なくとも一つあることは， 0と

{q E股N¥ {O} I V(q) = h} 

を結ぶ曲線のクラスで，（2)の最小点を取ることで比較的容易に示すことができる {[6)を参照）．定理 2

で得られた解が collision-brake軌道の可能性もある．

2. q(t)が解であれば，（A3)より exp(21rik/l)q(t)も解であるから， 1個解があれば l個あるのは自明で

ある．

3.定理 2の解が衝突するかどうかは Levi-Civitaの座標で z=Oを通るかどうかに依り，判別するのは難

しい．

4．今回は特異点を滑らかにするために仮定 (A3)が必要であった． aが自然数の場合，つまり a=

(2k -1)/k(k E N)型の有理数の場合は a=kとなり仮定 (A3)は自動的に満たされる．そうでない場

合は，この仮定がないと変換後のポテンシャル関数が多価関数になってしまう．

5.今回用いた特異点の正則化は 2次元特有のもので，一般次元化は困難であると思われる．
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