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複素1次元多項式写像に対する正則運動の構成

愛媛大学理学部平出耕一

Koichi Hiraide 

Faculty of Science, Ehime University 

1次元において，多項式写像または有理写像が双曲型とは，それが有限個の吸

引周期軌道をもち，さらにそれらの吸引鉢の補集合上で拡大であるときをいう．周

知のように，双曲的写像は写像の空間において開集合をなす．一方，双曲型の桐

密性は，特に 1次元の場合において，力学系研究の中心問題の 1つである．この

問題はFatou[7]まで遡り，彼は 1920年にリーマン球面C=CU{oo}の双曲型有

理写像は有理写像全体の空間において桐密であることを予想した．これはFatou

予想と呼ばれている．この問題に対し Granczyk-Swiatek [8]とLyubich[12]は，

独立に 1997年に実数直線罠の 2次多項式写像は双曲型（実） 2次多項式写像で近

似できることを示した．その後Smale[19]は， 21世紀の数学の問題の第11問題と

して，複素平面Cのすべての複素多項式写像は同じ次数の双曲型多項式写像によ

り近似できるか，また，数直線のコンパクト区間上の任意の滑らかな写像は双曲

型写像によってび級 (r2 2)の怠味で近似できるか，を間いた．このSmaleの問

題の後半は， Kozlowski-Shen-vanStrien [11]により 2007年に問題の前半の実バー

ジョンを解決することによって肯定的に解かれた．しかし，複素の場合について

は， 2次多項式の場合でさえ未解決のままである．

このレポートでは， Fatou予想の多項式の場合に，すなわち Smaleの第 11問題

の前半に焦点をあてて考察する．すなわち，次の予想について議論する．

予想 1(Fatou-Smale) (C上の任意の多項式写像は同じ次数の双曲型多項式写像

により近似できる．

このレポートで述べる議論のアイデアは， Mane-Sad-Sullivan[13]による正則運

動(holomorphicmotion)の概念をもとにしている．かれらは正則運動の概念を導

入し，リーマン球面上の構造安定な有理写像は有理写像の全体の中で桐密である

ことを， 1987年に既に証明している．

実の場合は，繰り込み (renormalization)の手法が複素上界(complexbound)と

共に重要な役割を果たしているが(McMullen[15], [8], [12], [11]），このレポートで

は代数幾何の観点から問題を捉え，ホモクリニック類とヘテロクリニック類を利用

する．複素の場合，それらは全てジュリア集合に一致する (Julia[10], Blanchard 

[2], Milnor [17]等）． 実の場合，それらは繰り込みによって得られる部分力学系

の列に対応しており，大変有効に働くと思われる．
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1 複素多項式写像

2変数多項式写像

P: CX C→C 

を考える．第1の変数は力学系の相空間の点に対応し，第2の変数は力学系のパ

ラメータとみなす． P(z,t)は多項式環<C[z,t]の元であることに注意する．以下で

次を仮定する；

(Al) 

P(z, t) -z 

は<C[z,t]において既約である．

さらに

Pt(z) = P(z, t) = ao(t)＋叫t)z+ ・ ・ ・ + an(t)zn 

と表し，次を仮定する；

(A2) n 2: 2. 

(A3) a1(0) = 1, an(O)ヂ0, ai(O) = 0 (i -=J 1, n). 

(A4)係数多項式の次数に関し

deg(aリ2':1, deg(an) > deg(a』(0:<:::; i :<:::; n -1). 

また

廓＝｛tE <C I an(t) -=J 0かつ Pt: C→ Cは双曲型｝．

と定める．明らかにH9は

{tE<Clan(t)ナO}

の開集合である．

予想 2仮定 (A1)~(A4)の下で， H9は空でないならばCで桐密である．

命題 1予想2が正しいならば、予想1も正しい。

これは次の様に示される．次数が1以下の多項式に対し，予想1は明らかに正

しい．そこでn2':2としてよい ((A2)）．複素数の対

(a。,0:1,・ ・ ・, O:n) E cn+l 
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とおく．（A3)と(A4)が成り立つ．また， Eisenstein's criterionより P(z,t)-zは

CC[z, t]において既約である ((Al)).
絶対値 I月は十分大きいとし， cをPtの臨界点，すなわち， Pf(c)= 0とする．こ
こでプライムはzに関する微分を表す．このとき

m 1 (-＋ -） ＋ 2竺c+・ ・ ・ +n(an+~)cn-1 = 0. t't2 I'-t 

となる．もし |cl2: 1ならば， lei：：：：： 2r/l叶が成り立つ．ここで

r= I閏＋閂＋ ···+l~I
an an an 

である． しかし， I叶は十分大としているので，これは起こりえない．よって，

|c| < 1が成り立っ．したがって， leiさ(2r/It|）仕Iである．よって， O<c<lと

なる eが存在して IPt(c)I2: (1 -c)I川が成り立つ．これより

IPt(Pt(c)) I 2: ((1 -c) lant3l)m→ (X) （m → (X)） 

が得られる．故に， Pt:C→ Cは双曲型であり， H9ヂ0が成立する．
従って，予想2が正しいとすると， H9はCで桐密となる．このことから

{ (ao, a1, ・ ・ ・ , a砂ECn+1 | z → a。+a戸＋・・・十aご ishyperbolic} 

はCn+1で桐密となり，予想1が正しいこととなる．．

以下，（Al)~(A4) を仮定して，予想 2 について議論する．（Al) より P(z,t) -z 

は既約なので、代数曲線

応＝｛（z,t) E C2 I P(z, t) -Z = O}. 

はびにおいて既約である．第2座標への射影R。→ C=Cバま， 0上の有限個の
分岐点tと，％（t)= 0を満たす有限個のtを除くと， n重の被覆写像である．

点t。Eじを，％（to)-/: 0が成り立ち応→ Ctに対する分岐点でないように選

ぶ Douady-Hubbard[5], [6]の結果より

#｛吸引周期軌道｝＋＃｛中立周期軌道｝ ::;n-l
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なので， pt。の拡大固定点e。EC=Czが少なくとも 1つ存在する．ここで，＃は

要素の個数を表す．明らかに，（eo,to) ER。となる．

o op 
~{P(z, t) -z}z=eo,t=t。= （eo, to) -1 -=/-0 OZ L -,,-, -1,_,,<;-tu,,-,u OZ 

であるから， Ctにおける t。の小さな近傍D （開円板）と正則写像

e: D→ Cz 

が存在し，

(1) e(to) = ea 

(2)任意のtEDに対し， P(e(t),t) -e(t) = 0 

(3)すべてのe(t)はPtの拡大固定点
が成り立つ．このとき，写像t→ (e(t),t)は，冗。→ Ctに対する D上の1つの切

断であることに注意する．冗。は既約なので， eは定値写像にならない．また，点

t。について，第1座標への射影冗。→ C=Czの任意の分岐点z。に対し

(zo, to) t/-R。

が成り立つとする．このとき，必要ならばDをさらに小さくとるとこにより， e:

D →Czは単菓となる．

t EDを任意に取り， Czにおける e(t)の小さな近傍Utを選び，次の様に不安定

多様体を定義する；
00 

町 (e(t); t) = LJ Pt(U,か
n=O 

J(Pt)により Julia集合を表すと， e(t)E J(Pt)であるから，ある N > Oに対し，

Pド(Uリつ J(Pt)が成り立つ． Dの選び方より， Czの任意の点は例外点でないので，

wu(e(t) : t) = <CZ 

を得る．

入t= Pf(e(t)）とおくと， Dをより小さくとって，すべてのtEDに対し I入ti>

b > 1となる定数bが存在する．次の命題2より，不安定多様体wu(e(t); t)をパ

ラメータ付ける全射正則写像やt: <CZ→Czの存在が分かる．

命題 2(Poincare [18]). t E Dに対し次を満たす整関数¢t: Cz → Czがただ一つ

存在する；

(1)すべての W ECzに対し， Pt o'Pt(w)＝'Pt（入即）

(2)'Pt(O) = e(t)かつ外(0)= 1. 
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これは次の様に簡単に示される．

叫w)= ho(t) + h1(t)w十加(t)研＋・・・．

とする．条件(2)より， h0(t)= e(t)かつ柘(t)= 1を得る． 係数比較により，関

数方程式 (1)から，任意のm2': 2に対し

n 

加 (t)=炉1 こ叫t) こ 加(t)加(t)..,加(t).
t —入t

k=2 i1 +i2+…＋ik=rn 
(O'.Sij :,rn-1, j=l,2,-・・,k) 

を得る． N>nとする． b>lであるから， M>Oが存在して

n 

町 b―M+logN(M-1)-logNn{supL匝(t)I}< i. 
tED 
k=2 

が成り立つ． 1さm:<:::;Mとなる mに対し

sup lhm-1(t)I :'S cmb―mlogNm 
tED 

が成立する C>0を選ぶ．このとき，すべてのm2: 1に対し上の不等式が成り立
つことが帰納法により確認できる．このように，¢バま整関数である．故に，命題

2が成立する．

多変数正則写像の標準的議論により（例えば， Cartan[4]を見よ），写像(w,t)→ 
叫w)は正則であり， e(t)の近傍でcp-;1(e(t))= Qを満たす逆写像石-1が存在し写
像(z,t)→外-1(z）はでにおける (eo,to)の近傍で正則であることが分かる．

安定集合を

W8(e(t) ; t) = {z EC I p~叫z) → e(t) (m→ CX)）｝． 

によって定義する． e(t)は拡大固定点なので， W8(e(t); t)は加算集合であること

が容易に分かる．

共通部分

町 (e(t); t) n W囁(t);t) ¥ {e(t)} 

の点zはe(t)に対するホモクリニック点である． pt刈z)= e(t)を満たす最小の
N>Oをとる．もし点列

{z, Pt(z), ・ ・ ・, Pt-1(z)} 
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の中に少なくとも一つptの臨界点が存在するならば， zはe(t)に対するホモクリ

ニック接触の点と呼ぶ．

代数曲線
8 

C。=｛(z, t) E C2 I ~ P(z, t) = O}. 
8z 

を考える． 第2座標への射影C。→ Ctは，分岐点あるいは％（t)= 0となる有

限個のtを除いて， nー 1重被覆である．仮定(A4)より羞P(z,t)はz-cの形の

因子を持たない．ここで cは定数である．従って， C。→じはCt上で定値な切断

を持たない．以下で，点t。は上で述べた選択に加えて， C。→gの分岐点でもな
いとする． Dは開円盤（従って単連結）なので， C。→じはDで丁度(n-1)個の

切断を持ち，それらは全て定値写像でない．さらに，点t。は，第1座標への射影

C。→CZの任意の分岐点zoEC= Czに対し

(zo, to) rf_ C。
を満たすように選ばれているとする．従って， Dは小さく選ばれているので， C。→

Cバこ対する D上の切断は全て単葉となる．

各m~O に対し，解析曲線

Cm= {(Pt(z), t) E C2 I (z, t) EC。}.

を定義する．第2座標への射影Cm→Cは，有限個の点を除いて，高々(n-1)重被
覆である．

命題 3 任意の m~O に対し CmnR。は有限集合である．

実際，もしCmn応が集積点をもちそれが分岐点上にないとすると， Ctの空で

ない開部分集合Uが存在して， Cm→ CtとR。→ Cバま U上で同じ切断を持つ．

冗。は既約なので，解析接続により冗。 CCmを得る．これは矛盾である．従って

CmnR。は高々可算である．もし (w,t) E Cm n R。とすると， W ＝Pt呵z)となる
z E (CZが存在し，代数方程式

a 
元P(z,t) = 0, P(Pt(z), t) -P~叫z) = 0 

が成り立つ．故に，そのような点(z,t)は有限個でなければならない(cf.Hartshorne 

[9]）．従って，証明が完了する．

集合

A=  {t ED  I e(t)に対するホモクリニック接触の点が存在する｝

を定義しよう．このとき，次が成り立つ；
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命題 4じにおける Aの閉包の内部； int(A)は空集合である．

これは次の様に示される． int(]）ヂ 0を仮定する． t1E An int直）を取ると，
e(t1)に対するホモクリニック接触の点zが存在する．このとき， zから e(t1)まで

の軌道の中に臨界点c(t1)がある．ここで， C:D→ CzはC。→巳に対する D上

の 1 つの切断の第 1 座標である． Pt~(c(t1)) = e(t1)となる N>Oを選ぶ． 命題
3より，写像

t → Pド(c(t))-e(t) 
はD1C int（冗）を満たすれの小さな近傍D1上で開写像である．従って，写像

t → cp[1(P汽c(t)))

もまたD1上で開写像である．すべてのe20に対し

叫心；1（pt汽c(t))))= P,戸 (c(t))

でありまた囚＞ b>lであるから，孔： Cz →Czが全射という事実より，

{Pド十£(c(t))It E D1, e 2 O} 

は Cz に一致することが分かる．従って， t~ E D1とe20が存在して， PtfH(c(tD)= 
c(t~) が成り立つ，すなわち， Pt~ は超吸引周期点 c(t~) をもっ． D2 C D1 となる t~

の近傍D2を小さく選ぶと，すべてのtE D2に対しc(t)はPtの吸引周期点の鉢に
含まれる．

D2 C int（冗）であるから， t2E An D2が存在する．従ってe（わ）に対するホモク

リニック接触の点を取ることが出来る．従って，上記の議論を繰り返して，円盤

の列

D1 ~ D2 云・・・~ Dn. 

が得られる．このとき， tE DnならばPtの臨界点は全て吸引周期点の鉢の中に含
まれる．これはDnn A# 0に矛盾する．故に，証明が完了する．

e(t)のホモクリニック類を

ふ＝町（e(t); t) n wu(e(t) ; t) 
= W8(e(t) ; t), 

で定義する．次は簡単に得られる．

命題 5ふ＝ J（Pか
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2 予想2の簡約

集合

B = {t ED I AtはBの臨界点を少なくとも 1つ含む｝

を定義する．明らかに， AcBが成り立つ．

予想 3int(B) = 0. 

予想2は次の様に予想3に簡約される．

命題 6予想3が正しければ，予想2は正しい．

実際，

Bglobal = {t E (CI an(t)ヂ0を満たしふはPtの臨界点を少なくとも 1つ含む｝，

と定めると， t。は任意に固定さた点であるので，予想3が正しければ， int(Bglobal)= 
0が成り立つ． q(t)を周期 mのPtの放物型周期点とすると， q(t)Eふであり，
(Ptm)'(q(t)）は1の幕根である．一方， 仮定 H~ ヂ 0 より，それは t に関し一定で

ない．よって，％（t)=/= 0であり Bは放物型周期点をもつという条件をみたすCt
の点 tの集合をアとすると， Pは高々可算な集合である．故に

(Ct ¥ (BglobalリP)

はCtにおいて桐密となる． Sullivan[20]の結果より

麻＝Ct¥ (Bglobal U P U { t E Ct I an (t) = 0}) • 

であるから，予想2が成立し，証明が完了する．

3 正則運動の構成

予想3について議論するために，以下においてint(B)-/-0を仮定する．
命題4より D'Cint(B)であり D'nA= 0を満たす開円盤D'を取ることが出来
る．このとき，任意のtED'とm20に対し，逆像pt-m(e(t)）はPtの臨界点を含
まない． e:D→Cバま単菓なので， e(D')は開円板であり正則な逆写像

e―1: e(D')→D' 
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が定まる．従って，各zE e(D'）と m2:0に対し wに関する代数方程式；

pe四只zi(w)= z 

は炉個の解を持つ．固定された zE e(D'）に対し，各解wはPe匹l(z): (C→ Cの
臨界点でないから，

゜~{P,:"i(z)(w) -z} = (P;'1(zi)'(w)-/= 0 aw 

が成り立つ．従って，各解は互いに異なり，そしてまたそれらは， e(D'）が単連結

であることより， e(D'）上の丁度nm個の正則写像により表される．混乱のないか

限り，その各々の正則写像を同じ記号

Pe-=_~: e(D'）→CZ 

でそれぞれ表す． P：？の微分は

(Pe二？）＇（z)= 
1一羞（ptm)(P,言(z))lt=e-l(z)(e―1)'(z)
(Ptm)'(Pe二？（z))lt=e-l(z)'

となり，従ってP:？は一般に臨界点を持ち得ることに注意する．
すべての tED’ に対し無限遠点ooはPtの超吸引固定点なので，命題5より
{At It ED’}は一様有界な集合族である．故に， Mantelの定理によって上で定め

た正則写像全体

F = { pe-::_r;i : e(D')→<Cz Im 2: O} 

は正規族となる．

t'ED'を1つ取って固定する． c(t'）は心の中の臨界点とする．ここで， Cは

C。→Ctに対する D上の1つの切断の第1座標である．命題5より点c(t'）と有限
集合pt戸'(e(t'））の間の距離（最短距離）は， m→ooのとき， 0に収束する．従っ
て， rの部分族

{Pe—炉： e(D') → CZ 10く叫＜叫<...} 

を選んで，それがQ(e(t'))= c(t'）を満たす正則写像

Q: e(D'）→CZ 

に収束するように出来る．このとき， D'上で

Q oe = c (1) 
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が成り立っ．実際，もし成立しないとすると， Qoe-cはD'上で開写像で零点を

持つ．従って，

Pe二炉 oe-C 

もまた十分大きな miに対しD'上で零点を持つ．これはD'nA= 0に反する．故
に関係式 (1)がD'上で成り立つ．関係式（1)より，上の正則写像Qは単葉であ

り，また点t'において関係式 (1)が成り立つと仮定して， Qはrの部分族の取
り方に依存しないで定まる．

上と同様にして，各点 zE心に対し，点 zと有限集合 Pt-;叫e(t'）)の距離は

m→00のとき 0に収束するので， Qz(e(t'))= zを満たす正則写像

Q2: e(D')→CZ 

がrの部分族を選ぶことにより定まる．更に，各QバまQ2(e(t'))= zが成り立つ
として， rの部分族の選び方に依存せず定まる．
写像Mt':D'X At'→CZを

Mt1(t,z) = Qふ(t)).

により定義する．このようなMyは正則運動と呼ばれる (cf.Mane, Sad and Sullivan 

[13]）．構成より次が分かる；
(1) {t'} x At,上で

Mt1(t', z) = z 

(2)すべてのtED’ に対し

Mt1(t,At1) = At 

(3) Zj→ zならば QZj→Qz
(4) Mt'はD’上で Pと両立する，すなわち，すべてのtED'とzE At'に対し

Pt o Mt,(t, z) = Mt1(t, Pe(z)) 

上の性質(4)から， ptと凡のJulia集合へのそれぞれの制限は位相共役であるこ

とが得られる．また，上の性質(3)から次が得られる．

命題 7Qzが定値写像となる点zの全体はAt'の閉集合を成す．

以下において， Eにより次の条件の少なくとも 1つを満たすCtの点tの集合を

表すことにする；

(i) an(t) = 0 
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(ii) tはR。→ CtあるいはC。→Ctに対する分岐点

(iii) (z, t) ER。を満たす応→ Czに対する分岐点zが存在する

(iv) (z, t) EC。を満たすC。→ Czに対する分岐点zが存在する

Eは有限集合であることに注意する． Dの選び方より DnE=0が成り立つ．

従って， D'nE=0である． CハEの領域Dmaxを
{tECハEIAtはPtの臨界点を少なくとも 1つ含む｝

の内部のD'を含む連結成分として定義する．このとき， Mt'を解析接続して極大

な正則運動

M:丘二 XAt,→ Cz 
---＿ -

が得られる．ここで， DmaxはDmaxの普遍被覆空間である．

予想3についてさらに議論を進めるためには， H9ヂ0を仮定する必要がある．
そのとき， DmaxnH芦＝ 0なので，境界8Dmaxはこを 2つの領域に分ける． 1
つは Dmax 自身であり，他の 1 つは H~ を含む．以後の議論については，機会を改

めて報告する．
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