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概要

Paine紅 6写像と suspensionの構成は互いに「逆」として紹介されることもあるが，それはどのように解釈す

べきであろうか？本稿ではこの疑間への回答として，力学系のなす圏を適切に設定すれば，これらは随伴関手の

組をなすことを示す．まず， Poincare写像の構成を位相多様体上の連続な flowに一般化し，大域的な Poincare

sectionをもつ flowのなす圏を定義する．その上で， Poincare写像と suspensionの構成の関手性を示す．さら

に，これらが随伴となるための条件を考えることで，位相共役よりも弱く位相同値よりも強い flowの射の定義が

自然に導かれる．なお，本稿の内容は [6]に碁づく．

1 はじめに

Poincare写像と suspensionは力学系の韮礎的な構成法の例であり，これらは互いに「逆」の構成として紹介され

ることもある．すなわち， Poincare写像をとることにより flowの力学系から写像の力学系を作ることができ，逆に

suspensionをとることで写像の力学系から flowの力学系を構成することができる，と説明されるわけである．しか

し， Poincare写像と suspensionはどのような意味で，どの程度「逆」なのであろうか．

この点に関して，まず， Poinc紅 6写像と suspensionの関係については（可微分の場合）次のことが知られている．

• 2つの微分同相写像が位相共役であれば，それらの suspensionは位相共役 (Proposition5.38in [3]). 

• Poincare sectionをもつ flowはその Poincare写像のsuspensionと局所的に位相同値 (Theorem5.40 [3]). 

•コンパクト多様体上の微分同相写像はその suspension の Poinc皿6 写像と位相共役 (Proposition 3.7 in [4]). 

また，大域的な Poincaresectionをもつ flowについては次が知られている．

• 2つの flowの位相同値性は Poincare写像の位相共役性で判定できる (Theorem1 in [1], Proposition 1.11 

in [5]) 

•大域的な Poinc紅e sectionをもつ flowはその Poincare写像のsuspensionと位相同値(Theorem3.1 in [7]). 

こうした結果は Poincare写像と suspensionの構成が「よい」圏論的な性質を持つことを示唆しており，これらの

構成を通して写像の力学系と flowの力学系の関係を正確に述べることが可能ではないかと思われる．そこで本研究

では力学系のなす圏を相空間が位相多様体である場合について考察し， Poinc紅 6写像と suspensionの構成について

どのような圏論的性質を持つのかを調べたい．

以下，圏論の概念の定義や記法については [8]などに準拠する．

2 いろいろな力学系の圏

以下，位相多様体は第二可算かつ Hausdorffを仮定する．

定義 2.1 写像の力学系とは（境界を持たない）位相多様体X と同相写像f:X→Xの組 (f,X)と定義する．写
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像の力学系の射 h:(f,X)→ (g,Y)とは連続写像h:X→ Yでhof=gohとなるものと定める．

力学系の射の概念を定義する際，写像の場合と違って Flowについては多少選択の余地があることに注意する．

定義 2.2 Flowとは（境界を持たない）位相多様体X と連続写像i[>:XX  ll→ Xの組（屯X)で次を満たすもの

と定める．

1. 各x€ Xについて i[>(x,O)=x. 

2. 各x€ X とs,t€ Rについて i[>(i[>(x,t), s)＝i[>(x, t + s). 

Flowの射 h:（屯X)→ (¥Jl,Y)とは連続写像 h:X → Yで任意の XEX とtE llについて h(i[>(x,t))= 

<[>(h(x),t)となるものと定義する．

Flowの弱い射 (h,r):（屯X)→ (¥Jl,Y)とは連続写像h:X→ Yと写像r:Xx良→政の組で次を満たすもの

である．

1. 任意のxEXとt€股について h （i[>(x,t)) = ¥Jl(h(x),r(x,t)). 

2. 任意のxEXについて r(x,-)：恥→民は単調に増加する同相写像でr(x,O)= 0を満たす．

補題 2.3 以下の各組み合わせは射の合成を写像の合成で定義したとき圏をなす．

1. 写像の力学系とその射．

2. Flowとその射．

3. Flowと弱い射．

上記のそれぞれを写像の力学系の圏 Map,flowの圏 Flow,弱い射による flowの圏 WF!owと名付ける．

FlowはWF!owの部分圏．包含関手を I:Flow→ WF!owとする．

Map, Flowでの同型は位相共役と呼ばれる． WF!owでの同型は位相同値という．これらは通常の用法と一致

する．

3 Poincare写像と Suspension

さて， Topologicalmanifold...tの連続な flowについて Poincare写像を考えたいが，今回の設定では可微分構造

が使えないので少し工夫が必要である．

まず， Topologicaltransversalityという概念を [5,2]に基づき次で定義する．

定義 3.1 （屯X)をn次元位相多様体X上の flowとする．境界を持たない部分多様体sexが①にtopologi-
cally transversalであるとは，

1. sは余次元 1でlocallyflat. 
2. 各 xESに対し， X における xの近傍 Uで単位球 Be股n と同相で，その同相写像により unsc::c 
Bn股n-1X {O}となるものが存在． さらに，ふ(x)> 0とふ(x)< 0が存在して <I>(y,［ふ(x),O)）と

<I>(x,(0，ふ（x)］）はそれぞれ U¥Sの異なる連続成分に含まれる．また <I>(x,［ふ(x)，ふ(x)]))n S = {x}. 

3. 各x€ Sに対し， xの近傍VcUと8>0が存在して，任意のyEvnsに対しふ(y)> 8かつと(y)< -8 
となる．

4. 各yEXとa,bE股に対し， <I>(y,[a, bl) n SはSでコンパクト．

次の性質は横断性として期待されるものである．

補題 3.2 （屯X)をflow,SC Xは0にtopologicallytransversalとする．このとき，任意の x€ S と€ ＞ 0に対
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して， 1のXにおける近傍Vが存在して
<l>(y, [-E, El) n S-/-0 

が任意の yEVについて成り立つ．

また， Topologicallytransversalの条件 (3)により非常に頻繁に「戻ってくる」ような点の存在も除外される．

補題 3.3 （<I>,X)をflow,SC  X はのに topologicallytransversalとする．任意の点 xESについて， n→ 00の
とき％ →xかつ tn→0となる点列％ ES,tn > 0での（咋，tn)ESとなるものは存在しない．

ここで次のように定義する．

定義 3.4 (<I>,X)をflowとする部分多様体sexがglobalPoincare sectionであるとは次が成り立つこと

と定義する．

1. sは<T>に匹曲邸叫ytra皿噸叫

2. 各xEXに対し， t+> 0とt_< 0が存在して <T>(x,t+) ESと<T>(x,L)ESが成り立つ．

•例えば， R 上の flow 1J(s, t) := s + tはglobalPoincare section Z c JR.をもつ．

• global Poincare sectionをもつ flowは平衡点を持たない．

•平衡点を持たない滑らかな flow は相空間がコンパクトであれば global Poincare sectionをもつ．

これらの定義のもとで，次の結果が得られる．これはよく知られた結果の一般化である．

定理 3.5 （心X)を flow,S C X は①に topologicallytransversalとする．点 XoE Sについて虹＞ 0で

<I>(xo, t+) ESとなるものがあれば， Xoの近傍 Uと連続写像P<T>:uns→ SとT<I>:uns→(0, oo)が存在し
て，各xEUnSについて

P<I>(x) = <I>(x, T<1>(x)) 

が成り立つ．また， 0< t < T<1>(x)については <I>(x,t)r/. Sである．さらに SがglobalPoincare sectionであれば，

P<I>はS全体で定義された同相写像である．

（証明の要点） P<I>とT<1>がx。の近傍 unsで定義できることが先ほどの補題よりわかる． T<1>:UnS→(0,oo) 
の連続性については，任意の xEUnS と€ ＞ 0に対し， xの近傍いで任意の yE U1に対し

<I>(y, [T<1>(x) -E, T<1>(x) + El) n Sヂ0

となるもの， xの近傍島で任意の yE U2 n Sについて

<I>(y, (0, T.以x)-t)) ns = 0 

となるものの存在を示す．これらより

T<1>(x)一t<:'.T(y)<:'.T<1>(x)+t

という形の評価を得ることができる．

Global Poincare sectionの取り方は一意的ではないので， flowとsectionの組は弱い射によって保存されるとは

限らない．しかし，もし保たれているならば，次が成立する．

補題 3.6 （屯X)と（並Y)をそれぞれglobalPoincare section S, S'をもつflowとする．（h,T):（屯X)→(iJi,Y) 
を弱い射とする．

1. もし h(S)c S'ならば任意の xESについて T,i,(h(x))<:'. T(x,T.叫x)).

2. もし h-1(S')Csならば任意の XEh-1(S'）について T(X，店（x))<:'.T,i,(h(x)). 
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特に， s= h-1(8')ならば任意の xESについて T,i,(h(x))= T(x, T'"'(x)). 

これを用いて次を得る．

補題 3.7 (<I>,X)と('11,Y)をそれぞれglobalPoincare section S, S'をもつflowとする．（h,T):（屯X)→ （'11,Y) 

を弱い射で h-1s1= Sとなるものとする．このとき Mapの射his:(P屯S)→ (P¥J!,S')がhのSへの制限で得

られる．

以上を踏まえて次のように定義する．

定義 3.8 （屯X)と('11,Y)をそれぞれ globalPoincarc section S, S'をもつ flowとする． WF!owの弱い射

(h,T):（屯X)→ （屯Y)がglobalPoincare sectionを保つとは， s= h-1(8'）となることと定める．

Global Poincare sectionをもつ flowの圏 FlowGSはglobalPoincare sectionをもつ flowを対象， global

Poincare sectionを保つ Flowの射を射とする圏と定義．

同様に， globalPoincare sectionをもつflowを対象， globalPoincare sectionを保つWFlowの射を射とする圏

WFlowGSが定義できる．

WFlowGSやFlowGSの対象は（屯X,S)と書く．

以上の設定のもとで， Poincare写像の構成について次のことがわかる．

定理 3.9 Poincare写像の構成は WFlowGSについて関手的．すなわち，関手P:WFlowGS→ Mapが次で

定義できる．

• WFlowGSの各対象（屯X,S)に対し P（屯X,S)=(P屯S).

•各射 h: （衝， X1 ，ふ） → （動，X2ふ）に対し P(h)= his, : (P州ふ） → （P動，S叫．

系 3.10 Poincare写像の構成はFlowGSについて関手的．

次にsuspensionについて考えたい．まず表記を定めるために， suspensionの定義を述べる．

定義 3.11 f: X→ Xを位相多様体X上の同相写像とする．写像fのmappingtorus X fとは次で定まる多様体

のことである．

ふ：＝ Xx[O, 1]/ ~. 

ただし～は任意の XEXに対し (x,1) ~ (f(x), 0)となる最小の同値関係である．また，各点を同値類に移す自然
な全射町： Xx[0,1]→均が存在する．均の点はxEX, 0 st< 1として [x,t]の形で表記する．

定義 3.12 写像の力学系 (f,X)に対し，（f,X)のsuspensionflow Ef : X f x政→均は

区f([x,t], s) := [r(x), s + t -n] 

で定義する．ただし， xEX, 0 st< 1でnEZはs+t-l<nss+tとなる整数である．

Suspension flowの構成については次のことがわかる．

定理 3.13 Suspension flowの構成は関手的． すなわち，関手E:Map→ FlowGSが次により定義される．

• Mapの各対象 (f,X)に対し，双f,X)＝（幻f,Xゎ(X1)0)-

• 各射h:(f,X)→ (g,Y)に対し，

P(h) = h:（幻f,Xゎ（ふ）o）→ （刃g,Y9, (Y9)o)-

ただし h([x,t])= [h(x),t],（ふ）o= {[x,O] Ix EX}, (Y9)o = {[y,O] I y E Y}. 

関手P:WFlowGS→ MapとE:Map→ FlowGSの存在から次が従う．
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定理 3.14 以下が成立する．

1. Global Poincare sectionをもつflowが位相同値であれば， globalPoincare sectionの組でPoincaremapが

位相共役になるものが存在する．

2. 2つの写像の力学系が位相共役であれば，その suspensionflowは位相共役である．

さてここで， Poincare写像と suspensionはどの程度「逆」なのかという疑問に戻りたい．逆操作であれば当然，

Poincare写像の suspensionと元の flowはある意味で一致することが期待される． しかし，これらは必ずしも位相

共役ではなく， したがってこの意味では「逆」とみなすことはできない．一方，位相同値性は示すことができる．

補題 3.15 自然変換 (k,T):II:PI→Iが次のように定義できる． すなわち， FlowGSの各対象（屯X,S)につ
いて， 

k⑲,x,sJ([x,t]) := cI>(x,tTg,(x)) 

T⑲,x,s)([x, t], s) := 1s十tぬ (x)(u)du-tT4>(x) 

゜と定める．ただし XES, 0 :s; t < 1で，

脳（x)(u):=Lい(P<I>)'(x))X[i,i+I)(u).
iE:I: 

X[9,9+1)は[i,i+ 1)のindicatorfunctionである．

より強く， Invarianceof domain theoremを使うと (k,-r):J口PI→Iが自然同型であることがわかる．よって，

系 3.16 (<I>,X,S)がglobalPoincare sectionをもつflowであれば，（<I>,X,S)は四P(<I>,X,S)と位相同値．

また次も成立する．

補題 3.17 自然変換l:lMap→PI刃が各xEXに対して

lu,x)(x) := [x,O] 

で定義できる．

これらの結果はFlowGSより大きく WFlowGSより小さい圏で， Poincare写像の構成と suspensionの構成が

随伴になるものがあることを示唆している．そこで次のように定める．

定義 3.18 WFlowGSの弱い射 (h,a):（虹X1,Sり→ （％ふふ）がrate-preservingであるとは，

び（的(x,t立 (x)），Js+t厖 (x)(u)du-t互 (x))

= Js+t恥 (h(x))(u)du-tT<1>2 (h(x)) 

が任意の xE S1, 0 :'o t < 1, s E JRについて成り立つこと．ただし， R配と R動は先ほどの補題のもの．

補題 3.19 WFlowGSの恒等射はrate-preserving.またrate-preservingな射の合成はrate-preserving.

よって対象を WFlowGSの対象，射を rate-preservingな射とすることで瀾RWFlowGSが定義される．包含関

手を 1-:FlowGS→RWFlowGS, J+ : RWFlowGS→WFlowGSとすると I=J+Jーである．
さらに次もわかる．

補題 3.20 （屯X,S)をFlowGSの対象とすると， 弱い射 (k,T)（<I>,X,S) : I~PI（屯 X,S) → （屯x,s)はrate-
preservmg. 
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以上により次を得る．

補題 3.21 自然変換 (k,r):J-~pJ+ → lRWFlowGS が (k,r): I口PI→Iの制限により定義できる．

今までに得られた結果を組み合わせると次の結果を得る．これがPoincare写像と suspensionはどのような意味

で，どの程度「逆」なのかという疑問に対する（一つの）答えである．

定理 3.22 J-~ ---j pJ+. 

系 3.23 MapとRWFlowGSは圏として同値．
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