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1. はじめに 

 

 動径基底関数（Radial Basis Function: 

RBF）を用いた偏微分方程式の解法（RBF 手

法）はいかなる幾何学形状に対しても自由な

節点配置が可能であり、一般的に用いられる

スペクトル手法と精度で競合できることから

注目されている。近年、大規模なシミュレー

ション用に軽量化された RBF 手法として

RBF-generated finite difference （RBF-FD）

が提案されている。RBF-FD は内挿に用いる

節点を近傍の節点だけに限定することで大幅

な計算量の削減を行っている。しかし、RBF-

FD は大幅な計算コストを削減が可能である

一方で RBF 手法の特徴であったスペクトル精

度が失われ、高次の代数的収束になる (Flyer 

et al. 2012) 。スペクトル精度を失わずに計算

を行う手法として、内挿行列の疎行列化 

(RBF-GAS) が榎本 (2019) で提案されてい

る。榎本 (2019) では疎行列化された行列によ

る線形システムの計算時間が検証され、高速

化が報告されている。 

 そこで本研究ではオイラー移流の RBF 浅水

波モデルに対して RBF-GAS を適用し、RBF-

GAS の精度と安定性を調べる。また、この研

究では新たに RBF の形状パラメータの決定方

法を提案し、一定の形状パラメーターの精度

と安定性を検証するために、Williamson et al. 

(1992)のテストケースを行い、その結果を示

す。 

 本稿の構成は以下のとおりである。第２

節で RBF について、第３節で形状パラメー

ターに関する問題と決め方、第４節でテス

トケースとその結果について述べ、第５節

で研究結果をまとめる。 

 

2. RBF 

 

 この節では RBF 手法について述べる。まず

は RBF を用いた内挿について，次に空間微分

の離散化について述べる。 

 

2.1 RBF 内挿 

関数𝑓(𝑥)の RBF 内挿は以下の式で示される。 

 

 𝑓(𝑥) ≅ 𝑠(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝜙(𝑟𝑖)𝑁
𝑖=1  (2.1) 

ここで、𝑠(𝑥)は近似値、𝑁は節点数、𝑐𝑖は重

み、𝜙は RBF、𝑟𝑖 = ‖𝑥 − 𝑥𝑖‖は節点𝑥𝑖から内

挿する𝑥までの距離である。 

 RBF を用いた内挿の手順は次の通りである。

まず内挿点𝑥とデータ点𝑥𝑖間のユークリッド距

離𝑟𝑖を計算し、RBF𝜙を計算する。次に𝑥𝑖にお

けるデータが𝑓𝑖で与えられるという選点条件

を課すことで重み𝑐𝑖を決める。選点条件はデ

ータ点に対する内挿が残差０になるように重

み𝑐𝑖を決める条件である。これは以下の連立

方程式を解くことと等価である。 

𝑨 [

𝑐1

𝑐2

⋮
𝑐𝑛

] = [

𝑓1

𝑓2

⋮
𝑓𝑛

] (2.2) 

ここで，𝐀は要素が𝐴𝑖,𝑗  = 𝜙(‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖)で内

挿行列と呼ばれる。 

 

2.2. RBF-GAS 

 RBF-GAS は基底に Gaussian RBF（図１）

を用いる。 

 

Gaussian RBF (GA) 
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𝜙 = 𝑒−𝑟2𝜀2
 

𝜀は RBF の形状を決めるパラメーターであ

り、𝑟は節点間距離である。𝜀を大きく取る

ことで、内挿行列（𝐴𝑖,𝑗 = 𝜙𝑖,𝑗）で 1 付近の値

を取る要素数を減らす。閾値以下の値を 0 に

置き換えることで、内挿行列を疎行列化す

る。これは内挿（2.1）の展開項を減らすこと

を意味し、RBF-FD とは違い、影響の小さな

項だけを取り除く。 

 
図 1 Gaussian RBF。横軸縦軸はそれぞれ

距離と GARBF の値である。 

 

2.3. 空間微分の離散化 

 Flyer and Wright (2009)において定式化

された手法について述べる。RBF 手法は微

分行列𝐷𝑁を計算し、空間微分の離散化を

𝐷𝑁𝑓の行列ベクトル積で行う。今回は勾配

計算を例に微分行列の計算方法を述べる。

データ点に対する内挿式を用いる。内挿式 

(2.1) を両辺𝑥で微分し、要素ごとに書くと 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= ∑ 𝑐𝑖

𝜕𝜙(𝑟𝑖)

𝜕𝑥

𝑁

𝑖=1

 

である。式 (2.2) から重み𝒄 = 𝑨−𝟏𝒇なので 

𝜕𝒇

𝜕𝑥
= 𝑩𝑨−𝟏𝒇 = 𝑫𝑵𝒇 

𝐵𝑖,𝑗 =
𝜕𝜙(𝑟𝑖,𝑗)

𝜕𝑥
 

である。 

3. 形状パラメーター𝜀の決定方法 

 

 RBF 手法は形状パラメーターによって精度

と安定性が決定する。GA は𝜀を小さく取るこ

とで精度が改善し、大きく取ることで安定性

が向上する。しかし、一般的に最適な𝜀を決定

する手法は存在しないため、目的に沿った𝜀の

決定方法が必要である。 

 

3.1 GAS 用の形状パラメーター𝜀 

 GAS では内挿行列を疎行列化しながら、ス

ペクトル精度を達成するように εを適用する

必要がある。言い換えると次の２つの要素を

満たす必要があると考える。 

１）内挿行列𝐀が疎である。 

２）節点数の増加に対して内挿に使う節点

数が増加する。 

１）は GAS の性質を満たすためであり、

２）はスペクトル精度のためである。２つ

の条件から今回は内挿に用いられる節点数

がおよそ√𝑁になるように以下の式で𝜀を決

定する。 

𝑠 = GA(𝑟𝑚) = 𝑒−𝑟𝑚
2 𝜀2

↔ 𝜀 =
√− log  𝑠 

𝑟𝑚
 

𝑠は内挿行列𝑨の要素を０に変える閾値、𝑟𝑚

は最近傍√𝑁個の節点の中で最も遠い節点の

距離である。 

 

4. 実験と結果 

 

4.1. 局所的な非線形地衡流 

 本テストケースは Williamson et al. 1992 の

case 3 にあたる。中緯度でジョットが存在し、

ジェットに対して地衡風平衡が成り立つよう

に深さℎが定義される（図２）。テストは定

常状態の維持を検証するものである。よって

厳密解は初期値である。精度検証では異なる

節点数において誤差の低下率を検証した。安

定性の解析は浅水波方程式を線形化し、平衡
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状態にある速度と深さを与え、摂動を加えた

際の安定性を検証した。安定性の比較対象は

Flyer and Wright (2009)で定式化された RBF

浅水波モデル(Global RBF)と比較した。 

 
図２ （上）深さℎと（下）風速𝑢。予報変

数は全て東西一様な分布。 

 

4.2 誤差の収束性 

 図３に節点数ごとの誤差を示す。今回提

案した𝜀では誤差は∝ 𝑒−√𝑛/9で収束する。一

定の𝜀ではおよそ∝ 𝑒−√𝑛/4で収束するため、

収束性は低下したが、目的である指数関数

的な誤差の収束は保たれている。 

 

図３ 誤差の収束性。節点数は

1849,2500,3600,5041。 

 

4.3. 固有値解析 

 表１に安定領域外の最大増幅率を示す。

実験設定は共通であり、𝑁 = 5041, 𝜀 = 10.8

である。最大増幅率に差は見られなかっ

た。 

 

表１ 最大増幅率の比較。 

 
 

5. まとめと課題 

 

 今回は GAS に適用するための𝜀を考案

し、浅水波モデルのテストケースにおいて

精度と安定性を検証した。誤差の収束性は

∝ 𝑒−√𝑛/4から∝ 𝑒−√𝑛/9の低下が見られたが、

目的であった指数関数的な誤差の収束は達

成している。安定性の解析では Global RBF

と安定性を比較し、変化しないことを確認

した。以上のことから今回提案した𝜀の決定

方法は GAS に適用できる手法であることが

示された。 

 今回の発表で提案された𝜀における RBF-

GAS は高精度な一定の𝜀の実験結果と比較

しても精度は悪化したが、スペクトル精度

を維持でき、Global RBF と安定性を比較し

ても差はない事が示された。一方で大気大

循環モデルにおいて重要視されている保存

性の検証は行われていない。今後の研究で

はより節点数の多い実験において保存性の

検証が必要である。 
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