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離散的な曲面の幾何学的不変量を用いた膜構造の形状設計

SHAPE DESIGN OF MEMBRANE STRUCTURE 

USING GEOMETRIC INVARIANTS OF DISCRETE SURF ACE 

早川健太郎＊1' 大 崎 純＊2

Ken taro HAY AKA WA and Makoto OHSAKI 

Optimization procedures are proposed for design of frame-supported membrane structures. A developable, a皿血叫， andtheir intermecliate 

surfaces are chosen as the target surfaces. The surface is曲 cretizedinto triangular faces. The developable and the minimal surface are generated 

by minimizing the errors of Gaussian curvature and mean curvature, respectively, and the intermecliate surface is obtained by solving a 

multiobjective optimization problem. It is shown in the numerical examples that the intermediate surface can have better pe廿ormancesthan the 

m面m叫anddevelopable surfaces in view of stress曲 tributionin the self—equilibrium shape generated from plane membrane sheets. 
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1. はじめに

大空間を覆う建築の膜構造に用いられる膜材は，圧縮力や而外せ

ん断力，面外曲げモーメントに抵抗できず，応力集中や応力分布の

ばらつきによってしわが発生しやすいため，一様な而内の引張応力

状態を実現することがのぞましい。そのため，周囲を骨組で支持さ

れた一般的な骨組膜構造の設計においては，与えられた境界条件等

を満たす等張力曲面を求め，測地線方向等に裁断線を決定する1-3)。

等張力曲面は同一の境界条件において表面積を最小化する極小曲面

と等価なため，膜構造の原型曲面（釣合い形状の目標とする曲面）

には極小曲面が広く用いられている4)。石原ら5)や八木ら6)は，三角

形要素により離散化された曲面の節点に3自由度を与え，曲面の面

積を最小化することで極小曲面を得る数値解法を提案している。一

方，節点に3自由度を与えた形状解析は不安定になることがあるた

め，鈴木ら7)は節点の自由度を低減することで解析の安定化を図っ

ている。また，川口ら8)は付帯条件を導入した極小曲面を一般化最急

降下法により簡便に求める手法を示している。しかし，膜構造が平

面膜を接合して生成されるのに対し，極小曲面は一般に平面に展開

することができず，理想的な応力状態を実現する膜の裁断図を得る

ことは困難である。

上記のような問題点を解決するため， 目標とする等張力状態に近

い釣合形状を実現する裁断図を最適化手法により生成する方法が提

案され，応力状態を大きく改善している9-11）。しかし，最適化の各ス

テップで非線形解析により釣合形状を求め，裁断図を最適化する手

法は計算コストが非常に大きい。

極小曲面を平面膜から生成することが困難であるのに対し，可展

面は而内変形をともなわずに平而に展開でき，平而膜から曲げ変形

のみによって曲面を生成できる。ただし，可展面はガウス曲率が0で

あり等張力状態を実現することはできない。そこで， Cuiand 

Ohsaki12, 13)は可展面と極小曲面の中間的な性質をもつ曲面を生成

し，膜構造の原型曲而に用いることで，簡便に等張力に近い状態を

実現する膜の裁断図を得る手法を提案している。この手法では， n次

Xl次のベジエ曲面14)を接続し，膜構造の原型曲面としている。その

ため，各曲面の境界の少なくとも2辺は直線であるという制約があ

る。また，ベジエ曲面のようなパラメトリック曲面を用いた場合，

少ない変数で曲面を表現できる一方，任意の形状を表現することは

できないという課題がある。

文献5~8)のように離散化された曲面（離散曲面）の頂点（節点）座

標を変数とすると，曲面形状のパラメータ化が不要であり任意の曲

面形状を扱うことが可能である。しかし，文献5~8)で示されている手

法は可展面等の極小曲面以外の曲面を扱うことはできない。一方，

離散微分幾何学15)において離散曲面のガウス曲率や平均曲率などの

幾何学的不変量が定義されており 16), これらを用いることで，頂点

座標を変数として可展面や極小曲面などのさまざまな曲面形状を得

ることができる。下田ら17)は離散曲面の平均曲率および境界の曲率

を用いて形状勾配関数を定義し，頂点座標を変数として滑らかな極

小曲面を得る手法を提示している。また，曲面のガウス曲率と平均

曲率を同時に考慮した設計法も提案されている 18）。しかし，そこで

は膜のような平面から生成されることは考慮されていない。

本研究では，二角形で離散化された曲面を用いて膜構造の原型曲

面を表現し，曲面卜の頂点を直接操作して可展而，極小曲面および

それらの中間的な曲面を生成する。これにより，曲面上のパラメー

タのとり方に依存せず，いずれの辺も曲線の曲而を接続して原型曲
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面を生成することができる。 可展面を接続 した曲面はガウス曲率の

最小化により 生成し，極小曲面は曲面の平均曲率を最小化して生成

する。また，文献19,20)と同様に多目的最適化により可展面と極小曲

面の中間的な性質をもつ曲面を生成し膜構造の原型曲面として用い

る。本論文では骨組膜構造を対象とし，数値例題より ，可展面，極

小曲面および中間曲面から生成した裁断図を骨組に張り付けた際の

応力状態を比較し，原型曲面の幾何学的性質が膜構造の応力状態に

あたえる影葬を検証する。

＞
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Fig. 1 Angles and region around vertex v 
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Fig. 2 Area of region Dv 

2. 離散曲面のガウス曲率と平均曲率

離散曲面の曲率にはさまざまな定義が提案されているが，本研究

では三角形で離散化された曲面（多面体）の内部頂点において定義

されるガウス曲率と平均曲率を用いる。 Fig.1は離散曲面上の内部

頂点vとその周囲の三角形を表している。頂知に接続する 11v個の頂

点を，曲面の外側から見て反時計回りにv;(i=I,…,n)とする。また，

頂点vの周囲の領域をQVとし，その面積をふとする。Fig.1のように

頂点vを囲む三角形がいずれも鋭角二角形のとき， aは頂点vに接続

する辺の中点および頂息vを囲む三角形の外心を頂点とする領域（ボ

ロノイ領域）であり，立の境界の外角を0,,/i= 1,,,,, nv)とすると， 0v,,

ぱ頂点vに接続する辺のなす角に等しい。ここで，領域Qの内部の点

で定義されるガウス曲率をK,-0 とすると ， 以下のガウス — ボネの定理

が成立する 16,21)。

f 
99,． 

QV 
K,,o訊 ＋こ化＝2冗

i=I 

頂点vにおけるガウス曲率をK¥'とし，ガウス曲率が領域gにおいて一

様に分布していると考えると，式(1)より次式を得る。

k̀, ＝ [ （互—言a, 〕

(1) 

(2) 

実際には，式(1),(2)は領域gの形状によらず成立し，頂点vの周りの

三角形に直角三角形または鈍角三角形が含まれる場合には， Meyer

et al.21)と同様に三角形の内角に応じてgの領域を定め，面積Avを求

める。 Fig.2に示すように，頂点vを含む三角形が鋭角□角形の場合

は頂点vとvを含む辺の中点および三角形の外心を頂点とする四辺形，

頂点vが直角または鈍角三角形の場合は頂点vおよび各辺の中点を頂

点とする四辺形領域，頂点vの対角が直角または鈍角の三角形の場合

は頂点vとvを含む2辺の中点を頂点とする三角形領域をそれぞれ各

面におけるgの領域としてA>を計算する。

頂点V,V，の位置ベクトルをそれぞれXv,Xv,，とし，頂点V,V，を結ぶ辺

に接続する□角形の対角をFig.1に示すようにそれぞれ広，;,/3v,，とす

る。領域gの内部の点で定義される平均曲率をH,o,単位外伺き法線

ベクトルをm,oとすると， 平均曲率法線ベクトルH,o= 2H叫n叫ま次式

を瀾たす16,21)。

l nv 

fn"凡 dA,,= ~ i(cot a,、,+cot/3，99,)（xV -x,9,） 
2 9=1 

(3) 

式(2)で定義されるガウス曲率と同様に，領域gに平均曲率が一様に

分布 していると考え，Hv0=2H氾叩および式(3)より，頂点vにおける

平均曲率几を以下のように定義する見

凡＝立言(cota,,, + cot/J;,,)(x, -x,,,)11 (4) 

3. 可展面極小曲面および中間曲面の生成

本節では，膜構造の原型曲面として用いる可展面，極小曲面およ

び可展面と極小曲面の中間的な性質をもつ曲面（中間曲面）を得る

ための最適化間題の一般的な定式化を示す。一般的に膜構造は複数

の膜材（裁断図）を張り合わせて生成されることから，原型曲面は

複数の曲面から構成されるものとする。 可展面を用いて原型曲面を

構成する場合には各部分曲面が可展面であれば十分であり，原型曲

面全体において可展面となる必要はない。 一方，理想的な等張力状

態では膜楕造の曲面全体が極小曲面となるため，極小曲面で原型曲

面を構成する場合には原型曲面全体において極小曲面の性質を考慮

する。同様に， 中間曲面では各部分曲面において可展面の性質を考

慮するとともに原型曲面全体において極小曲面の性質を考慮する。

生成する膜構造の原型曲面の内部頂点の集合を Fとする。また，

原型曲面はm個の部分曲面で構成されるものとし，それぞれの内部

頂点の集合を V,(k= !,..., m)とする。m個の可展面で構成される曲

面では，各部分曲面の内部頂点でガウス曲率が0であればよい。した

がって， 各 月に含まれる頂点でのガウス曲率の2乗和の2分の1を最

小化することでm個の可展面を接続した原型曲面を求める。原型曲

面上の頂点座標のうち変数となる座標をまとめたベクトルをX,曲

面形状に関する制約条件を満たすXの集合をxとすると ，m個の可展

面を接続した曲面は以下の最適化問題を解くことで得られる。

l m 

min. K(X) ＝一i::~ { K, (X)}'
2 t:;';;,'; ¥ " I I (5) 

s.t. XEX 

曲面形状に関する制約条件は変数の選択や曲面の対称性等の考慮す

べき条件に応じて定めるが，本研究では原型曲面の境界形状（骨組

の形状）および対称性を保つXの集合をxとする。

一方，原型曲面が極小曲面である場合， j7に含まれるすべての頂

点において平均曲率が0である。 したがって， 『に含まれる頂点に

おける平均曲率の2乗和の2分の1を最小化するための以下のような

最適化問起を解いて極小曲面を求める。

mm. H(X)＝迄{H,(X)}'
(6) 

s.t. XEX 
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中間曲面を得るための最適化間題は，間題(5),(6)の目的関数K(X),

H(X)をともに最小化する以下のような多目的最適化として定式化

できる。

min. K(X), H(X) 

最適化間題(9)の初期形状は，各部分曲面と同一の接続関係をもつ図

形であれば任意である。しかし，以下の解析例では，最適化の収束

性を考慮して，原型曲面をxy平面へ投影した形状，あるいは投影図

形をx軸またはy軸方向に拡大・縮小した形状を用いる。

s.t. XEX 建築で用いられる膜材は，直交異方性弾性材料としてモデル化さ

本研究では多目的最適化問題のパレート解を得るひとつの手法であ れることが多いが，以下では簡単のため等方性を仮定する。本論で

る制約法を用いる。最適化間題(5),(6)の最適解におけるH(X)の値を 提案する手法はCuiand Ohsaki12, 13)と同様に異方性材料にも適用

それぞれ fjK'fjHとして， ii=(1-w)月K+WHHをH(X)の上限値とし， 可能であり，実際に適用する際にその材料特性を用いればよい。ま

K(X)を最小化する単一目的最過化問題を解くことでパレート解を た，膜材の初期たるみによる非線形性は，施工前に引っ張ることで

得る13,19, 20）。ここで， wは0以上1以下の実数である。このとき，中 除去されるため，その後の接線剛性を用いた線形弾性体と仮定する。

間曲而を求める最適化間題は以下のように表される。 一般性を失うことなく，各三角形要素の局所座標は，平而のx,y座標

(7) 

min. K(X) 

s.t. H(X)sfi=(l-w)凡＋w凡
X豆

(8) 

なお，最適化問題(5),(6)および(8)の制約条件XEXの具体的な定式

化については数値解析例に示す。

多くの文献4~8)で曲面の面積最小化により極小曲面を得ている。一

方，面積最小化と比較して平均曲率の2乗和の最小化は計算コストが

大きい。しかし，最適化間題(8)においてH(X)の代わりに面積を制約

した場合， 5節の数値解析例で示すように，構成曲面の接続部分が滑

らかでなく，平均曲率が非常に大きい解が得られる場合がある。そ

のため，本研究では平均曲率を用いて極小曲面および中間曲面を生

成する。

4. 膜構造の裁断図の生成と釣合形状解析

膜構造の裁断図は， 3節の最適化問題を解いて得られた原型曲面

の各部分曲面を平面へ展開した展開図を目標応力にもとづいて縮小

することで得る。以下では，膜材の応力を考慮せず曲面を平面へ展

開した図形を「展開図」，応力を考慮して展開図を縮小した図形を「裁

断図」とよぶ。さらに，作成した裁断図を接合して境界骨組に張り

合わせたときの釣合形状を求めることで膜構造を設計する。なお，

三角形分割は，原型曲面，展開図，裁断図と釣合形状のすべてで同

ーとする。

展開図は，各部分曲面上の辺との辺長誤差が最小であるようなxy

平面上の図形を求めることで得る。展開図の形状を定めるために変

数となる頂点のx,y座標をまとめたベクトルをX叫辺の集合をR叱し，

辺rE Rdの長さと原型曲面上の対応する辺の長さの差をAl,(Xりとす

る。 m個の部分曲面に対応する各展開図は， Al,(Xりの2乗和を最小化

する最遮化問題を解いて求める。また，展開図上の三角形の集合を

だとし，而JE戸の単位法線ベクトルをnf(Xりとする。ただし， n1(Xり

は，各部分曲面での面の接続関係を保ったまま，三角形をxy平面上

に重なることなく充填した場合にz軸正の向きとなる。すなわち， z

軸正方向の単位ベクトルをezとして，すべてのfEFdに関して

DJ (Xd). ez以0が成り立つ。以上より，原型曲面に対応した展開図の

対称性を保つX切集合をがとして， m個の部分曲面の展開図を得る

最適化問題は以下のように表される。

min. D(Xり＝上こ｛△l,(Xり｝2

2心

s.t. n1(Xり •e, ;?:0 (f EFり
Xd豆 'd

に一致するものとする。ヤング係数をE,ポアソン比を V，せん断弾

性係数をGとすると，要素応力cr=（a-x,0j,心）Tと要素ひずみ8=（＆ふ

fo)Tは以下の関係を満たす。

[r:il= 1-V2 [VE: vE［l[r:：l (10) 

目標とする一様応力値0"x=q=6oに対応するひずみ&0=(l-v)a-0 IE 

を式(10)より求めて，以下のように裁断図の頂点座標を定める。

d
 

d

x

y

 

8

。
8

。
＋
 

ー

＋
 

ー

l

l

 

＿
＿
＿
＿
 

c
 

ゞ

y

L

`

J

 

(11) 

ここで，ゞ ， rはそれぞれ裁断國の頂点のx,y座標をまとめたベクト

ル，ゞ ， y阻展開図の頂点のx,y座標をまとめたベクトルである。

式(11)により得られる裁断図を骨糾に張り合わせることで釣合形

状を求める。 Xを膜構造の釣合形状を求める際に変数となる頂点座

標をまとめたベクトルとし，境界条件を満たし曲面の対称性を保つ

Xの集合をガとすると，釣合形状は膜要素のひずみエネルギーを最

小化する以下の最適化問題を解くことで得られる22)。

min. S(X')={ L（サaf)a
2たFe (12) 

s.t. X'Eが

ここで， F'は裁断図での三角形要素（面）の集合であり， OJ,町， a肛ま

それぞれ要素fEF'の応力，ひずみおよび面積である。

なお，最適化問題(9),(12)の制約条件XdEがおよびxeE;tの具体

的な定式化については数値解析例に示す。

(9) 

5. 数値解析例

5.1解析条件

最適化はPythonの数値計算ライブラリであるSciPyより SLSQP

をインポートして行う。最適化問題(5),(6), (8)では最適化の収束性

を考慮し原型曲面の内部頂点のx,y座標を固定するとともに，原型曲

面の外周上の頂点の変位を固定する。また，曲面の対称性を考慮し

て曲面生成を行う。一方，最適化間題(12)では頂点のx,y,z方向への

変位を考慮し，境界（骨組）上の頂点は境界に沿って移動するよう

変位に制約を与えるとともに，最適化間題(5)等と同様に対称性を考

慮する。いずれの計算例においても，使用する膜材は弾性係数を565

MPa,ポアソン比を0.40とし， 目標応力は5MPaとする。また，膜

材の厚さは結果に影署を与えない。
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cutting pattern 1 

boundary 4 
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見
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cutting line of 
cutting pattern 1 

boundary 4 

cutting line of 
cutting pattern 2 

また，yz平面に関して対称な位置にある頂点の集合をらとすると，

頂点の組{v,v'} E Lyに関して次式が成り立つ。

{x,，＋x,, ＝0 (｛v, v'｝ EI)') 
z,，-Z,9, ＝ 0 

(18) 

なお，形状生成の際の頂点数と展開図作成，釣合形状解析の際の頂

点数は異なり ，前者と後者においてふおよびらの要素は異なる。

釣合形状の解析では，展開図と同一の頂点数および頂点接続関係

をもつm個の曲面を用いる。このとき，展開図の接続部分において

対応する頂点の座標が等しくなるように制約を与える。対応する頂

点の集合をEeとすると， 頂点の組{v,v'} E E,に関して次式が成り 立つ。

[;9--X;：゚0(｛v,v'｝ E Ee) 

Z、,-z,, =0 

(19) 

以上より，曲面生成の際に満たすべき制約条件式は式(13)-(18)で

あるが，曲面の外周頂点を固定し，内部頂点のx,y座標も固定するこ

とから，式(13)-(16)は常に満たされ，式(17),(18)の第1式も満たさ

れるため，考慮すべき制約条件式は式(17),(18)の第2式である。一

方，釣合形状解析では式(13)-(18)に加えて式(19)を満たす必要があ

Fig. 3 Initial shape with cylindrical boundary (unit: m) り，頂点のx,y,z方向への変位を考慮するこ とから，これらの条件式

すべてを考慮する必要がある。

5.2 円筒形境界をもつ膜構造の形状生成 最適化問題(5),(6), (8)では，変数として内部頂点のz座標を用いる。

本節では，滑らかな可展面，極小曲面が容易に得られ，それらの また， 最適化問題(5),(6)では，初期形状をFig.3に示す円簡曲面と

相違が明らかな円筒形境界を もつ曲面の形状を生成する。Fig.3に し，最適化問題(8)では，初期形状の頂点のz座標を最適化問題(5),(6) 

示すように，スパン5m,高さh= 1.6, 2.0, 2.4 mの3種類の曲面を離 の解形状の対応する頂点のz座標の重み付き平均として， 璽み係数は

散化する。膜構造を4枚の膜材で構成する場合 (m=4)を考え， Fig. 最適化の収束性を考慮して決定する。形状生成において内部頂点の

3に示すx軸方向の破線の部分で部分曲面を接続するcuttingpattern z座標は式(17),(18)の第2式を満たし，内部頂点のz座標のベクトルを

1およびy軸方向の一点鎖線の部分で部分曲面を接続する cutting zとすると， 式(17),(18)の第2式はまとめて以下のように表せる。

pattern 2を用いる。曲面の外部境界を構成する4個の曲線の方程式 Cz=O (20) 

はそれぞれ以下のように表される。 最適化問題(5),(6), (8)においてX=zとする場合，制約条件XE%は

boundary 2 
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(13) 

(14) 

式(20)のzをXとした等式である。しかし，本論文では， Zhanget al.23> 

による行列のReducedrow-echelon form (RREF)24)を用いたテンセ

グリティの独立な自己釣合モードの抽出アルゴリズムを用いて，式

(20)を満たすzの独立な成分を抽出し，最適化問題(5),(6), (8)の変数

Xとして変数の数を削減する。このとき ，式(20)は常に満たされ，最

適化問題(5),(6), (8)は無制約最適化問題と なる。zの従属な成分 Zは

以下のように求められる。

z= -C-'CX (21) 

(15) 

境界4: lx=-l 
5 

z=O 
(16) 

形状生成，裁断図の作成，釣合形状の解析においては，曲面のxz

平面およびyz平面に関する対称性を考慮し，頂点座標に制約を与え

る。頂点vの位置ベクトルをx,= (x,,y,,, z,)Tとし，xz平面に関して対称

な位置にある頂点の集合をことすると，頂点の組{v,v'} E Lxに関して

次式が成り立つ。

｛兄，＋y‘’9=0 (｛v, v'} Eふ）
z., -z.,, =0 

(17) 

行列 Cおよび CはCのRREFから得られる行列であり，これらの行

列の導出およびzの独立な成分の決定法は付録に示す。

最適化問題(9)では，xz平面およびyz平面に関する対称性を考慮す

る。このとき，頂点座標は式(17),(18)の第1式を満たす。最適化の初

期形状は4節で示したように原型曲面をxy平面へ投影した形状，ある

いは投影図形をx軸またはy軸方向に拡大・縮小した形状であるから，

最適化後には各部分曲面に対応する複数の展開図が重なる可能性が

あるが，釣合形状解析では接続された頂点の相対的な位置関係のみ

が必要であり ，展開図が重なることに問題はない。最適化問題(9)の

1つ目の制約条件以外はいずれも頂点の座標の線形な等式で表すこ

とができることから，最適化問題(5),(6), (8)の場合と同様に独立な

変数のみを抽出し用いることができる。よって，最適化問題(9)の変

数沢は展開固の頂点のx,y座標とし，制約条件XdE がは省略する。
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最適化問題(12)では，式(13)-(19)で表される各頂点のx,y,z座標に

関する等式制約のうち線形のものを用いて頂点座標の独立な成分を

抽出 し，変数xCとする。最適化の初期形状は裁断固作成の際に用い

た原型曲面とする。また，境界1および境界3上の頂点座標に関して

式(13)または式(15)の第1式を非線形不等式制約 として与え，最適化

問題(12)の制約条件xCEガとする。

まず， cuttingpattern Iを用い，h=2.0m,w=0.5として生成した中

間曲面と最適化問題(8)におけるH(X)の上限制約を面積の上限制約

に置き換え生成した曲面との比較を行う。最適化問題の目的関数値

等をTable1に示し，面積制約によって生成した曲面をFig.4に示す。

Table 1より面積制約により生成した曲面は，H(X)の制約により生成

した中間曲面と比較してK(X)とD(Xりの値が極めて小さいものの

H(X)の値は約10倍になっている。また， Fig. 4とFig.5 (c)に示す

H(X)の制約により生成した中間曲面を比較すると ，Fig.5 (c)の中間

曲面は滑らかな形状である一方，面積制約により生成した曲面では

しわのようなものが発生し，部分曲面の接続部分が滑らかでない。

このこと から，複数の部分曲面からなる中間曲面の生成においては

面積制約と平均曲率の制約は同等ではなく，可展面と極小曲面の中

間的な性質をもつ曲面を生成するためには平均曲率を考慮する必要

がある。

次に，各原型曲面の幾何学的な性質を検証する。cuttingpattern I, 

2においてh= 1.6, 2.0, 2.4 mとして生成した可展面 (dev.），極小曲面

(min.），中間曲面 (int.)の各最適化問題での目的関数値および曲

面の面積をそれぞれTable2, 3に示す。中間曲面はw=O.l,0.3, 0.5, 

0.7,0.9として5種生成した。また，Fig.5, 6にh=2.0mとして生成し

た可展面，極小曲面，w=0.5とした中間曲面のアイソメ因，裁断図

を示す。Table2, 3より，いずれのcuttingpatternでも中間曲面では

最適化問題の目的関数値，面積のすべてで可展面と極小曲面の中間

的な値を取っている。また， Fig.7に示すh=2.0mの場合の各wにお

ける原型曲面の立面形状の比較より ，中間曲面の中心点のz座標は可

展面と極小曲面の中間的な値をとっており，中間曲面は形状におい

ても可展面と極小曲面の中間的な性質を有する。cuttingpattern 1, 

2を比較すると，特にwが小さいときcuttingpattern 1でK(X)および

D(Xりの値がより 小さく，平面へ展開する際の誤差が小さい。また，

Fig. 7より， cuttingpattern 1がよ り極小曲面に近い形状を とって

おり， H(X)の値もやや小さい。

続いて，各原型曲面より得られた膜構造の応力状態を検証する。

各曲面の釣合形状解析に より得 られたX,y軸方向の応力の最小値

(Min.),最大値 (Max.），平均値 (Avg.)および標準偏差を平均値

で割った変動係数 (COV) とx,y軸方向のCOVの平均値をそれぞれ

Table 2, 3に示す。また，Fig.5, 6にx,y軸方向の応力分布 と応力の

最大値，最小値を示す。Table2, 3より，幾何学的性質と同様に，中

間曲面は可展面と極小曲面の中間的な応力状態を実現している。い

ずれのcuttingpatternにおいても，可展面を原型曲面とした場合に

は， y軸方向応力はすべての要素で正の値（引張）をとっており COV

で表される応力のばらつきも小さいが， x軸方向応力は最小値が負の

値 （圧縮）であることからしわの発生が予測され，平均値も目標応

カ (5MPa)と比較して小さい。一方，極小曲面を原型曲面とした

場合には， x,y軸方向ともに平均応力は目標応力に近い値をとってい

るものの，すべての例において最大応力が目標応力の2倍以上の値
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をとってお り， y軸方向応力は最小値が負の値となっている。中間曲

面を原型曲面とした場合には，x,y軸方向ともに最小応力が正である

応力状態を実現できており ，しわの発生を避けられていると考えら

れる。また，Fig.5、6より，曲面内部の膜材接合部および骨組境界

部に応力集中を確認できるが，特に極小曲面と比較した場合に，中

間曲面では応力集中を緩和できている。

いずれのcuttingpatternにおいてもCOVで表される応力のばら

つきは， x軸方向では極小曲面が最も小さ<,y軸方向では可展面が

最も小さいものの，可展面ではx軸方向，極小曲面ではy軸方向の応

カのばらつきが大きくなっている。一方，中間曲面はx,y両軸方向の

応力のばらつきが比較的小さく， w= 0.7または0.9の場合にX,y軸方

向のCOVの平均値が最小と なっている。このことから，円簡境界に

おいては，中間曲面を用いることで最も一様な応力状態を実現でき

ると考えられる。中間曲面による応力のCOVの低減効果はhが大き

いほど，やや大きくなる傾向があり，ライズの大きい曲面ではより

中間曲面を用いることで応力のばらつきの低減を期待できると考え

られる。また，cuttingpatternで比較すると， cuttingpattern 1で

はy方向， cuttingpattern 2ではx方向の応力のCOVが特に小さくな

っている。

Table 1 Results of form generation of intermediate surface 

with H(X) constraint and area constraint (h = 2.0 m, w = 0.5) 

constraint 
K(X) H(X) Area D(Xd) 

[(rad-m-2)2] [m-2] [m2] [m2] 

H(X) 

Area 

z[m] 

2.00 

4.56x10-1 11.7 32.4 7.35x10-5 

1.13x10-5 l.l 7Xl02 32.1 4_41x10-s 

しy

(a) isometric (b) elevation 

Fig. 4 Intermediate surface generated 

with area constraint (h = 2.0 m, w = 0.5) 
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Fig. 7 Elevations of target surfaces (h = 2.0 m) 
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Fig. 5 Surfaces generated with cutting pattern 1 (m = 4) and h = 2.0 m 
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Table 2 Results of optimization and equilibrium analysis with cutting pattern 1 (m = 4) 

h surface }V K(X) H(X) 心 ea D(Xり 6x[MPa] 6y [MPa] Avg 

type.. [(rad•m-2)2] [m-2] [m叶 [m2] Min. Max. Avg. COV Min. Max. Avg. COV of COV 

dev. 3 23xio-11 20.2 31 3 5 72X10-5 -2 95 6.60 0.53 2.43 2 68 4.32 3 55 0 06 1.25 

mm. 4 72 6.80x10-4 28 9 6 74x10-4 2 27 13.81 4.62 0.35 2 53 8.11 4 67 0.12 0 24 

0.1 2.00x10-7 17.5 30 9 1.94x10-6 0.09 4.98 0.66 1.33 2 30 4.28 3 61 0 06 0 69 

1.6 0.3 2 86X10-2 14.1 30 3 1 09X10-5 0 38 5.82 1.18 0.80 1 99 5.19 4.17 0 08 0 44 

mt. 0.5 2.2sx10-1 10.1 29 8 4.15X10-5 0 65 6.57 1.78 0.59 1 95 5.55 4.61 0 10 0 34 

0.7 7 19X10-1 6 06 29 4 1 02X10-4 1.12 7.45 2.65 0.46 2 38 5 98 5.05 0.10 0 28 

0.9 1.89 2.02 29 1 2 ?2x10-4 1.67 8.64 3.76 0.37 3 11 6.25 5 17 0 09 0.23 

dev. 8 35X10-11 23.3 34.6 1 62X10-8 -0 09 4.68 0.38 2.35 2 72 3.80 3 26 0 04 1.19 

mm. 6 80 l.13x10-a 31 1 1 3lx1Q-3 1.03 15.91 4.58 0.44 -0 ll 9.53 4 59 0.18 0 31 

0.1 5.61x 1o~s 20.6 33 8 4 76x10-8 0 11 5.05 0.70 1.25 2 34 4.34 3 62 0 06 0 65 

2.0 0.3 8.22X 10~2 16.3 33 0 2 13x10-5 0 38 5.82 1.18 0.80 1 99 5.19 4 17 0 08 0 44 

mt. 0.5 4.56X10-1 11.7 32 4 7 35Xl0-5 0.64 7.32 1.89 0.65 2 12 5 92 4 63 0 10 0 37 

0.7 1.27 7 00 31 8 2 13x10-4 1.12 7.45 2.65 0.46 2 38 5 98 5.05 0.10 0.28 

0.9 3.01 2.33 31 3 5 32X10-4 0.73 9.80 3.76 0.45 1.57 6.52 5 08 0 12 0 28 

dev. 7 29X10-1o 24.5 38 2 1 89X10-6 -0.23 4.81 0.38 2.37 2 67 3.88 3 29 0 05 1.21 

mm. 8 23 1.26Xl0-3 33 8 2 13x10-3 -0 40 16.86 4.50 0.52 -3 15 11.53 4 49 0.26 0 39 

0.1 4.ooxio~5 22.0 37 1 5 73x10-6 0.10 5.39 0.79 1.17 2 54 4.33 3 71 0 05 0 61 

2.4 0.3 l.65X10-1 17.1 36 3 3 46x1Q~5 0 34 6.79 1.34 0.87 2 40 5.25 4.23 0 07 0 47 

mt. 0.5 7.23X10-1 12.2 35 5 1 42X10-4 -0.11 7.71 2.01 0.70 2 58 6.02 4 64 0 09 0 40 

0.7 1.84 7 34 34 8 3 57xlQ-4 -1.03 8.43 2.81 0.58 2 04 6.16 4 93 0.11 0 34 

0.9 4.05 2.45 34 1 8 78xlQ-4 -1.84 10.43 3.77 0.50 0 07 6.89 4.99 0 14 0.32 
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(b.2) cutting pattern 
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(a.3) distribution of u, 
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(c) intermediate surface with w = 0.5 

Fig. 6 Surfaces generated with cutting pattern 2 (m = 4) and h = 2.0 m 

h 
surface 

type 

Table 3 Results of optimization and equilibrium analysis with cutting pattern 2 (m = 4) 

K(X) H(X) Area D(Xり a-,[MPa] a-y [MPa] 
w Y 

[(rad-m-2)2] [m-2] [m2] [m2] Min. Max. Avg. COV Min. Max. Avg. 

Avg 

COV ofCOV 

dev. 1 66x10-11 20.2 31 3 1 37x1Q-5 -0.13 5.02 0.45 2.13 2.83 4.41 3 67 0 08 1 11 

mm. 4.63 6.80x10-4 28 9 5 03x10-4 3 29 9.64 4.67 0.13 2 15 1071 4 66 0 37 0 25 

0.1 5.50XlQ-3 18.2 31 1 1 08X10-5 -0.13 4.80 0.50 1.79 2 50 4.96 3 39 0 12 0.95 

1.6 0.3 9 60x10-2 14.1 30 6 2 15X10-5 0 18 5.41 0.88 1.03 2 89 6.05 3 83 0 14 0 59 

mt. 0.5 3.44x10-1 10.1 30 0 6 05X10-5 0.69 5.78 1.43 0.60 3 24 7.47 4 28 0 20 0 40 

0.7 s.2ox10-1 6 06 29 5 1 30x10-4 1.47 6.22 2.34 0.33 3 50 9.14 4 85 0 25 0 29 

0.9 1.89 2.02 29 1 2 63x10-4 2.43 7.05 3.62 0.20 3 32 10.07 5 13 0 29 0.25 

dev. 2 43xio-11 23_3 34 6 1 92x1Q-5 -0.28 4.84 0.40 2.28 2.59 5.30 3 57 0 13 1 21 

mm. 6 72 l.13x10-a 31.1 1 07x1Q-3 2.45 8.04 4.57 0.15 -1.10 13.52 4 58 0 50 0 32 

0.1 1.7lx10-2 21.0 34 2 1 54x10-5 -0.09 4.96 0.54 1.70 2 61 5.03 3 52 0 12 0.91 

2.0 0.3 2.ooxio-1 16.3 33 4 6 20x1Q-5 0 00 5.48 0.92 0.98 2 77 7.24 3 87 0 21 0 59 

mt. 0.5 6.44x10-1 11.7 32 7 1 49X10-4 0.47 5.80 1.49 0.58 2.71 9.50 4 33 0 28 0 43 

0.7 1.44 7 00 32 0 3 00x10-4 1.32 6.40 2.35 0.36 2 38 10 95 4 82 0 33 0 35 

0.9 3.04 2.33 31 3 5.73x10-4 2.11 6.69 3.56 0.22 1.17 11.49 5 06 0 40 0.31 

dev. 2 s2xio-11 24.5 38 2 2 33x10-5 -0.24 4.18 0.32 2.45 1.21 4.33 2 95 0 15 1 30 

mm. 8 19 l.26x10-a 33 8 1 94x10-3 0.95 8.18 4.51 0.18 -3 37 16.53 4 41 0 65 0 42 

0.1 3.52x10-2 22.0 37 7 2 46x10-5 -0.12 4.84 0.53 1.69 2.46 4.80 3 38 0 14 0.91 

2.4 0.3 3.25X10-1 17.1 36 7 1 65X10-4 -0.23 5.27 0.95 0.94 1.71 9.42 3 81 0 30 0 62 

mt. 0.5 9.66X10-1 12.2 35 8 3 15X10-4 0.07 5.83 1.54 0.59 1.23 11.91 4 32 0 37 0 48 

0.7 2.08 7 34 34.9 6 03x10-4 0.79 6.17 2.31 0.38 0 29 13 73 4 65 0 45 0 41 

0.9 4.13 2.45 34 1 1 02X10-3 1.58 6.96 3.57 0.25 -1.19 14.52 5 01 0 52 0.38 
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Fig. 8 Elevations of target and equilibrium surfaces (h = 2.0 m) 

Table 4 Errors of z coordinates between center points of 

target and equilibrium surfaces 

cutting cuttmg 
w 

pattern 1 pattern 2 
h 

surface 

-・ 

dev -0 018 -0 027 

min. -0 005 0 001 

0.1 0 003 -0.033 

1.6 0.3 -0 022 -0 039 

mt. 0.5 -0 022 -0 027 

0.7 -0 016 -0.019 

0.9 -0 010 -0.008 

dev -0 018 -0 014 

min. -0 008 0 003 

0.1 0 005 -0 027 

20 0.3 -0 015 -0 031 

mt. 0.5 -0 013 -0 021 

0.7 -0 013 -0.015 

0.9 -0 009 -0.006 

dev -0 015 -0 022 

mm. -0 012 0 007 

0.1 -0 005 -0 012 

2.4 0.3 -0 007 -0 024 

mt. 0.5 -0 006 -0 017 

0.7 -0 006 -0.013 

0.9 -0011 -0.003 

type 

原型曲面 と釣合形状の立面形状の比較をFig.8に示す。また，原型

曲面と釣合形状のx=y=Oの点のz座標の差をTable4に示す。これら

より ，可展面と極小曲面では極小曲面の形状誤差が小さいが，最適

化問題の目的関数値などとは異なり ，中間曲面においてwの値が大

きくなるほど形状誤差が小さくなるといった傾向は見られない。展

開図の原型曲面の3次元形状との誤差を表す最適化問題(9)の目 的関

数D(Xりの値は可展面に近づくほど小さくなること から，本稿の例で

は曲面の展開精度と原型曲面と釣合形状の誤差には明確な相関は認

められない。

6. 結

離散微分幾何学で用い られるガウス曲率と平均曲率を用いて可展

面と極小曲面の中間的な性質をもつ曲面を生成し，骨組膜構造の原

型曲面として用いることで簡便に一様に近い応力状態を実現する膜

構造の裁断図を得る手法を提案した。曲面を三角形で離散化し， パ

ラメ ータ表現に依存することなく曲面上の点の位置を直接変数とす

ることで，任意の境界形状をもつさまざまな曲面を生成できる。曲

面の曲率は内部頂点で定義し，内部頂点と接続する頂点との位置関

係のみによって定まるという特徴を持っため，パラメータ 曲面等で

の曲率を求める際に必要な微分表現などは必要としない。

可展面，極小曲面はそれぞれ曲面の内部頂点での離散ガウス曲率

または離散平均曲率の2乗和を最小化することで生成する。また，中

間曲面の生成はガウス曲率の2乗和と平均曲率の2乗和をともに最

小化する多 目的最適化問題として定式化できる。本論文では， 目的

関数の一つを最小化し，もう一つの目的関数には上限制約を与え単

目的最適化問題を解く制約法を用いて多目的最適化問題のパレート

解を得た。原型曲面を複数の曲面で生成するとき，平均曲率に制約

を与えることで滑らかな中間曲面が得られるが，曲面の面積を制約

すると，不連続な勾配をもつ曲面が生成される。

膜構造の裁断図は，原型曲面と同様の辺の接続関係をもつ平面上

の展開図を対応する辺の長さの誤差の2乗和を最小化する最適化問

題を解くことで得て， 目標応力に応じて展開図を縮小することで作

成する。 作成した裁断図の三角形要素の形状を初期形状として， 与

えられた骨組に張られた膜材のひずみエネルギーの最小化問題を解

くことで膜構造の釣合形状を求め，応力状態を確認する。最適化問

題を解く際に曲面の対称性などを考慮する場合，線形等式制約条件

式からRREFを用いて独立な頂点座標を抽出することで変数の数を

削減することも可能である。

数値例題では平面形状が同一でライズの異なる3種の円筒形境界

形状をもつ骨組からなる膜構造の生成を行い，提案手法を検証した。

2種の裁断パターンで可展面，極小曲面， および中間曲面を生成し，

それらを原型曲面とする骨組膜構造の解析から応力状態を比較した。

応力のばらつきはx軸方向（円筒の半径方向）では極小曲面， y軸方

向（円筒の軸方向）では可展面を原型曲面とした場合に最も小さい

ものの，いずれの曲面も直交方向の応力のばらつきは大きい。一方，

中間曲面を原型曲面とした場合には，可展面と極小曲面の中間的な

応力状態を実現してお り，x,y両軸方向において応力のばらつきを比

較的小さくすることができている。また，中間曲面を原型曲面とす

ることで， とくに極小曲面を用いた場合と比較して応力集中を緩和

できる。
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本論文での裁断図は形状の誤差が最小となるように原型曲面を平

面に展開したものを目標応力に応じて各軸方向に一様に縮小して求

めており，釣合形状解析の結果を用いて裁断図形状を改善すること

でよりよい応力状態を実現することが可能であると考えられる。ま

た，提案手法では曲面の裁断数および曲面上での裁断線の位置をあ

らかじめ与えているが，実用而を考慮した場合，これらの決定手法

に関してさらに検討する必要がある。しかし，本論文で提案した中

間曲面を用いることで裁断図の最適化をすることなく可展面や極小

曲而を原型曲面とした場合よりも良好な応力状態を実現することが

できることから，裁断図形状の解析に関する計算コストを抑えるう

えで本手法は有効であると考えられる。また，離散化された曲面の

頂点位憧を直接変数とするため，変数の数はパラメトリック曲面等

を用いる場合と比較して増加するものの， さまざまな複雑な境界形

状に適用することが可能である。
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付録

CE RM•Nを係数行列とする以下の線形等式を満たすベクトルXE RNの独立

な成分を抽出する行列のRREFを用いた一般的な手法を示す。

Cx=O (a.1) 

行列のRREFは行の基本変形から得られ，以下のような性質を持つ24)0

A) 非ゼロの行の最初の非ゼロの成分は1であり，これを「ピボット」とよぶ。

また， l:::゚ ボットを含む列を「ヒ゜ボット列」とよぶ。

B) すべてのピボット列においてヒ゜ボット以外の成分はすべて0であり，これ

らの列は互いに線形独立である。

C) ある行のピボットを含む列は，その行より上のピボットを含む列よりも

右側にある。

これらの性質より，以下のアルゴリズムで式(a.l)を満たすxの独立な成分を抽

出する。

1. 整数tについてt=Oとする。また， xの独立な成分の位置を指定するための

関数O'(i)を定め， 0°(i)= i (; = I,．．．，りとする。

2. 行列CのRREFとして行列 CERM•Nを以下のように計算する。ただし， I,

はp(l:Sp:SM)次の単位行列， C叫 CL はそれぞれr行N—p列， M—p行N—p列

の実行列である。

心ば］ (a.2) 

3. p=Mまたは CL=0のとき， C=lp,C=C0とする。このとき， xの第1か

らp成分が式(a.l)を満たすxの従属な成分であり，これらを順に並べたベ

クトルをて ERPとする。また， xの第p+IからN成分が式(a.l)を満たすxの

独立な成分であり，これらを順に並べたベクトルを XERN—P としてアル

ゴリズムを終了する。上記以外の場合にはj=p+Iとして次の手順に進む。

4. RREFの性質からピボットを含まない列は Cの第p列よりも右側にある。

第j列がヒ°ボットを含まないとき，関数び＋l(i)を以下のように定め， t←t+I

とする。

O'(i) (i<j) 

O'＋1(i)＝lN-t (l=J) 

O'(i)-1 (i>j) 

(a.3) 

5. j←j+lとする。 jSNのとき，手順4に戻る。 j>Nのとき， Cのi(i=1,...,N) 

列目がlj+l(i)列目である行列 C'ERM•Nは以下のように表される。

C'=[~ c~u] (a.4) 

このとき， p'=rank(C)であり， C＝IP’'C=C’Uとする。また， xの第i成分

が第o<+l(i)成分であるようなベクトルをx'とすると， X'の第1からp'成分が

式(a.l)を満たすxの従属な成分，第p'+lからN成分が式(a.1)を満たすxの独

立な成分であり， X'の第1からp'成分および第p'+lからN成分を順に並べた

ベクトルをそれぞれ xER凡え ERN-p'としてアルゴリズムを終了する。

以上のアルゴリズムにより得られる整数関数O'+l(i)に関して01+1(i):S rank(C) 

を満たすiの集合をIとすると，線形等式(a.1)を満たすベクトルxの独立な成分

はxの第iEI成分である。また，行列c,cおよびベクトル天，ぇは次式を満た

し，次式より xの従属成分を独立成分より求めることができる。

克＝一c-1cx＝一Cぇ (a.5) 
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SHAPE DESIGN OF MEMBRANE STRUCTURE 

USING GEOMETRIC INVARIANTS OF DISCRETE SURF ACE 

KentaroHAYAKA WA *1 andMakotoOHSAKI*2 

・, Grad. Student, Dept. of Architecture and Architectural Eng., Kyoto Univ., M.Eng. 
・z Prof., Dept. of Architecture and Architectural Eng., Kyoto Univ., Dr.Eng. 

The target surfaces of the frame supported membrane structures are generated by using the Gaussian and mean 

curvatures. The surface is discretized into a triangular mesh, and the Gaussian and mean curvatures are defined at the 

interior vertices of the surface based on the formulations of discrete differential geometry. The minimal surface with zero 

mean curvature, which is equivalent to the uniform stressed surface, is often used as the target surface because uniform 

stress distribution is desirable. However, while the membrane structure is generated by connecting planar membrane 

sheets; i.e. cutting patterns, the minimal surface cannot be developed to a plane without out-of-plane deformation. In this 

respect, the developable surface with zero Gaussian curvature may be desirable; however, it cannot realize uniform stress 

distribution. Therefore, in this study, the curved surface with a geometric property intermediate between those of 

developable and minimal surfaces is generated and used as the target surface of a membrane structure. 

The Gaussian curvature at an inner vertex is defined using the angle defect, which is the difference between 2□and 

the sum of the angles between edges connecting to the vertex. The mean curvature is defined using a cotangent formula 

for the mean curvature vector at the vertices. The developable and minimal surfaces are generated by minimizing the 

sum of the squares of Gaussian and mean curvatures, respectively. The positions of the vertices on the outer boundary of 

the surface are fixed, and the optimization problem is solved by using the z-coordinates of the interior vertices as variables. 

In addition, the intermediate surface can be obtained by solving a multi-objective optimization problem that minimizes 

the sum of squares of both Gaussian and mean curvatures. The constraint approach is applied to obtain a Pareto solution; 

i.e., the sum of squares of Gaussian curvature is minimized under the upper bound constraint on the sum of squares of 

the mean curvature. 

After obtaining the target surface, it is flattened by minimizing the sum of squares of differences between the edge 

lengths of on the surface in three-dimensional space and those in its development diagram on a plane. The cutting pattern 

is obtained by shrinking the obtained development diagram according to the target stress. Then, the equilibrium shape of 

the membrane structure is obtained by installing the obtained cutting patterns to the frame. The equilibrium state is 

achieved by solving the optimization problem that minimizes the strain energy of the membrane elements. 

The effectiveness of the proposed method is demonstrated in the examples of curved surfaces with cylindrical boundary 

shapes of various heights. The membrane structure is constructed with four cutting patterns. The intermediate surfaces 

obtained by the proposed method have shown to have intermediate properties between the minimal and developable 

surfaces with respect to Gaussian curvature, mean curvature, and surface area in every height. The intermediate surfaces 

have realized the most preferable distributions of stresses in two directions while the developable and minimal surfaces 

have realized the uniform stresses in only one direction. The average values of the stresses in two directions are also 

closest to the target stresses when the intermediate surface is used. Therefore, when the intermediate surface is used as 

the target surface of the membrane structure, the preferable equilibrium state can be obtained easily without optimization 

of the cutting pattern. 
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