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極大独立集合による局所化について

On Localization by Maximal Independent Set 

東京理科大学 石原侑樹＊1
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TOKYO UNIVERSITY OF SCIENCE 

Abstract 

Localization is one of the fund皿 entaltools in commutative algebra. In particular, in polyno-
mial rings, localization by Maximal Independent Set is one of the most frequently used methods 
in Computer Algebra. By using maximal independent set, we can attribute the discussion of high-
dimensional ideals to the discussion of 0-dimensional ideals. In this paper, localization by maximal 
independent set is discussed in comparison with localization by regular sequence. 

1 はじめに

局所化は可換環論において基本的な道具の 1つである．特に，多項式環において，極大独立集合 (Maximal

Independent Set) を用いた局所化は計算機代数においてよく登場する手法の 1つである．体 K 上の n変

数多項式環 K[x1,...,xn]のイデアル Iに対し， X ＝ ｛X1,...，xn}の部分集合 Uが InK[U]= {O}かつ

#U  = dim(I)を満たすとき， UはIの極大独立集合と呼ばれる．ここで，＃Uは Uの位数， dim(I)はI

のクルル次元である．極大独立集合を用いると，高次元のイデアルの操作を 0次元のイデアルの操作に帰

着させることができる．例えば，極大独立集合は準素イデアル分解や根基の計算に応用されている．本稿で

はhull-primaryイデアルの equidimensionalhullの計算に関し，極大独立集合を用いた局所化と正則列を

用いた局所化を比較する．

2 準備

本稿では， K を体とし， K 上の n変数多項式環 K[x1,...，％］について考える．簡単のため，変数の

集合を X = {x1,..．，%｝とおく．また， IをK[X]のイデアルとし， K[X]の元 f1,．．．， fsから生成され

るイデアルを〈f1,...,fs〉で表す．ここでは， 1以上の整数のことを自然数と呼び，自然数全体の集合を

Nで表す．また，イデアル Iの根基を《Iで表す．すなわち， v7= {! E K[X] IヨmE尺 fm€ I}で

ある．イデアル IとJに対し，イデアル商，飽和イデアルはそれぞれ J: J = {! E K[X] I JJ C I}, 

J : J00 = {! E K[X] IヨmE飩 fJmCI}と定義される．

*1〒 162-8601束京都新宿区神楽坂 1-3 E-mail: yishiharacrs. tus. ac. jp 
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2.1 極大独立集合と局所化

まず，極大独立集合は次のように定義される．

定義 1(Definition 3.5.3, [5]) 

Iをイデアル， UをXの部分集合とする． InK[U] = {O}が成り立つとき， UはIの独立集合と呼ばれ

る． Iの独立集合 Uの位数がIのクルル次元（すなわち， 剰余環K[X]/Iの次元）と一致している時， U

はIの極大独立集合 (MaximalIndependent Set) と呼ばれる．

例 1

I=〈が，企y，呼yz〉cK[x,y,z]とする時，

{},{y},{z},{y,z} 

がIのすべての独立集合である．また，｛y,z}はIの極大独立集合である．

極大独立集合の計算にはグレブナー基底を用いることができる．ここで， in-<(I)を単項式順序ぺに関す

るIの先頭項イデアルとする．

命題 2(Exercise 3.5.1, [5]) 

Iをイデアル，ぺを次数付きの単項式順序とする． uがin-<(I)の極大独立集合である時， UはIの極大独

立集合でもある．

先頭項イデアルはグレブナー基底を用いて計算できるため，命題 2より， in-<(I)の極大独立集合が分か

れば，元のイデアルの極大独立集合が計算できる． in-<(I)は単項式イデアルであるため，独立集合の計算

は比較的容易である．効率的な極大独立集合の計算は参考文献 [2]に記載されている．

例 2

I=〈丑＋y-z，丑＋1〉CIQ[x,y, z]とする時，次数付き逆辞書式順序z-<y -<xに対して， in-<(I)=〈丑，zり
であり， u= {y}はi叫 (I)の極大独立集合である．よって，命題 2より， u= {y}はIの極大独立集合で

もある．

次に，極大独立集合による局所化は以下のように定義される．

定義 3

Iをイデアル， UをIの極大独立集合とする．この時， IのK[U]X = K[U] ¥ {O}による局所化の引き戻し

IK[X]K[U]X n K[X] 

をIのUに関する MIS-localizationと呼ぶこととする．

例 3

I=〈x4,企y，呼yz〉cK[x,y,z],U={y,z}とする時，

IK[X]K[U]X nK[X] =〈xり．
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2.2 極大独立集合と準素イデアル分解

イデアルの構造を分析する上で，準素イデアル分解は効果的な手法の 1つである． Iの準素イデアル分解

は次のように定義される．

定義 4(Chapter 4, [1]) 

Iをイデアルとする．準素イデアルの有限集合 {Ql,・・・,Qr}はI= Q1 n ・ ・ ・ n Qrを満たす時， Iの準素イ

デアル分解と呼ばれる． Iの準素イデアル分解 {Q1,,..,Qr}は

1.各 i-=I jに対し，』図ヂ《切，

2.各 iに対し， Qi芦n#iQj

を満たす時，最短準素イデアル分解と呼ばれる． Iの最短準素イデアル分解 {Q1,..,,Qr}に対し，その元

はIの準素成分と呼ばれる． Iの準素成分の根基は Iの素因子と呼ばれ，素因子全体の集合は Ass(J)で表

される．すなわち， Ass(J)=｛』m,...，』江｝である． Iの素因子の集合のうち，集合の包含関係で極小

のものを孤立素因子，それ以外を埋没素因子と呼ぶ．対応する準素成分も同様に孤立準素成分，埋没準素成

分と呼ぶ

注意 1

イデアル Iに対し，その最短準素イデアル分解は一意とは限らない．例えば， I=〈x叫丑y〉とする時，自

然数 mに対して

I=〈幻り n〈砂，印Y,Y叫

はIの最短準素イデアル分解である．すなわち，イデアル〈ぉ汽研y〉の準素イデアル分解は無限に存在する．

一方，孤立準素成分と素因子の集合は最短進素イデアル分解に依存せず，イデアル Iによってのみ定まる．

上の例では，〈xりが孤立準素成分であり， Ass(J)＝｛〈ぉ〉，〈”，y〉}が素因子の集合である．特に，イデアルI

が埋没成分を持たない場合には Iの最短準素イデアル分解は一意に定まる．図 1,2のように素因子の包含

関係に基づいて，準素成分のグラフを作成することができる．上に位閥するものが埋没準素成分で， 1番下

に位置するものが孤立準素成分である．一般のイデアルのグラフはより複雑なものとなる．

孤立準素成分

図 1:〈x叫丑y〉の準素成分のグラフ

埋没準素成分

孤立準素成分

固 2:〈企，丑y，呼yz〉の準素成分のグラフ

MIS-localizationは準素イデアル分解と次のような関係がある．次の命題は［1]のProposition4.9から直

ちに従う．

命題 5

Iをイデアル， QをIの最短進素イデアル分解， UcXをIの極大独立集合とする．この時，

IK[X]K[uJx nK[X] = n 
QEQ,QnK[U]={O} 

Q
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が成り立っ．すなわち， Uによる IのMIS-localizationはIの準素成分で Uを極大独立集合に持つもの全

体の共通部分になる．

例 4

I=〈企，企y，丑yz〉cK[x,y,z]とすると， Iの最短準素イデアル分解の 1つは，

Q =｛国〉，〈x4,y〉，〈x尺z〉}

であり， u= {y, z}とすると，

IK[X]K[uJx nK[X] = n Q=臼〉
QEQ,QnK[U]={O} 

例 5

イデアル Iが最短準素イデアル分解

I= Qc1,1) n Qc1,2) n Qc1,3) n Qc2,1) n Qc2,2) n Qc2,3) n Qc3,1) n Qc3,2) 

を持ち，素因子が図 3のグラフのような包含関係を持っているとする．すなわち， Qc1,1),Qc1,2), Qc1,3)が孤

立準素成分であり，それ以外は埋没準素成分である．また， UはイデアルIの極大独立集合であり，孤立準素

成分のうち u を極大独立集合に持つのは Q(l,1)• Q(l,2)だけとする．この時， IのUによる MIS-localization

はIK[X]K1u1xn K[X] = Qc1,1) n Qc1,2)となる．因 3のグラフにおいては一番下に位置する準素成分が抽

出されている形になる．このように MIS-localizationはIと同じ次元の孤立準素成分の一部を取り出すよ

うな操作である．

図 3:MIS-localization 

2.3 極大独立集合と 0次元化

続いて， MIS-localizationは以下の命題の（2)により計算可能であることが知られている．

命題 6(Proposition 4.3.1, [5]) 

Iをイデアル， UをIの極大独立集合とする．
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1. IK(U)[X ¥ U]はK(U)[X¥U]において 0次元イデアルである．

2. G = {Ji,...,Is}をIK(U)[X¥U]のグレブナー甚底でGelを満たすものとする． h= lcm(lc(fi),..., lc(fs)) E 

K(U)とすると，

IK(U)[X ¥ U] n K[X] = J:〈h〉°°.

ただし，各lc(f,）は K(U)[X¥U]における f;の先頭係数である．

3. Q'をIK(U)[X¥U]の最短準素イデアル分解とすると，｛Q'nK[X]IQ'E Q'}はJK(U)[X¥U]nK[X]

の最短準素イデアル分解となる．

命題 6(1)より MIS-localizationはイデアルを 0次元化することが分かる．また，命題 6(3)より MIS-

localizationは準素イデアル分解の計算に応用できることが分かる．

例 6

I=〈企，丑y，丑yz〉cK[x,y,z],U={y,z}とすると， IK(U)[X¥U]=〈xりは K(U)[X¥U]において 0

次元イデアルである．また， h= lcm(lc（丑），le（企y),le（丑yz))= yzとすると， J:hoo =〈xりである．

例 7

I=〈（丑＋炉ー l)z，企＋yりc(Q)[x,y,z], U={z}とすると， J(Q)(U)[X ¥ U] =〈丑＋炉ー 1，丑＋炉〉は

(Q)(U)[X ¥ U]において 0次元イデアルである． J= I(Q)(U)[X ¥ U] n (Q)[X]とする． G= {x + 2炉ー炉＋

y,2炉ー3炉＋3炉ー1}は辞書式順序 y-<XのJのグレブナー基底であり， 1変数多項式 2炉ー3炉＋3炉ー1

が登場している． 2y6-3炉＋ 3炉ー 1を因数分解すると， 2炉ー 3炉＋ 3炉ー 1= (2炉ー l)(y4＿炉＋ 1)で

ある．この因数分解は Jの準素イデアル分解

J= (J+〈2y2-1〉)n(J +〈y4-炉＋ 1〉）

=〈2y5-炉＋x+y,2炉ー 1〉n〈2炉ー炉＋ x+y,y4-炉＋ 1〉

を与える．命題 6(3)より，これはイデアル Iの準素成分の一部となっている．このように，極大独立集

合を用いることで，高次元のイデアルの準素分解を 0次元のイデアル（さらには 1変数の多項式の因数分

解の問題）に帰着させることができる．厳密には，囚数分解が必ずしも準素イデアル分解を与えるわけで

はなく，準素イデアルかどうかのチェックが必要である．また，完全な準素イデアル分解を得るためには

MIS-localizationを複数回行う必要がある．このように，準素イデアル分解の計算には，グレブナー基底や

極大独立集合が応用されている．

準素イデアル分解の代表的なアルゴリズムとしては， Gianni-Trager-Zachariasアルゴリズム [4],Eisenbud-

Huneke-Vasconcelosアルゴリズム [3],Shimoyama-Yokoyamaアルゴリズム [9],Noro-Kawazoeアルゴリ

ズム [8]などが知られている．

3 MIS-localizationと正則列

この節では MIS-localizationの 1つの応用である hull-primaryイデアルの孤立準素成分の計算を説明す

る．また，別の計算方法として正則列を用いた手法を紹介する．
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high-dimensional ideal 〈（丑＋炉ー l)z，呼＋yり

・レー|M|S-|oca|ization|

0-dimensional ideal 〈丑＋炉ー 1，企 ＋砂

● 一GroebnerBasis 

1-v a I u ab I e po I y no mi a I 2y6 -3炉＋ 3炉ー 1

図 4:MIS-localizationによる 0次元化

3.1 Equidimensional Hullと正則列

まず， equidimensionalhul]と呼ばれる局所化操作の一種を導入する．

定義 7(Definition 11, [6]) 

Iをイデアル， QをIの最短準素イデアル分解， dをIのクルル次元とする．この時， Iと同次元の準素成

分の交わり nQEQ,dim(Q)=dQをIの equidimensionalhullと呼び， hull(I）で表す．この hull(I)はQに

依らずに定義できる．

例 8

I=〈x4，企y，丑yz〉cK[x,y,z]の最短準素イデアル分解の 1つは， Q=｛〈x2〉,〈企，y〉，〈x汽z〉}であり，

dim(I) = 2, dim〈xり＝ 2,dim(〈企，y〉） ＝dim(〈x3,z〉)＝ 1であるから，

hull(I) =〈xり

である．

equidimensional hullの計算のために正則列を以下で定義する．

定義 8(Definition 7.6.1, [5]) 

列 a1,...,arE K[X]は次を満たす時，正則列と呼ばれる．

1.各 iに対し， aiはK[X]／〈a1,• • •,ai-1〉上で零因子ではない，

2.〈aぃ．．．，ar〉ヂ K[X].

例 9

xy,y + 1,yzは正則列である．一方， xy,yz,y+lは正則列ではない．このように，正則列は順序に依存し

ている．ネーター局所環においては正則列の順序を入れ替えても正則列であることが知られている．

正則列の判定は次のようにイデアル商を用いて行うことができる．
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命題 9(Proposition 2.9, [10]) 

Iをイデアルとする．多項式fがK[X]/J上で零因子でないことと， J:〈f〉=Iであることは同値である．

さらに， a1,...,ar E K[X]が正則列であることと，

1.各 iに対して，〈a1,...,a;-1〉:〈a;〉＝〈a1,...,a;-1〉,

2.〈a1,...'ar〉-/=K[X]

は同値である．

例 10

〈xy,y+ l,yz〉=〈x,y+l,z〉ヂ K[X]である．ここで，

•<xy>:<y+l>=<xy>,

•<xy,y+ l〉:〈yz〉=〈xy,y+1〉

であるから， xy,y+ l,yzは正則列である．一方，

〈xy〉:〈yz〉=〈x〉

であるから， xy,yz,y+lは正則列ではないことが分かる．

Iのequidimensionalhullは以下のように正則列と二軍イデアル尚を用いて計算することができる．

命題 10(Proposition 3.41, [10]) 

Iを余次元がcのイデアル， U={a1,...,ac} CIを長さがcの正則列とする．この時，

hull(J) =〈U〉:（〈U〉:I) 

が成り立つ．

例 11

I=〈が，企y，呼yz〉cK[x,y,z]とすると，がは長さ 1の正則列となる．ここで，イデアルIの余次元は 1

である．この時，〈xり： I=〈x礼〈xり：〈xり＝〈xりであるから，

hull(J) =〈xり： （〈xり：〈此企y，丑yz〉)＝〈xり

となる．別の正則列企yで計算しても，

hull(J) =〈x3y〉:（〈x3y〉:〈x4,x3y,x2yz〉)＝〈x3y〉:〈xy〉=〈x2〉

となることが分かる．

3.2 Equidimensional Hullと極大独立集合

イデアルがIがhull-primaryであるなら， MIS-localizationでequidimensionalhullを計算することもで

きる．ここで， hull-primaryは以下のように定義される．

定義 11(Definition 13, [6]} 

Iをイデアルとする． hull(I)が準素イデアルである時， Iをhull-primaryイデアルと呼ぶ．また， P =

』而町とする時， hull-primaryイデアル IをP-hull-primaryと呼ぶ．
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例 12

I=〈叶，企y，丑yz〉CK[x,y,z]とすると， hull(I)＝〈xりであるから， Iはhull-primaryである．一方，

J=〈m〉n〈y〉n〈x汽yりは hull(J)=〈x〉n〈y〉であるため， hull-primaryイデアルではない．

イデアル IはVIが素イデアルである時，（v'J-)擬準素イデアルと呼ばれる ([9]のDefinition2.3)．擬

準素イデアルは準素イデアルよりも弱く， hull-primaryイデアルよりも強い概念である．

例 13

(Q)[x, y]において，〈x,y〉は素イデアルである．〈x汽y〉は準素イデアルであるが，素イデアルではない．〈x叫xy〉

は《石可面〗＝〈x,y〉であるから，擬準素イデアルである．しかし，〈丑， xy〉=〈x〉 n 〈x叫 y〉であるから準素
イデアルではない．〈x(x-y),xy(y + l)〉は hull(〈x(x-y), xy(y + l)〉） ＝〈m〉であるから，〈x〉-hull-prima巧

イデアルである．しかし， V〈x(x-Y),my(Y+1)〉＝〈X〉n〈x+l,y+l〉であるから，擬準素イデアルでは

ない．以上の関係をまとめると圏 5になる．

Hull-primaryイデアル 〈x(xー砂xy(y+ 1)〉

擬準素イデアル〈X
2 
,xy〉

準素イデアル〈x汽y〉

素イデアル〈x,y〉

図 5:イデアルの概念の関係

IがP擬準素イデアルの時， Pに含まれる正則列から Iに含まれる正則列を計算することもできる

命題 12(Lemma 56, [7]) 

Pを素イデアル， IをR擬準素イデアル， Ji,...,fcをPに含まれる正則列とする．この時， 十分大きな

整数 m1,...,meに対して，， fゃ，．．．，J炉は Iに含まれる正則列となる．

例 14

I=〈X汽xy〉,P=〈の〉とする． IはR擬準素イデアルである． xはPに含まれる正則列であり，呼は Iに

含まれる正則列である．

hull-primaryイデアルは孤立準素成分を複数持つ場合もあるが，イデアルと同じ次元の孤立準素成分は 1

つしか持たない．したがって， hull-primaryイデアル Iの極大独立集合 Uによる MIS-localizationはIと

同次元の準素成分，すなわち hull(I)と一致する．

命題 13(Lemma 39, [6]) 

Iをhull-primaryイデアルとする． uをIの極大独立集合とする時，

hull(I) = IK[X]K[uJx n K[X]. 
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例 15

I=〈丑，企y，丑yz〉CK[x,y, z], U = {y, z}とする時，

JK[X]K1u1x n K[X] =〈x2〉=hull(J).

注意 2

Iが P-hull-primaryである時， Pの極大独立集合は Iの極大独立集合でもある．

3.3 Equidimensional Hullの応用

擬準素イデアルの例として，二重飽和イデアルが挙げられる．イデアル Iとその孤立素因子 Pに対して，

I: (I: P00)00はP擬準素イデアルとなり，その equidimensionalhullはIのR孤立準素成分と一致する．

命題 14(Theorem 36, [6]) 

Iをイデアル， PをIの孤立素因子とする．この時，

hull(J: (I: P00)00) 

はPの孤立準素成分と等しい．

例 16

I=〈X〉n〈丑，yい〈y+l〉,P=〈X〉とする時， I：（I: P°°)°° =〈X〉n〈x汽y〉であり， hull(J:(I: P00)00) =〈X〉

が成り立つ．

イデアル Iとその素因子 Pに対し， I+Pmは擬準素イデアルになる (mは自然数）．さらに， mが十

分大きい時， hull(J+ P門は IのP準素成分となる．

命題 15(Section 4, [3]) 

Iをイデアル， Pをその素因子とする．十分大きな mに対し， hull(J+Pm)はIのPー準素成分である．

例 17

I=〈x〉n〈丑，y〉n〈y+l〉,P=〈x,y〉とする時， hull(J+ Pり＝〈x汽xy,yりであり，これは Iの埋没 P-

準素成分である．

以上のように，特定の準素成分の計算に equidimensionalhullを利用することができる．そして，その

equidimensional hullの計算には，極大独立集合，正則列どちらも用いることができる．論文 [7]においては数

式処理ソフトウェア Risa/Asir上で実装した R準素成分計算アルゴリズム’'LocalPrimary Algorithm(LPA)" 

の計算時間を，極大独立集合または正則列を用いた場合にそれぞれ比較している．そこでは，極大独立集合

を用いた LPAは，ほとんどの例で正則列を用いた LPAより高速に計算できているが，一部の例において

は後者より多くの時間を要していた．一方，正則列は 1つのイデアルの素因子ごとの計算時間のブレが小

さく安定的といえるようであった．

注意 3

イデアル Iとその素因子 Pに対して， Pの極大独立集合 UでIを局所化することも可能である．その場合，

命題 5と同様に Iの準素成分のうち uを独立集合として持つもの全体の共通部分とその局所化は一致する．

この利点としては Pー準素成分を計算の際に，イデアルから余分な情報を取り除くことができる点がある．
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4 まとめ

極大独立集合による局所化は計算機代数において基本的な操作の 1つであり，準素イデアル分解などに

応用されている． equidimensionalhul]は一般に正則列を用いて計算できるが，イデアル Iが特殊なイデア

ル (hull-primaryイデアル）である時，極大独立集合を用いて equidimensionalhul]を計算することが可能

である． equidimensionalhul]の計算は準素成分の計算にも応用することができる．
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