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A型結晶基底のテンソル積分解と K-hive

The tensor product decomposition of crystal bases of 

type A and K-hives 

東邦大学大学院理学研究科 成澤翔大
SHOTA NARISAWA 

GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE. TOHO UNIVERSITY 

東邦大学理学部 白柳潔
KIYOSHI SHIRAYANAGI 

FACULTY OF SCIENCE. TOHO UNIVERSITY ， 

Abstract 

*2 

We provide a new method of the tensor product decomposition of crystal bases of type An-1 
using a combinatorial object called K-hives. To provide this method, we define some operators on 
K-hives. Then it allows us to understand the decomposition method graphically. Since this problem 

is understood by Young tableaux combinatorics, we can obtain an operation for decomposition on 
K-hives as an analogy to the insertion algorithm in Young tableaux. 

1 はじめに

量子展開環 Uq(g)とは，リー環gの包絡環 U(g)の生成元と基本関係式をパラメータ qで変形することで

得られる非可換かつ非余可換な Hopf代数である．これは神保道夫と V.G.Drinfeldによって独立に導入さ

れた［2][4].量子展開環のあるクラスの加群は，結晶基底という q→0の極限における基底をもち，これに

より表現論の問題の多くを組合せ論の問題に落とすことができる [5][6]．例えば，古典リ一環に対応する量

子展開環の結晶基底に対しては，ヤング盤による実現が知られている．特に An-1型の場合は，半標準盤で

実現され，加群のテンソル積分解などが半標準盤の組合せ論に帰着される [7]．量子展開環の表現論や結晶

基底の理論については，例えば [1][3]を参照されたい．

一方，近年 A.KnutsonとT.Taoによって hiveという組合せ論的な図形が導入された [8]．これは三角形

の頂点に実数を配置した図形であり，適当な条件を課した K-hiveは半標準盤と一対ーに対応することがわ

かっている．その意味で hiveは半標準盤の一般化である．また hiveは様々なデータ形式と高い対称性をも

ち，ヤング盤による議論の見通しを良くするなどの利点がある [10].

[9]では An-1型の場合に，支配的ウェイト入に対して定まる K-hiveの集合 lHI（入）に結晶基底の構造を導

入したまた特に，これが最高ウェイト入の既約最高ウェイト加群の結晶基底B（入）と同型になることを述
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べた．本稿では，この実現を用いて lllI(入)RlllI(μ)のテンソル積分解を与える．ここで量子展開環の表現論

とlllI(入)が B（入）の実現になっていることから

lllI(入)RlllI(μ)司j1lllI(v)

が成り立つことに注意する．テンソル積分解を与える一つの方法は， H（入） <Z!H(μ)の元でH(v)の最高ウェ

イトベクトルになっているものを特定することである．もう一つの方法は，具体的に上の同型写像を構成す

ることである．

本稿の構成は次の通りである． 2節で A型量子展開環と結晶基底を必要な範囲で復習する．次に 3節で

K-hiveと[9]で構成した結晶構造を紹介する．最後に 4節で K-hive結晶のテンソル積分解を与える．

2 An-1型量子展開環とその結晶基底

ここでは An-1型リ一環とその基礎事項について復習し， An-1型量子展開環を定義する．その後で，半

標準盤による結品基底のテンソル積分解の記述を目標に，結品基底の理論の基本的な部分について述べる．

以下基礎体を Cとし，結合代数は単位的であるとする．

以下では gでAn-1型リ一環sし(C)を表す． I={l, 2, ・ ・ ・, n -l} とする．€，（i E I)を股nの標準基底

とする． kEIに対して， Ak= E1+ ・・・十 €K とし基本ウェイトとよぶ． P ＝④kEIZふを整ウェイト格子，

p+= 〶kEIZ::o:o心を支配的ウェイト格子とよぶ．整ウェイト格子，支配的ウェイト格子の元をそれぞれ整

ウェイト，支配的ウェイトとよぶ△＋ ＝ ｛€，ー€］｝9<J, △-＝—△＋とする．△ ＝△＋ U△＿をルート系と

よび，△の元をルートとよぶ．特に iE Jに対し， a;=E; -Ei+l E△を単純ルートとよぶ．

リ一環の表現論では，リ一環gが埋め込まれた結合代数である包絡環 U(g)の表現論を考えることが多い．

包絡環は非可換かつ余可換な Hopf代数であり，生成元と基本関係式による表示を持つ．鼠子展開環 Uq(g)

とは，この包絡環 U(g）の q-量子化であり，非可換かつ非余可換な Hopf代数の構造と生成元と基本関係式

による表示をもつ．

定義 1

E;,F;,K戸(iE J)を生成元とし，以下を甚本関係式とする C(q)上の結合代数を An-l型量子展開環 Uq(g)

という．

kふ— Kぷ＝ 0, KiK;-l = K;-1K; = 1, 

kふK;-1= qa,(h)尻， K尤 Ki-1= q―a,(h)F;, 

E;Fi -f灼＝妬
K;-K;-1 

q-q 

E閏— (q+ q―1)E;Eぶ＋E国＝oifli-jl = 1, 

F?FJ― (q+q―1)F;FjFi + F';刀＝oit Ii -jl = 1, 

Eふ—尾E; = F;Fj -F';ぷ＝oifli-jl > 1. 

q→1の極限を考えると量子展開環は包絡環に一致する．特に qが 1の幕根でないとき，結晶基底が存

在する加群のクラスに対しては，量子展開躁の表現論は包絡環の表現論とほとんどパラレルに議論できる

ことが知られている．例えばV（入）を最高ウェイト入 EP+の最高ウェイト加群とする．このとき，任意の

有限次元既約は(g)—加群は V（入）（入 EP+) と同型になる．また完全可約性が成り立っ．

一方， q→0の極限では表現論の多くの部分に対し組合せ論的な記述が存在する．以下これをもう少し正

確に述べる．鳥(g)のあるクラスの加群は結晶基底という q→0における良い基底をもつ．これはその元と
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佑(g)の生成元Fi,E，の q→ 0における作用によって，色付き有向グラフとして表せる．これを結晶グラ

フとよび，これを用いることで表現論上の計算を組合せ論に落とすことができる．ここでは結晶基底の組

合せ論的な性質のみを抽出した結晶を考える．

定義 2

集合 Bに対し，次を満たす写像 wt:B→ P,eぃf,： Bu{0}→ BU  {O}, c;, <p; : B→ Z U { -oo} (i E I) 

が存在するとき， Bを広(g)ー結晶または An-1型結晶とよぶ bEBとする．

1. <p;(b)＝臼(b)+ wt(b)(h』.

2. wt(f;b) = wt(b) -a; if f;b E B. 

3. wt(e;b) = wt(b) + a; if e;b EB. 

4. c;(/;b) =ら（b)+ 1, 叫 f;b)＝叫b)-1 iff;bEB. 

5. c;(e;b) = c;(b)-1, <p;(e;b) = <p;(b) + 1 ife;b EB. 

6. f;b = b'⇔ b=e;b'forb,b'EB,iEI. 

7. <p;(b) = -oo⇒ 邸＝ e;b= 0 for b EB. 

応（g)―粕晶 Bの元 bを頂点とし，辺 b.!:__,b'をf;b= b'で定義した色付有向グラフを結晶グラフとよぶ

定義 2(6)より b.!:__,b'のとき， e;b'=bが成り立つことに注意する．任意の結晶基底は結晶の定義を満た

すから結晶として議論できる．結晶の同型は次で定義する．

定義 3

Bぃ凡を凶(g)結晶とする． B1から凡への射 w:B1→ B2とは，写像 w:B1U{O}→ B2U {O}で

1. wt(¥l.i(b)) = wt(b),c;(¥l.i(b))＝ら(b)，<p;(¥l.i(b))= <p;(b) ifb EBぃ¥l.i(b)E B2. 

2. f;¥l.i(b) = ¥l.i(f;b), e;¥l.i(b) = ¥l.i(e;b) if¥l.i(b), ¥l.i(e;b), ¥l.i(f;b) E B2 for b E B1・

3. w(O) = 0. 

を満たすものをいう．射 w:B1→凡に対し，写像 w:B1 U {O}→恥 U{O}が単射のとき埋め込み，全単

射のとき同型射とよぶ．同型射 w:B1→凡が存在するとき， B1と凡は匂(g)ー結晶として同型であると

いい， B1竺氏とかく．

結晶のテンソル積は次のように定義する．

定義 4

Bぃ凡を恥(g)ー結晶とする． B1と凡のテンソル積 B1＠凡を以下の結晶構造をもつ集合 B1x凡とし

て定義する．

1. wt(b1 0 b砂＝ wt(bり＋wt(b砂

2. c;(b1 0 b2) = max(c;(b1),c;(b2)-wt(b1)(h;)). 

3. <p(b1 0 b2) = max(<p(b叫，<p(b1)+ wt(b分(h;)).

4. e;(b1 0 b叫＝｛e，blR b2 <p，（h) 2 e,（b叫，

b1 0 e;b2 凸 (b1)< c;(b叫．
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5. f,(bl @ b2) ＝ ｛f,bl R b2'P，（b1) ＞ e,（b2)， 
b1⑳ fib2'Pi (b1):<:: "i(b砂

ここで基本的な結晶基底の例として，応(sb)のベクトル表現の結晶基底を考える．

例 1

叫的）＝〈E,F,K士1〉のベクトル表現 V=C(q)v1@C(q厄を考える． Vの島(s［サ加群の作用は次で与

えられる．

このとき， B= {b1, b2}を

Ev1 = 0, Fv1 = v2, Kv1 = qv1, 

Ev2=V1, Fv2=0, Kv2=q―1V2. 

eb1 = 0, f b1 = b公

eb2 = b1, f b2 = 0 

で定めると， BはVの結晶基底と同型な結晶になる．この結晶グラフは次の通り．

1 
b1→b2. 

さてここで，表現論の計算を組合せ論に落とす例として例 1のベクトル表現のテンソル積分解を考えよう．

例 2

Vを店(s[2)のベクトル表現， BをVの結晶とする． B@Bの結晶グラフは以下のようになる．

b1'21 b1 ~ b2⑭ b1 

l1 
b1 @ b2 b2⑭ b2 

上のグラフから BRBは二つの連結成分に分解できる．

B@B竺 {b1@b1,b2@b1,b2@的｝ LJ{b1 @妬｝．

また wt(b1@b1) = 2A1, wt(b1 @ b砂＝ふが成りたっ．このとき

VRV竺 V(2ふ） EBV(A2) 

が成り立つ．

例 2では，ベクトル表現のテンソル積分解が結晶グラフの連結成分への分解と対応した．これは加群の

テンソル稜の直和分解を求める表現論の問題が，グラフの連携成分を求める組合せ論の問題に落ちたこと

を意味する．

さらに結晶基底は半標準盤の集合として実現され，テンソル稜分解に対しても半標準盤による記述をも

つ： V（入）（入 EP+)を最高ウェイト入の最高ウェイト加群， B（入）を V（入）の結晶基底とすると， B（入）は型

入の半標準盤全体B(Y)で実現される．ここで Yは型入のヤング図形． B（入）の最高ウェイトベクトル b入

はYamanouchitableauと対応する．
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j E {1,2,...,n}に対し，

直＝｛ （ふ，．．．，ふ＋ 1,．．．，入n)

（ふ― 1,...，入J―1,...，入n-1) 

j =J n, 

J=n 

とする． Y[j]がヤング図形でないとき， B(Y[j])= 0とする． TEB(Y)は 1行目を右から左へ読み，次に

2行目を右から左へ読み，…という操作を続けることで語jl...jmと対応させることができることに注意

する． このとき次が成り立っ．

命題 5

入，μ E p+, yを型入のヤング図形， Zを型μのヤング図形とする， Y[j1,...,j叫＝ Yふl・・・ [Jm]とする．

B(Y)@B(Z)竺 任~ B(Y[j・1,．．.，Jm]）．

T=j, ・・・JmEB(Z) 

3 A型結晶基底と K-hive

hiveとは A.KnutsonとT.Taoにより導入された組合せ論の対象である [8]．これは正三角形上に実数を

配値した図形で，三つの表示形式をもつ [10]．本稿では，主に hiveにいくかの条件を課した K-hiveを扱い，

特に gradientrepresentationという形式を採用する．また K-hiveは半標準盤と一対ーに対応する．よって

この対応から， K-hiveの集合には A型結晶の構造が誘導されるが，この対応とは独立に結晶構造を与える

こともできる [9]．ここでは， K-hiveを定義し，そのあとで結晶構造を具体的に与える．

定義 6

ct= (a1,..., °'n), f3 =（凡，．．．，釦），,= (,1,...，石） € Znとする．（％）lSi<j:c;nE zn(n-1)/2とする．サイ

ズnのintegerhive graphとは以下を渦たす組 (a,(3, 1, (Uij)i:c;i<j:c;n)のことをいう．

k-1 n 

森＝ （咋＋区 U叫＋ （位一区 U叫
i=l j=k+l 

以下 (Uiihsi<iSnを単に (Uij)i<iとかく． integerhive graphの集合を次のように定義する．

G(n)（入，μ,O)={H=（入，μ,0, (U;i)i<i) I H is an integer hive graph of size n}, 

G(n)（入） ＝ LJ釘）（入，μ,0).
μ 

混合の恐れがないときは G(n)（入）を G（入）と表す．

integer hive graphは正三角形のグラフとして表示する．例えば n=4の場合は次のようになる．

,1 
f31 あ {33 {34 

(1) 
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G = (a,{3,0,(U;1い）€ G（入）に対し， LDj=｛厖叫 u{Uij I i < j}をleftj-th diagonal, RD; = 

{O39年｝ u{Uij I i < j}をrighti-th diagona]とよぶ． m，店 (iE JU{n}), U;1(1 :c; i < j :c; n)の列

(91, ・ ・ ・, 9s)を考える． 9kE LDJk U RD;kとする． 91,gs€ {m,出,1; I i E J U { n}｝また k= 2,...,sに対

し9kE LDJk-1 u RD;k-1が成り立つとき，（91,・ ・ ・,9s)をG上のパスとよぶ

a €認o しま整ウェイトとみなせることに注絲する．特に a= (a1 2: ・ ・ ・ 2:%）のとき， aは支配的ウェイ

トとみなせる．

定義 7

豆，1€ 認。とする． 1:c;i<j:c;n に対し， L;j ＝区に~ U;kー区ic=lU;+1,kとする． integerhive graph 

H = (a,{3,1,(U;j)i<j)が次を満たすとき H をK-hiveとよぶ:a E p+, /3 E P, 1 = 0, U;1,L匂 2:0 (1 :c; 

i < j :c; n), /3; 2:江―=11匹 (iE JU {n}). K-hiveの集合を次のように表す．

如）（a,{3,0)={HE G(a,/3,0) I His a K-hive}, 

H叫a)=LJ臼 (a,/3, 0). 
(3EP 

混合の恐れがないときは H(n)(a)をH(a）とかく．

入Ep+に対し， H(入）には次の方法で A型結品の構造が入る．

命題 8([9]) 

入＝区iEI 入，€， EP＋とする． HE 日（入）に対し， wt, /j, ej,'{Jj,匂 (jE J)を次のように定義すると旺（入）は

A型結晶になる． jEJをfixする．

1. wt(H) = LiEI(µ; —µi+1)A, . 

2. k E {1, 2,..., j}に対し，砂k¥H)= max{<.p?-1¥H) + Uk,j―Uk+l,j+l, 0}とする．砂0)= 0とする．

このとき叫H)='PY)(H)とする．

3. kE{l,2,...,j}に対し， c?)(H)= max{c?-1¥H) + U正 1-k,j+l-Un-k,j, 0}とする． E:)O)= 0とす

るこのとき E:j(H)= cJn-j)(H)とする．

4.'Pj(H) = 0のとき /jH=0とする．切(H)ヂ0のとき，

k'= min{ k E JU { n} I Vlミk,副（H)2':亭(H)> 0}. 

とし， f直＝ （入，μ',O,(U向）k<l)と定義する．ここで

とする．

μ'= L 庄 k+ (μj― 1凡＋ （μ3+1 + 1)G+1, 
k#j,j+1 

U向＝｛口：:~::::二'+I,
5. E:j(H) = 0のとき ejH=0とする． E:j(H)=J 0のとき，

k'= min { k E J U { n} I Vl 2': k, E:門(H)2':亭(H)> 0}. 
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とし， eiH =（入，μ',O,(U向）k<l)と定義する．ここで

とする．

μ'＝ L μ紅k+ (μj + l凡＋ （μj+l -1)も＋1,
k台，j＋1

U向＝『□:：：：：二：□'＋ 1, 

ukl else. 

特に JHI(入）は既約最高ウェイト加群の結晶基底の実現になっている．

命題 9([9]) 

入Ep+とする． H入＝ （入，入，0,(O)i<j) E lHI（入）とする． このとき屯 lHI（入） → B（入）を <l>(H刈＝ b入で定義

すると①は結晶の同型写像となる．

4 K-hive結晶のテンソル積分解

4.1 分解ルール

さてここでlHI（入） RlHI(μ)の結晶としての直和分解を考えよう．命題9と完全可約性から次が成り立つ．

lHI（入）＠ lHI(µ) 主〶 lHI(v).

したがって，この分解を得るためには旺（入）R旺(μ)の元のなかで最高ウェイトベクトルになるものを探せ

ば良い．まず G（入）上の操作をいくつか定義する．

定義 10

H=（入，μ,0, (Ukz)k<l) E G（入）に対し，

io := max{i EI I入i# O}, Jo := max{j E I I uioj # O} 

とする．このとき， CY(H)= (v, ~, 0, (Vkz)k<l)を

v=（ふ，．．．，心ー 1,...入n),

ど＝ （μ1, ・ ・ ・ μjo― 1, • • •, μn-1), 

如ー 1 k = io, j = jo, 

Vkl =｛如 otherwise

として定める．また ja(H)=j。とする．

io, jりの取り方から a(H)E G（入）がわかる．この作用は次の例のようにパスを用いた操作として考えるこ

とができる．
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例 3

g=的とし， H EH((3,2,1,0)）を以下のように取る．入8。から始めて righti0-th diagonalをuio,j。まで

下り，そこから leftj0-th diagonalをμ3。まで下る H上のパスを考える． aはこのパスで指定された入’0'

U;o,jo, /J,oを1減らす作用として理解できる．

H び(H)

〇―

→ 

2 3 1 0 2 2 1 0 

定義 11

H=（入，μ,0, (U;j)i<i) E IHI（入）とする． jEIを応する． Tj(H)= (v,~,o, (Vkl)k<l)を次で定める．

(v,~) = {（（ふ，．．．，ふ＋ 1,．．．，入n)，（μ1,．．．，μJ+ 1,．．．，μn)） j # n, 

（（ふー 1,...，入n-l),(μ1-l,...,μn-l)) j=n, 

Vkl =伽（1::::;k < l:::; n). 

定義から叫H)E G(v)が成り立つ． この操作がヤング図形Yに対する操作Y[j]と類似していることに注

意する．

まずいくつかの計算で次の特別な場合についての分解ルールを得る．

補題 12

H@KEIHI（入） RIHI（ふ）が最高ウェイトベクトルであることは， H = H入かつある vE p+が存在して

巧u(H)(K) E IHI(v)が成り立つことと同値

定義より一般に巧(H)E G(v)だが， aのKへの作用に依存した添字ja(K)に対して Tju(K)(H) E IHI(v)と

なるとき HRKは最高ウェイトベクトルになる．この条件は Y[j]がヤング図形でないとき B(Y[j])= 0と

みなすことと対応している．

例 4

g＝的とし， HC9 KE  IHI((2, 1, 0)) ISi IHI((l, 0, 0)）を以下のように取る．

2 1 0 0 1 0 

定義より H=H(2,1,o)，また ja(K)= 2. このとき乃(H)は以下のようになる．

2 2 0 
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簡単な計算で乃(H)E lHI((2, 2, 0)）がわかる．よって H0Kは最高ウェイトベクトル．

ヤング盤を語に対応させる方法の類似を考えることで， HElHI（入）の lHI（ふ）RNへの埋め込みを得る．こ

の埋め込みにより，補題 12を繰り返し適用することで一般の場合がわかる．

定理 13

H1 E lHI（入）， H2E lHI(μ)とする．上の埋め込みで H2竺 H210 ・ ・ ・ 0 H2N E lHI(A1)RNとみなす．このとき，

H噂凡が最高ウェイトベクトルであることは， H1=H.>.かつ任意の k= 1,...,Nに対して vEP＋が存

在して Tj祖 (H2kl...Tjo(H21) (H1) E JHI(v)が成り立つことと同値．

4.2 分解写像

次に H（入） 0H(µ) から〶,.,H(v) への具体的な分解写像を構成しよう．再びいくつか K-hive 上の操作を

定義する．

定義 14

H=（入，μ,O,(U砂<j)EH（入）に対し， io= max{i E JU {n} 入，＃ O},jo = min{j E JU {n} I U;0j-=/ O} 

とする．このとき i(H)= (1.1, ~, 0, (V;i);く］）を次のように定める．

I/=（ふ，．．．，心ー 1,...，入n),

~ = (μ1, • • •, μj0 -1, • • •, μn), 

見＝ ｛~::ー 1 i = io, J = Jo, 

otherwise. 

また j,(H)=j。とする．

構成からし(H)E H(v)が計算によりわかる．

例 5

g ＝的， HE日((3,2,1,0)）を以下のようにとる．入Kから始めて． rightk-th diagnalをUkl-=/0となる最小

の要素まで進み，次に leftl-th diagonalをμlまで進むパスを考える．バまこのパスで指定されたふ， Ukl,

ぃを 1減らす作用と理解できる．

H i(H) 

o/¥／＼入＼／V
2 1 1 1 

→ 

゜2 1 0 1 

次に K-hive上のパスを定義し，それを用いてヤング盤における insertionアルゴリズムの類似を考える．
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定義 15

H=（入，μ,O,(U砂<J)E H（入）とする． aEI を fix する． mEZ~。に対し，

Pa,m E｛入k,μklkEIU{n}}U{[lぃ lS:k<lS:n}

を次のように定義する．

｛ 
Pa,O = μ釦

U1a m = 1, 

Pa,m := U伍，jm= u,m-1+1,jm-l m E 2Z>o + 1, 

U;m-1,min{jEI>jm-l 1u,m-1,j-/cO} m E 2Z>O・ 

NEZ>。に対し，｛jE I>jN-1 I U;N-1,j -I 0}が空集合となるとき， Pa,N=入iN-1とし， m>Nに対して

はPa,mはunde且nedとする．このとき防(H)を

Pa(H) = (Pa,m)m=l,...,N 

と定義する．

定義 16

H=（入，μ,0, (U;j)i<j) E H（入）と aEIに対しPa(H)= (Pa,m)m=l,...,Nとする． Pa(H)= (v, {, 0, (Vkl)k<l) 

を次で定義する．
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いくつかの計算により Pa(H)E JHI(v)がわかる．これはヤング盤における Insertionalgorithmの類似になっ

ている．

例 6

g = s[3とし H E JHI((6, 2, 1, 0)）を以下のようにとる． μ2から始めて left2-th diagonalをU12まで進む．

次に right1-th diagonalをU切ヂ 0まで進み， right2-th diagonalに入る，さらに right2-th diagonalを

U2j =J 0まで進む…．この操作を繰り返して H上のパスを構成する．このとき P2は四(H)で指定された H

の要素を＋1かー1する作用と理解できる．

H P2(H) 

3 4 2 0 

P2 

→ 

゜3 5 2 0 
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H0KEH（入）⑭H(μ)とする． 8(H10凡） ＝し(H1)⑭pみ(H1)(H2)とする．このとき，定義 14,定義 16

からある v,~ E P＋が存在して，

8(H1⑧凡） EH(v) 0H(~) 

となる．特にこれは結晶の同型写像になっている．これを繰り返し用いることで次を得る．入，μ E p+に

対し，

p+（入，μ)= {v E p+ 1 v＝こ（μi+ k;)Ai, L k; = L入，｝

とする．

定理 17

iEl 

結晶の同型写像lHI(入)＠lHI(μ)→④vEP+（入，μ)lHI(v)が存在する．

5 おわりに

iEl iEI 

本稿ではlllI(入）のテンソル積分解を与えた．具体的には，最高ウェイトベクトルである条件を考えること

で分解ルールを与え，また K-hive上の操作を用いて分解写像を構成した．特に分解写像の構成に利用した

作用 p]は，ヤング盤における Insertionalgorithmの類似になっている．よって，これを拡張することで

lllI(入)上の Robinson-Schensted対応の構成などが期待されるが，それは今後の課題である．
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