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Abstract 

Stability conditions of Grabner bases are considered in the context of symbolic computation. 
New strategies for computing the stabitity conditions are introdcued. Moreover, a new algorithm for 
computing comprehensive Grabner systems is given as the application. 

1 序

パラメータ付き代数方程式系を解析するための強力な道具の1つとして，包括的グレブナー基底系が知られ

ている．包括的グレブナー基底系は，パラメータ付きグレブナー基底のことであり， 1992年にWeispfenning

[18]にその概念と計算アルゴリズムが紹介されたあと， Weispfenning自身[19,20], Montes [7, 8]，鈴木ー佐

藤 [14,15, 16], Kapur-Sun-Wang [5, 6]，鍋島 [10,12]らにより理論と効率的な計算法が研究されていると

共に，多くの応用も紹介されている [9].

本稿では， Kalkbrener[4]によって紹介されたグレブナー基底の安定性を包括的グレブナー基底系計算ア

ルゴリズムに利用した鈴木ー佐藤[16]アルゴリズムの改良を念頭に慨き，新たなグレブナー基底の安定条件

を求める計算法を紹介し，また，新たな包括的グレブナー碁底系計算アルゴリズムも紹介する．

鈴木佐藤[16]アルゴリズムの改良として， Kapur-Sun-Wang[5, 6]アルゴリズムと鍋島[12]アルゴリズ

ムがある．両アルゴリズム共に，より良いグレブナー基底の安定条件を求める方法が包括的グレブナー基

底系計算の鍵となっているが，安定条件を求める計算方法は両アルゴリズム共に本質的には同じである．し

たがって，ある安定条件が計算量の観点から得られなければ，両アルゴリズム共に包括的グレブナー基底系

が得られないことが多々ある．そこで，新たなグレブナー基底の安定条件を求める計算方法が望まれてお

り，本稿では，主結果として新たなグレブナー基底の安定条件を求める計算法を与え，また，応用として，

主結果を用いた包括的グレブナー基底系計算アルゴリズムについて述べる．

2 準備

ここでは，本稿で用いる記号と定義を紹介する． n変数X1,...,Xnの省略形をxで表わし， m変数ti,...,tm 

の省略形を tとし xnt=J0とする．次節以降では変数xを主変数をして扱い変数tをパラメータとして扱

う． K を体とし， K を含む代数的閉体を民とする．
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係数を K[t]に持つ多項式環を K[t][x]で表す．主変数xに関する項順序ら府を固定し/E K[t][x]とする．

このとき， fの先頭項，先頭係数，先頭単項をそれぞれlppx(f),lex(/), lmx(f)で表す．ただし， lmx(f)= 
lcx(f)lppx(f)である．添え字に主変数のxがあること注意する．また，集合FC K[t][x]に対して， lppx(F)= 

{lppx(g)lg E F}, lcx(F) = {lcx(g)lg E F}, lmx(F) = {Imの(g)lgE F}とする．

多項式環K[t,x]でのブロック項順序を (>--x,臼）で表わす．ただし，変数xにおける項順序は>--Xであり，

変数tにおける項順序は臼であり X≫ tである．
F C K[t]とする．アフィン代数多様体を V(F)= {a Ek叫f(a= 0,f E F}で定める．また，環Rを

K[t,x] もしくは K[t][x] とする．このとき， Ji,•••,fs ERとしたとき， Ii,...,Isで生成されるイデアルを

〈fi,...,f.〉=｛苫hi/iI h1,..., hs ER} 
で表わす．

本稿では，係数を K[t]に持つ多項式環K[tl[x]上でのイデアルの議論を行う．多項式環K[t][x]でのイデ

アルのグレブナー基底は次のように定義される．

定義 1K[tl[x]での項順序名ェを固定する．イデアルIc K[t]［ェ］の有限部分集合G= {g1,．．．，佑｝がもし，

〈lmx(gi),lmx(g2),..., Imェ(gr)〉＝〈lmx(I)〉

を満たすならば， Gはら：に関する Iのグレブナー基底である．

多項式環K[t]［叫のイデアルIのグレブナー基底計算は， Iを多項式環K[t,x]のイデアルと見なし， X≫ t 
となるブロック項順序(>--x,臼）を用いて， Iのグレブナー基底GをK[t,x]で計算すると， GはK[tl[x]上

でのイデアルIのグレブナー基底にもなっている．すなわち，グレブナー基底GはK[t][x]上でIでの >--x

に関するグレブナー基底となっている．

（注意）ブロック項順序を川いて得られたグレブナー基底Gは，たとえK[t,x]上で簡約グレブナー基底を得

たとしても， K[tl[x]上では簡約グレブナー基底になっているとは限らない．多くの場合， Gには冗長性が

あるが，計算速度の観点からブロック項順序を用いた計算法を採用する．他の計算法もしくはK[t][x]上で

の簡約グレブナー基底に関しては [1,11]に詳しく書かれているが，計算量は大きくなる．

定義 2（極大独立集合） Iを空でない K[x]のイデアルとし，｛u1,...,ur}を｛X1,...,Xn}の部分集合とす

る．もし， Jn K[u1,．．．，叫＝ ｛O}であれば，｛U1,...，叫｝を Iの独立集合という．また， Iの独立集合
{u1,..．，叫｝がどの Iの独立集合も含まないとき，｛U1,．．．，叫｝を Iの極大独立集合と呼ぶ．

u = {u1,...，叫｝をイデアルJcK[x]の極大独立集合とする．このとき， IはK(u)[x¥u]でゼロ次元イ

デアルとなる．ただし， K(u)は変数uを持つ有理関数体である．極大独立集合はIのグレブナ一基底を計

算することにより，求めることができる [2,3]. 

3 グレブナー基底の安定性

本節では，先行研究で紹介されている具体的なグレブナー基底の安定条件とその計算法についてに復習

する．ここでは，単項式の集合TcK[x]から生成されるイデアルの極小基底を MB(T)で表わす．
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定理 3(Kapur-Sun-Wang[5, 6]) F C K[t][x]を有限部分集合，名を xの項順序とする． FをK[t,x]

の集合と見倣しブロック項順序（合，--<t)に関して〈F〉の簡約グレブナー基底を Gとする． GをK[t][x]の

集合と見倣し， E= G n K[t], T = {lppx(g)lg E G¥E}, MB(T) = {m1,．．．，叫｝ C K[x]とする．各
l<;i<::rに対して， Gm,= {gl lPPx(g)＝叫，gEG}とする．各 Gm,から 1個の多項式Piをとり，

h= JITい ~EK[t] とする．ただし， vrr:＝1lcェ (Pt) は I1い lcx(p』の無平方多項式とする．
このとき， aE V(E)¥ V(h) c i(m において， aa({Pt,·•·,Pr}) はぺに関して，〈aa(F)〉の極小グレブナー

基底となる．

例 4F=  {s丑— xy+y汽 txy+y,s丑— y,(t+ l)x炉＋sx}C IC[s, t][x, y]とする．項順序として吋x,y}は

辞書式項順序，吋s,t}は全次数逆辞書式とし，ブロック項順序(>-{x,y}ふ {s,t})において，〈F〉の簡約グレブ

ナー基底GをIC[s,t,x,y]で計算すると次となる．

G = {(s+t2 +t)y, ((-t+ 2)s -l)y, (s2 +6s-t-3)y,-y2 + (s +2t+ l)y,sx+ty,xy+ (-s -2t-2)y} 

また， lpp{x,y}(G)= {y,y汽x,xy}なので， MB(IPP{x,y}(G))= {x,y}となり，

Gx = {sx + ty}, Gy = {(s＋柱＋t)y,((-t + 2)s -l)y, (s2 + 6s -t -3)y} 

である． Gx,Gyからそれぞれ1つの元をとり {sx+ty,(s＋柱＋t)y}を考えると， VaE C八V(s(s＋柱＋t))
のとき，叩({sx + ty, (S + t2 + t)y}）は吋x,y}に関して〈叩(F)〉の極小グレブナー基底である．

定理 5（鍋島） FC K[t][x]を有限部分集合，古：を mの項順序とする． FをK[t,x]の集合と見倣しブ

ロック項順序 (--<x,--<t)に関しての〈F〉の簡約グレブナー基底を Gとする． GをK[t][x]の集合と見倣し，

E = G n K[t], T = {lppx(g)lg E G¥E}, MB(T) = {m1,..．，叫｝ cK[x]とする．各l<;i<::rに対して，
Gm, = {gl lPPx(g)＝叫，gEG}とする．

このとき， G,E V(E)¥ (V(Gm,) LJ V(Gm2) LJ"''LJ V(Gm』)Cj(mにおいて， aa({p1,•••,Pr}）は全に

関して，〈aa(Gm,U ・ ・ ・ U Gmr)〉のグレブナー基底となる．

例 6例4と同じパラメータ付きイデアルを考える．

Gx = {sx + ty}, Gy = {(s＋柱＋t)y,((-t + 2)s -l)y, (s2 + 6s -t -3)y} 

であるので， VaE IC八(V(s)U V(s + t2 + t, (-t + 2)s -1，茫＋6s-t -3)）のとき，叩(G山ら）は>｛の，y}
に関して〈叩(F)〉のグレブナー基底である．

定理 3,定理 5共に〈F〉を K[t,x]の集合と見倣しブロック項順序 (--<x,--<t)に関しての簡約グレブナー

基底を Gを計算する必要がある．すなわち，このグレブナー基底Gが計算できなければ『パラメータの条

件』と『グレブナー基底』の両方が得ることができない．計算面において， この簡約グレブナー基底Gを

計算することがボトルネックである．

4 安定条件の新たな計算法

ここでは， K(t)を変数tの有理関数体とする．また， gE K(t)［叫のとき， dlcm(g)c K[t]をgの各係数

分けの最小公倍元とする．

定理 7F c K[tl[x]を有限部分集合， xの項順序全：を固定する． FをK(t)［ぉ］の集合と見倣し〈F〉CK(t)[x] 

の簡約グレブナー基底をG'とし， G= {dlcm(g)glg E G'} C K[t][x]とする．また， h= I]gEG lcx(g)とし，

イデアル商〈F〉:〈G)c K[t,x]のブロック項順序(---<t,-＜ェ）での簡約グレブナー基底を Sとする．このとき，
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{i) Sn K[t]ヂ0,

{ii)任意のaEK八(V(Sn K[t]) U V(h))において，びa(G)は全に関して〈aa(F)〉のグレブナー基底で
ある．

例 8例4と同じパラメータ付きイデアルを考える． F={s丑—xy+y叫 txy+y,sx2 -y, (t+ l)x炉＋sx}C 

C[s, t][x, y]であり9 >--｛”'y}は辞書式項順序，吋s,t}は全次数逆辞書式であった．

C(s, t)[x,y]での叫，y}に関しての〈F〉の簡約グレブナー基底は

G。=｛x,y} 

であり， G。の全ての要素の先頭係数は 1である．

次に，ブロック項順序(>--｛四，y}ふ {s,t}）においてイデアル商〈F〉:〈G。〉の簡約グレブナー基底Sをqs,t, x, y] 

で計算すると

S=｛茫＋ （t2 + t)s, (-t + 2)s2 -s,惑＋6茫＋ （一t-3)s,y-2s2 + (-5t-3)s,sx -s2 + (-2t-2)s} 

となる．

Sn C[s, t] = { s2 +（柱＋t)s,(-t + 2)s2 -s, s3 + 6s2 + (-t -3)s} 

なので， C2¥V(s2+（t2+t)s, (-t+2)s2 -s,s3 +6茫＋（—t-3)s)のとき，｛x,y}が簡約グレブナー基底で

ある．

これは，例 6において得たパラメータの条件と同じになっていることに注意する．

定理 7では，集合SnK[t]を考えたが， gE SnK[t]において， V(Sn K[t]) c V(g)であるので次の系

が簡単に成り立つ．

系 9F C K[t][x] を有限部分集合， x の項順序古〗を固定する． F を K(t)[x] の集合と見倣し〈F〉 C K(t)[x] 

の簡約グレブナー基底をG'とし， G= {dlcm(g)glg E G'} C K[t][x]とする．また， h= I]gEG lcx(9)とし，

イデアル商〈F〉:〈G〉cK[t,x]のブロック項順序（--<t戸紐）での簡約グレブナー基底をSとし， gE SnK[t] 

とする．

このとき，任意のaE.i{m¥(V(g) U V(h)）において，びa(G)は全に関して〈びa(F)〉のグレブナー雄底で
ある．

例 10例 8を再び考える．

Sn qs, t] = { s2 +（t2 + t)s, (-t + 2)s2 -s, s3 + 6s2 + (-t -3)s} 

であるので，茫＋（t2+t)s E Sn C[s,t]を選択する．系 9より， C八V（炉＋（t2+ t)s)のとき，｛x,y}が簡
約グレブナー基底である．

これは，例 4において得たパラメータの条件と同じになっていることに注意する．

定理3と5では，〈F〉をK[tl[x]のグレブナー基底計算を 1度するだけで必要な情報を得ているのに対し，

定理 7は以下の 2つのステップを踏んでいる．

(1)〈F〉CK(t)[x]の簡約グレブナー基底を計算．

(2) K[t,x] 上でイデアル商〈F): 〈G〉のグレブナー基底を x~t となるブロック項順序で計算．
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図 1:Method 1 vs Method 2 

Method 1 

大きなグレブナー基

底を K[t,x]で 1度 I vs 

だけ計算

Method 2 

(1) K(t)[x]でグレブ

ブナー基底を計算．

(2)イデアル商を計算

(1)ではグレブナー基底の形を求め，（2）ではグレブナー基底となるパラメータの条件を計算している．す

なわち，グレブナー基底計算とパラメータの条件の計算を個別に行っていることになる．

定理 3や 5のように K[t,x]上で大きなグレブナー基底を 1度だけ計算する方法を Method1とし，定

理 7のようにそれぞれ個別に計算する方法を Method2とする．

現在まで Method1のみが計算法として知られていたが，今同，新たに Method2を紹介した．これに

より，計算できなかったものが計算できるようになると思われる．（図 1はMethod1とMethod2の比較

をイメージ的にまとめたものである．）

次の 9個の問題において Method1とMethod2の計算速度比較を行う．ここでは， x,y,zを変数とし，

a, bをパラメータする．

F1=[x~4+y-2*x+y~3,y-3+x~3+b*x-3*y,x~3*y-3+y~4+a*x*y]; 

F2=[x~4+y-2*x+y~3,y-3+x~3+b*x-3*y,x~3*y-3+y~4+a*x-2*y]; 

F3=[a*y-2*x-5+y-2*x+a*y,y-2*x-4+x~3+y~2,b*y*x-6+x-2]; 

F4=[x~5+a*y~3+b*x-2*y+5*y,x~2*y~2+x-3*y~2+y,4*x-5*y+x~2*y~6+y~2+b*x~5,x-3+x*y~3]; 

F5=[x~3+a*x-4+b*x*y+5*y,x~2*y+a*x-3*y~2+y~4,4*x-5*y+x*y~6+y~2+b*x~5*y~2,x~3+y~3+x*y-3]; 

F6=[x~5+a*y-2+x*z-3,y-5*z-2+x-3*y,x~3*y+x~2*y-4*z,x~2*y*z+x~3+b]; 

F7=[x~5+y-2*x+a*y-3,y-3*x-3+x~2+b*x-3*y,x~3*y+y~4+x*y]; 

F8=［X̂6+ŷ2*x+a*ŷ3,X̂3+ŷ2,ŷ3*X̂3+X̂2+b*X̂3*y,X̂3*y+ŷ4+X̂2*y] ； 

F9=[x~6+y-2*x+a*y-3,x-6+y~5,y-3*x-3+x~2+b*x-3*y,x~4*y+x~3+a*x-2*y]; 

用いた計算機は [Winll,CPU:i5-8265U 1.6GHz, Mem:16Gb]であり，計算機代数システム Risa/Asirを

用いた． Method1の計算には

nd_gr(F, [x, y,z,a, b], 0, [ [O,3], [O, 2]]) 

を用い， Method2の計算には

nd_gr(noro_pd.ideal_colon(F,nd_gr(F,[x,y,z],0,0),[x,y,z,a,b]),[x,y,z,a,b],[[0,3],[0,2]]) 

を用いた． nd_grがグレブナー基底計算コマンドを表し， noro_pd.ideal_colonはイデアル商計算コマン

ドを表す．表 1の単位は CPU秒であり，＞10mは，出力を得るには 10分以上かかることを意味する．
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表 l：計算速度比較

問題 Method 1 Method 2 

Fl >lOm 2.391 

F2 1.781 47.3 

F3 0.8281 12.89 

F4 >lOm 4.859 

F5 >lOm 33.47 

F6 8.172 14.33 

F7 >lOm 0.9688 

F8 >lOm 0.01563 

F9 >lOm 53.77 

Method 1, Method 2のどちらかが絶対的に速いということはないが， Method2に適した問題がそれな

りに存在し， Method1では現実的な時間では結果が得られなかったものが， Method2では結果が得られ

ている．

定理 7を更に一般化させたものが次の定理である．

定理 11K[t]の有限部分集合をEとし，〈E〉の極大独立集合をuCtとする． K[t]位］の有限部分集合をFと

し， EとFをK(u)[t¥u,x]の集合と見倣し， K(u)[t¥u,x]において〈FUE〉の (>--xふt¥u)に関する簡約グレ

ブナー基底を G'とする．また， G"= {dlcm(g)glg E G'} C K[t][x], G = G"¥(G"nE), h = ITgEGlcx(g), 

イデアル商〈FUE〉:〈G〉CK[t心］の (>--x,臼）に関する簡約グレブナー基底を Sとする．このとき，次が

成り立つ．

{i} Sn K[t] =J 0. 

{ii)任意のaE V(E)¥ (V(h) U V(S n K[t])) c i{mにおいて，四(G)は全に関して，〈aa(F)〉の簡約グ

レブナー基底となる．

例 12E = { s2 + t} C IC[s, t]とF=｛呼y-sxy,x炉＋叶y+ xy, sy2 -t丑｝ CIC[s, t][x, y]を考える．こ

こでは， x>--{x,y}Yとなる辞書式項順序汀x,y}を用いる．〈E〉における極大独立集合の一つは{t}である．

({s}としても定理 11は成り立つがここでは {t}の場合を考える．）

・ IC(t)[s，①，y]での (FUE〉のブロック項順序(>--{x,y}ふ {s})簡約グレブナー甚底で分母を払ったものは

G" = {s2 +t,y叫xy,tx2 — sy外

である．

・ G = G"¥(G" n〈E〉)＝ ｛y旱Y,t丑— s炉｝，

・ h =t, 

・イデアル商〈FUE〉:〈G〉CK[t,x]の(>--ェ，臼）に関する簡約グレブナー基底は

S = { st-s-t2+2t, -s2-t, s-t3+2t2-t, ty+s+t2 -t, sy+s-t, -tx+s+t2-2t, sx+t, xy+x-t，x2+t} 
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となる． よって，

Sn C[s, t] = { st -s -t2 + 2t, -s2 -t, s -t3 + 2t2 -t} 

である．

したがって，パラメータ (s,t)が

V(s2 + t)¥ (V(t) U V(st-s -t2 + 2t, -s2 -t, s -t3 + 2t2 -t)) 

に属するならば，

{y尺xy,tx2 -sy2} 

が〈F〉の >--{x,y}に関する簡約グレブナー基底となる．

次に，定理 7と定理 11を利用した包括的グレブナー基底系計算アルゴリズムについてみる．

定義 13（包括的グレブナー基底系） FをK[tl[x]の有限部分集合，釦，釦，．．．，AcをKmの代数構造的集合，

G1,G2,．．．，りを K[t][x]の有限部分集合とする．このとき，ペアの有限部分集合g=｛（釦，凸），（知，G叫，

...,(Gパみ）｝がuf=1A，上で〈F)の包括的グレブナー基底系 (ComprehensiveGrabner system (CGS)）で

あるとは，任意の aE Aiにおいて， aa(Gi)がK[x]上のイデアル (aa(F)〉のグレブナー基底であることで

ある．また，各(A.i,G』を gの断片といい，もし， uf=1Ai= f<mであれば， gを単に〈F)の包括的グレブ
ナー基底系という．

定理 7と定理 11を用いることにより，次のように包括的グレプナー基底系計算アルゴリズムを構成する

ことができる．

アルゴリズム (CGS)

Specification: CGS(E, N, F, >-) 

V(E)¥V(N)上での〈F)の包括的グレブナー基底系の計算

入力： E,N C K[t], F C K[tl[x],杞 xにおける項順序，

出力： g： V(E)＼V(N)上で>に関しての〈F〉の包括的グレブナー基底系．

BEGIN 

g ←0; 
ifV(E)¥V(N) = 0 then 

return 9; 

end-if 

u←〈E〉cK[t]の極大独立集合；

G←〈FUE〉CK(u)[t¥u,x]の（シふt¥u)に関する簡約グレブナー基底；

if 1 E G then 

g←g u {(V(E)¥V(N), {1})}; 
return 9; 

end-if 

G’←G¥Gn〈E〉;
h ← ✓I1,EG, lcx(g)； 
S←イデアル商〈FUE〉:〈G'）の（凡>-t)に関する簡約グレブナー基底

E1←SnK[t]; 
if(V(E)¥V({h}AEリ）＼V(N)# 0 then 
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g ←g U {(V(E)¥V(({h} /¥恥） I¥N), G')}; 
end-if 

h山h3••• 加← hの素因子分解；

{P1,...,Pr}←根基イデアルV瓦の素イデアル分解； ／＊p'は素イデアルの基底＊／
g←QUCGS(EU｛柘｝，N,Fふ） uCGS(E u {h2}, N/¥｛柘｝，Fふ） UCGS(EU{h叶，N/¥｛h心｝，F土）U

・・・UCGS(Eu｛加｝，N/¥ ｛h1 ・ ・ ・ hg_i}, F, >-)U 

UCGS(Pi,N/¥｛h},F,>-) u CGS(P2, N/¥｛h}氾，Fふ） UCGS(P3,N/¥｛h}I¥凡八P2,Fふ）U

・・・UCGS(Pr,N/¥ ｛h}八P1/¥．．． I¥ Pr-1,F,り；

return Q; 

END 

（注意： A,Bc K[U], A/¥B = {pql p E A,q EB}) 

（注意 1)任意の fE K[t,x], p E〈E〉において， fpE (E) C〈FUE〉であるので，〈E)C (FUE〉:〈G'〉

となる．したがって， Ee〈E1)C〈Pi〉CK[t]となる．

（注意2)実際は， N(¥｛h｝八P1̂ ．．．八Pr-1は計算する必要はなく，（（（〈Pr):h=):〈P1炉） ：'..) :〈Pr-1芦

が〈l〉になるかどうかで空集合のチェックはできるので，そのままの形で保存することができるが，アルゴ

リズムの“分かりやすざ＇と“シンプルざ＇を重視し上のように書いた．また，最適化も含めた多くの計算

テクニック [6,9, 13, 15]も省いている．

例 14F = {s企— xy+y叉 txy+y,sx2 -y, (t+ l)xy2 + sx} C IC[s,t][x,y]とする．項順序として吋x,y}

は辞書式項順序，汀s,t}は全次数逆辞書式とし，ブロック項順序 (>--{x,y}ふ {s,t})とする．例 8より，

•パラメータが C八V（茫＋（柱＋ t)s, (-t+2)s2 -s, s3 +6s2 + (-t-3)s)に属するとき，｛x,y}が門x,y}

に関して簡約グレブナー基底である．

次に，根基イデアルV〈茫＋ （炉＋t）s,（-t+2)s2-s,S3 +6茫十(-t-3)s〉の素イデアル分解を計算す
ると

V〈s2+ （住＋t）s, （-t + 2)s2 -s，呼＋6茫十 (-t-3)s〉=〈s〉n〈t3-t2 -2t -1, s + t2 + t〉

となる．

(1}E={s}とし，定理 11を適用する．（E〉CIC[s, t]の極大独立集合は{t}である． IC(t)[s,x, y]におい

て〈FUE〉の (>--{x,y}ふ {s})に関する簡約グレブナー基底伍は

G1={s,y} 

である． G~ =G八Gln〈E)= {y}とする．イデアル庇〈FUE〉:〈Gi〉の(>--｛ェ，y}ふ{s,t}）に関する簡
約グレブナー基底は {1}である．したがって，

•パラメータが V(s) に属するとき，｛y｝が >--{x,y} に関しての簡約グレブナー基底となる．

(2) E={校-t2-2t -1, s＋柱＋t}とし，定理 11を適用する．（E〉CIC[s, t]はゼロ次元イデアルなの

で極大独立集合は空集合である． IC[s,t, x, y]において〈FUE〉の (>--{x,y}ふ {s,t})に関する簡約グレ

ブナー基底らは

G2 = {[s＋柱＋t,(-t + 2)s -1, s2 + 6s -t -3ぷ— (s + 2t + l)y, x + (s + 3t)y]} 
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であり， S+柱＋t,(-t + 2)s -1，茫＋6s-t-3E〈E〉であるので

切＝ G2¥G2門〈E〉=｛炉ー (s+ 2t + l)y,x + (s + 3t)y} 

とする．イデアル商〈FUE〉:〈Gし〉の（吋x,y}ふ {s,t})に関する簡約グレブナー甚底は{1}である．し

たがって，

•パラメータが V(t3-t2-2t-1,s ＋柱＋ t) に属するとき，｛y2-(s+2t+ l)y,x+ (s +3t)y}が>--{x,y}

に関して簡約グレブナー基底である．

以上より，（F〉の包括的グレブナー基底系gは

g = {(C2¥V（s2 +（柱＋t)s,(-t + 2)s2 -s, s3 + 6茫＋ （一t-3)s),{x,y}),

(V(s), {y}), 

(V(t3 -t2 -2t-1,s＋柱＋t），｛炉ー (s+ 2t+ l)y, x + (s + 3t)y}} 

となる．

例 15F = {y4 -sxザ，sy3+ tx3炉＋x4+ x, tx炉＋xザ]C C[s, t][x, y]とする．項順序としてシ｛x,y}は

辞書式項順序，吋s,t}は全次数逆辞書式とし，ブロック項順序（吋x,y}ふ {s,t}）とする．

(1) C(s,t)[x,y]において，〈F)の吋x,y}に関する簡約グレブナー碁底は

G1 = {y4,xy2,企＋x+s炉｝

であり，イデアル商〈F〉:〈Gりの（打x,y}ふ {s,t})に関する簡約グレブナー基底は

{ s6t11 -S叩＋s平＋ 1,y+ s平，x-s社｝

である．

したがって，断片

(C八V(s6t11-s叩＋s3抄＋1），{y4,xy叫x4+ x+ s炉｝）

を得る．根基イデアルV(s叩1-s6『+s3炉＋1〉の素イデアル分解は

V〈s牡1l-s叩＋s咆＋ 1〉＝〈s↑ -s叩＋sザ＋1〉

である．

(2) E = {s叩1-s叩＋s叩＋ 1}とし，定理 11を適用する．〈E〉CC[s, t]の極大独立集合は {s}であ

る． C(s)[t,x,y]において〈FUE〉の (>--{x,y}ふ {t}）に関する簡約グレブナー基底らは

伍＝｛s6t11-S叩＋s乎＋l,y+s平，x-s仔｝

である． G；= Gら＼G；n〈E〉=｛y+s平， X- st外である．イデアル商〈FUE〉:〈Gら〉の簡約グレブ
ナー基底は {1}である．

したがって，断片

(V(s叩l_S叩＋s叩＋ 1),{y + s2t叫x-s柱｝）

を得る．
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以上より，（F〉の包括的グレブナー基底系gは

となる．

g = {(IC八V(sザ— s叩＋s乎＋ 1),{y4,xy汽企＋x+s炉｝），

(V(s↑-s叩＋s3t6+ 1), {y + s平，x-s柱｝）｝

実装したプログラムの速度比較はまだ成されておらず，今後，別の場所で発表する予定である．
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