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1 はじめに

ー変数留数計算について

Univariate Residue Calculus 

九州大学 深作亮也＊1

RYOYA FUKASAKU 

KYUSHU UNIVERSITY 

新潟大学 田島慎一＊2

SHINICHI TAJIMA 

NIIGATA UNIVERSITY 

有理数全体からなる体Qをk，複素平面 CをXで表す． f(x)E K[x]を既約多項式 mEZを非負整数

として，幻＝ ｛x EX: J(x) = 0}とおく．多項式h(x)E K[x]に対して点/3E ZJでの以下の留数を考える：

resB （贔い）＝ ~i~dx,
ただし Cはその内部に 9E幻を含み，その他の極を含まないような単純閉曲線である．

留数値は有理関数自体ではなく，その主要部のみに依存して決まる．そして，ー変数の有理関数の主要部

に羞目することは一次代数的局所コホモロジー類に着目することに他ならない．実際， ZJに台を持つ一次

代数的局所コホモロジ一群は

H11勿l(K[xl)＝ lim ExtkI叫(K[x]／〈f(x)'〉，K[x])
t→OO 

と定義されるが，

H11町］（K[x])'::::'K[x]〈＊Z1)/K[x]

を満たす，ここでK[x]〈＊幻〉は高々幻に台を持つような有理関数全体である．一次代数的局所コホモロジ一

群 H匂(K[x])の要素は代数的局所コホモロジー類と呼ばれ，同一の主要部を定めるような有理関数たちの

同値類になっている．有理関数 1/f(xrが定める代数的局所コホモロジー類を [1//(x)呵と表し，有理関数

f'(x)/ f(x)が定める代数的局所コホモロジー類を [f'(x)/f(x)]と表すことにする．

代数的局所コホモロジー類 [1/J(x)呵は，以下のような m-1階の微分作用素 Sによって，［1/f(x)呵＝

S[f'(x)/J(x)]と表すことができる ([4]):

S= 戸（—三）m-l-2 S39 
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*2〒 950-2102新潟県新潟市西区五十嵐 2の町 8050 E-mail: tajimaillemeritus.niigata-u.ac.jp 
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ただし各Siは多項式 s;(x)E K[x]/ /が定める零階の微分作用素を意味するこのとき，留数は

res(3 (]［い）＝~fa h(x) [~] dx 

=~fch(x)S り((:f] dx 
m-1 

=~fch(x) 信(-羞）m-1-is;(x)［信］） dx

となるので，部分積分によって

res13(]旱dx)=~fc(習心）（羞）m-1-¥(x))[~((:］］心
のように書き直すことができる．上に現れている微分作用素は Sの形式随伴 S＊である，つまり

S* ＝習 Si （¾)m-1-, 

従って，留数を

res/3 （！[［い）＝ ~t(S*h（ぉ）） ［ff9((Xおt]心＝ （s; h)(fJ) 

のように計算できる．実際に， f＇（印）／ f(x)は複素数係数を持つ有理関数として以下を満たす：

f'（叫
＝区・f（ ぉ ）”-a 

aEZf 

上のように，［1/f（叫呵＝ S[J'(X)/f（叫］を満たす微分作用素 Sを計算できさえすれば，あとは留数が簡

単な計算によって得られる．こうした観点から [1]で効率的な留数計算アルゴリズムが提案され，［2］ではそ

の更なる効率化が達成された．これらの先行研究 [1,2]では上のように分母の既約多項式が一つの場合と，

複数の場合でのアルゴリズムが各々示されているこれらのアルゴリズムは K［切／fでの計算を利用できる

ため，各ステップで計算された結果の多項式が degf以上の次数を持たない．従って，効率的に留数を計算

できる（その他の利点は節 5を参照して欲しい）．本稿では，これらの既存の結果を紹介する．そして，分母

の既約多項式が複数の場合のアルゴリズムを新たに提案し，既存のアルゴリズムと比較する．

2 留数計算公式（一つの分母既約因子を持つ場合）

X = d/dxとして， Dによって微分作用素環K[x,x]を表すことにする．本節では f(x)E K[x]を既約とし，

mEZを非負とし，代数的局所コホモロジー類O'=[1/ f(x)叫，8= [f'(x)/f(x)] E HiztJ(K[x])を考える．

微分作用素 P= f(x)x + mf'(x) とおくと[•は以下の微分方程式系を満たす：

Pu=O, Jmu=O 

そこで，左 D加群 M,Nを，各々 ， M = D/(DP+D斤），N= D/Dfによって定めることにする．微分方

程式系 M は幻に台を持つホロノミック系であり，その代数的局所コホモロジー解の空間は

dimHomD(M,H匂(K[x]))= degf 
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を満たすようなベクトル空間となる．

ここで，以下の自然な準同型に着目していくことにする：

Homn(M,N) x Homn(N,H11z,tl(K[x]))→Homn(M,H加(K[x])).

D加群M から Nへの D準同型全体のなす空間Homn(M,N)はホロノミック系 M に対するネーター作用

素の空間に他ならない ([4]）．ここで，ネーター作用素 rE Homn(M,N)が 1modDP+D斤の rによる

像r(lmod DP+Dfm) ENを定めることで一意的に決まることに注意する．そして，零でないネーター作

用素 rE Homn(M,N)を定める微分作用素 Rを考える．このとき，解空間 Homn(M,H加(K[x]))を

Homn(M,H/z11(K[x])) = {R(c(x)8): c(x) E K[x]/f} 

と表すことができる ([4]）．まず，そのような微分作用素 Rを特徴付けていく．

補題 1([2，補題 2.1])

凡＝（ーd/dx)i(J'(x))＇とおくと， Homn(D/Df(x)叫 N)は凡，Ri,• • •,Rm-l で生成される．そこで

m-1 

R = L Rm-1-;r; (r;(x) E K[x]/ f) 
i=O 

なる微分作用素 REHomD(M,N)を考える，ここで Tiは八(x)E K[x]/fが定める零階微分作用素である．

このとき， PREDJは， ri(x)がfを法として以下の漸化式を滴たすことと同値である：

土）＝一［芦｛且(m-1 -i + k)} ~〗勺(J+1) （x) （f' （x) ） J-1い(x). (i=l,2,...,m-1) 

次に， u= Soなる微分作用素 Sを特徴付ける．

補題 2([2,補題 2.2])

微分作用素 Rが補題 1の漸化式を満たすと仮定するまた， u(x)E K[x]/fが以下の条件を滴たすとする：

(m -l)!(f'(x))2m-1u(x) = 1 mod f. 

このとき， u=Ruoが満たされる．

補題 1と補題 2をもとにアルゴリズムを与える．各ステップでの計算が K[x]/fでの計算から構成されて

いて， degf以上の次数を持つ計算結果は各ステップに現れていない．

アルゴリズム 1

入力：既約多項式 f(x)E K[x]，非負整数 mEZ，多項式 h(x)E K[x]. 

出力：各 (3E Zt = {x EX: f(x) = 0}に対し e(f3)= rest3(h(x)/ f(x)叫紅）．を満たす多項式 e(x)E K[x] 

1: r0(x)← l 

2: for i from 1 to m -1 do 

3: r;(x)←一｝江。{nい(m-1-i + k)｝警翌f(J+1)（x)（『（x))J-1い (x)mod f 

4: end for 

5: R*h(x)←と言(m-1,degh)（『（x))irm-1-;(x)砂 (x)mod f 

6: u(x)←(m-1)！（『（x))2m-1u(x)= 1 mod fなる K[x]の多項式

7: e(x)←u(x) ・ R*h(x) mod f 

8: return e(x) 
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3 留数計算公式（複数の分母既約因子を持つ場合）

既約多項式 fi(x),h(x),...,fg(x)E K[x]，非負整数m1,m2,..., mg E Z,多項式 h(x)E K[x]に対して

h(x) 

fl (X)…f2(X）叩 ・・・fE(x)m,・

と表される有理関数を考え， Zk= {x EX: fk（叫＝ 0}(1：：：： K：：：： g)とぉくここで＇前節の場合と同様に

び＝ ［炉f?］『＇]

のような Z= Z1 U Z2 U ・ ・ ・ U Zcに台を持つ代数的局所コホモロジー類を考える．ここで，びが

£ 

び＝L(Tk
k=l 

のような直和分解を持つことに注意する，ただしびkE HI~弘］（K[x]) である．そして， 8k = [f~(x)j fk(X)]と

おく．本節ではびk=S砂kを渦たす mk-l階の微分作用素 SkEDを計算するための漸化式を 2つ紹介す

る最初に新しい漸化式を紹介し，次に先行研究 [2]で示された漸化式を紹介し，最後にこれらを比較する．

3.1 新公式

まず， kE {1, 2,..., C}を固定する．次に，以下のように二つの多項式を定める：

J#k j#K 

P1 = fK rr庁， P2= Jk IT庁・
1く］く£ 1<j<£ 

ここで，以下の微分作用素を考える：

P=-（―x)P1 + (m -l)pz, 

代数的局所コホモロジー類 oは以下の微分方程式系を満たす：

｛和＝0，
(f四 f炉・・•frり(J= 0. 

微分作用素は局所作用素なので Pu=Oから Puk= 0を得る．各/3E Zで D/(DP+D(f炉f:{'2...!;'り）

は単純だから， uk= skokであるような品を前節と同様に計算できる．

とする．

J#K 

f =!k, m =叫， g＝ II fJm3, 6 ＝びk, 8 = Ok 
1<::j<::£ 

m-1 
R=区Rm-1-iri (r;(x) E K[x]/f), R; = (-x/(f'g)' 

i=O 

とおく，ここで各r，は多項式r;(x)E K[x]/ fが定める零階微分作用素である．
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定理 3

PRE DJは，各iE {1,..., m -1}に対して r;がfを法として以下の漸化式を満たすことと同値である：

r; = -~｛芦（（m-l)(m-\→ +J)摩— (m-t;li+j)尻J+1) ） ~-lTi-j}

証明 PR=区：：計R;w;とおく．このとき， PR=OmodDJは，各iE {0,1,...,m-l}に対して

叫＝ Omodf

が満たされることと同値であるまず，各PRm-1-iはライプニッツ則から以下のように表すことができる：

PRm-1-i = mt-, Rm-1-i-j { (m -1) ( = L Rm-1-i-j ~ (m -1) 
m-1→ (i) (m-1-i 

j=O 

J )匹一 (mj-: 1-i)Pii+l)} mod DJ 

上の関係を使って各W;を求めると Wm-1= 0 mod fが直ちにわかり， Wmーいも具体的に書き表すことで

Wm-1-i = P2 { ir; 十戸 ((m-l)(m-\-i+j)摩—仁―J1 + -1 t +J)piJ+1)） ｝ mod f 

となる．そしてP2=『gヂOmodfなので，上の漸化式が得られる．

以下の証明でも上の証町のようにライプニッツ則を使う．

定理 4

微分作用素 Rは定理 3の漸化式を満たすとする． uEK[x]が

(m -l)！（『）2m-lg叫 t=1 mod f 

を満たすならば， O"=Ru/5が満たされる．

(i = 1, 2,..., m -1) 

証明 W=Ruとお <.PW= P Ru = 0 mod D fなので代数的局所コホモロジー類T=Wl5は微分方程式

PT = jmT = 0 mod D f 

を満たす．そして， Jm-lR=(m-1)！（『）2m-29m-1mod DJによって以下が仮定から得られる：

『fm-lw= (m -l)!(f')2m-lgm-lu = 1 mod DJ. 

微分方程式系 PT= jmT = 0 mod D fを満たし，条件『fm-lT= /jを満たすような代数的局所コホモロ

ジーは oのみなので Rul5=0"が証明された

上の定理によって，一般の場合でも，部分分数分解なしで，各極における留数を計算できる．次の節では既

存の結果を紹介する．
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3.2 既存公式

まず，以下のように二つの多項式を定める：

£ j-f-k 

q1 = -IT 1j, q2 =区叫fiI1 fJ・ 
1'.oj'.o£ k=l 1こjこ£

ここで，以下の微分作用素を考えることにする：

Q=q1(-x)+q2, 

代数的局所コホモロジー類 aは以下を満たすので，前節同様にびk= Sk媒を満たす品を計算できる：

以下のように定める：

｛乃＝0，
(f炉 f炉・・ •f;'')u = 0. 

f =!k, m =叫， a＝ 1fi f3, 6 ＝びK，8=6k・ 
1Sj三£’

以下の微分作用素 Tを考える：

m-1 
T = LTm-1-;t; (t;(x) E K[x]/f), T; = (-d(f'g)', 

i=O 

とおく，ここで各t;は多項式t;(x)E K[x]/fが定める零階微分作用素である．

定理 5

PTEDfは，各iE {l,..., m -1}に対してもが fを法として以下の漸化式を満たすことと同値である：

t;=-］に((m-¥-i+j
(j), (m -i + j 

j=l 

j-i + j) q~j) + (m j-: ~）吋j+l)) (/'a)j-lti-j} 

定理 6

まず g= IT悶夕庁とする．微分作用素 Tは定理5の漸化式を満たすとする． vEK[x]が

(m -1)!(!')2m-lam-lgv = 1 mod f 

を満たすならば， u= Tv8が満たされる．

3.3 比較

比較を行う前に二つのアルゴリズムを与えるまず，節 3.1の定理をもとにアルゴリズムを与える．
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アルゴリズム 2

入力：既約多項式 fぃ'2,...,JcEK［叫，非負整数m1,m2,..., me E Z,多項式 hEK［叫

出力：各 {3E互に対して以下を満たすような多項式 {!1,{!2,..., {!£ E K[x] 

h 
叫）＝ res/3（尼f炉 •7f'dx)

1: for k from 1 to £ do 

2: f←fk, m←mk, g← rr雷こ£f3m八Pl←Jg,P2←f'g 

3: ro← 1 

4: for i from 1 to m -1 do 

5: r;←一｝｛Eい((m-1)（加1J→十j)p炉ー (m-J1；戸）pi3+1))的―1ぃ｝modf

6: end for 

7: R*h←と言(m-1,degh)(f'g)＇戻 1-，砂 modf

8: u←条件 (m_ l)!(f')2m-lg叫＝ 1modfを満たす多項式 uE K[x]/f 

9: 糾← u・ R*h mod f 

10: end for 

11: return {!い {!2,...,{!£ 

次に，節 3.1の定理をもとにアルゴリズムを与える．

アルゴリズム 3

入力：アルゴリズム 2と同様

出力：アルゴリズム 2と同様

1 q1 ← -I1ビ］炉 Q2=区i=l叫 f江I悶gfJ

2: for k from 1 to /i, do 

3: f←fk, m←mk, a← I1愕砂m3,g ← I1愕豆3,g ← I1悶如f]叫

4: to← 1 

5: for i from 1 to m -1 do 

6: t;← -} ｛こい ((m-¥→+J)叡＋ (mJ—+'.;t-j)qi1+1)) (f'a)j-1い｝ modf

7: end for 

s: T*h←区：：忙(m-1,degh)(f'a)itm-l-i砂 modf

9: V←条件(m-l)!(f')2m-lam-lgv = 1 mod fを満たす多項式vEK［①］／f

10: f2k←v ・ T*h mod f 

11: end for 

12: return f2い122,...'12£

注意 1

上のアルゴリズムは異なる微分作用素P,Qをもとに与えられているので，異なる手続きからなっている：

•アルゴリズム 2, ステップ 5 はアルゴリズム 3, ステップ 6 と異なる漸化式を計算する，

•アルゴリズム 2, ステップ 8 はアルゴリズム 3, ステップ 9 と異なる逆元多項式を計算する．

アルゴリズム 3のqぃq2,aはアルゴリズム 2のP1,P2よりも簡略なので，アルゴリズム 3,ステップ 6はア

ルゴリズム 2,ステップ 5よりも軽い傾向がある．一方で，アルゴリズム 2の逆元因子の個数はアルゴリズ

ム3よりも少なく，アルゴリズム 2,ステップ8はアルゴリズム 3,ステップ 9よりも軽くなりやすい．
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4 実験

数式処理システム SAGEMATHに実装したアルゴリズム 2,3の計算時間を比較する．以下の表の二列目

は入力の位数 m1,m2,...,m£,三列目は分子既約多項式 fぃf2,...,!£ の最大次数 d1,d2,..., di,四列目は

fi,f2,...,f£ の非零係数の個数c1,c2,...,c£ を表す．また，分子多項式は h(x)=丑 -x+lを利用した．

m1,m2,,,,,m£] d1,必，．．．，心］ 釘， C公 ...'CgI 
1 1, 2, 3, 5 323, 232, 111, 88 324, 233, 112, 89 

2 1, 2, 3, 3, 5 323, 232, 111, 108, 88 324, 233, 112, 109, 89 

3 2, 2, 2 313, 323, 333 314, 324, 334 

4 3, 2, 3 313, 323, 333 314, 324, 334 

5 2, 2, 3, 2, 2 303, 313, 323, 333, 343 304, 314, 324, 334, 344 

6 3, 2, 2 323, 434, 535 324,434,535 

7 2, 2, 2 323, 434, 535 324,434,535 

8 2, 2, 2 666, 777, 888 667,777,889 ， 2, 2, 2, 2, 2 555, 666, 777, 888, 999 555, 668, 777, 889, 1000 

10 3, 3, 2 88, 323, 1221 89, 324, 1221 

1 1 100, 500 3, 4 3, 2 

12 100, 500 2,3 3, 3 

13 500, 100 2,3 3, 3 

14 500, 5 2, 50 3, 3 

15 1000, 5 2,8 3, 5 

16 100, 100, 100 5, 6, 8 3, 4, 5 

17 500, 20, 10 5, 6, 8 3, 4, 5 

18 500, 100, 10 2, 3, 5 3,3, 3 

19 100, 100, 10 5, 10, 25 3,6, 3 

20 100, 100, 100, 20, 20 3,4, 5, 6, 8 3, 2, 3, 4, 5 

以下の表で，上の入力に対するアルゴリズム 2,3の計算時間を示す（単位：秒）．実験ではコア 3.2GHz 

6 Core Intel Core i7,メモリ 64GBの macOSBig Sur 11.6の計算機を利用した以下の計算時間の表は

前節の注意の内容にも沿った結果となった．つまり，アルゴリズム 2は分子既約多項式 fk(X)がかなり複雑

な場合でも効率的に計算できる．一方で，アルゴリズム 3は位数 m Kが大きくても効率的に計算できている．

このように各々のアルゴリズムの利点が明確に示されている．

1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 
アルゴリズム 2 51.0 71.9 103.3 154.5 470.3 355.0 283.5 2619.5 13009.6 238.6 

アルゴリズム 3 60.4 84.7 134.3 180.6 617.1 429.1 358.4 3377.6 14445.4 267.4 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

41.6 48.0 46.8 25.6 4.8 53.4 133.3 64.5 22.6 16.4 

0.8 0.8 0.8 1.9 3.2 0.2 1.3 0.8 0.3 0.2 
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5 まとめ

本稿をアルゴリズム 1,2, 3の利点で締めくくるまず，これらアルゴリズムは，分子多項式に対して再利

用可能なプログラムを実装しやすい．例えば，アルゴリズム 1でステップ3,6の結果を残しておけば，別の

人力分子多項式 hにも利用できる．そして，ステップ5の計算は軽いので，簡単にその人力分子多項式 hに

対する留数も計算できる．

次に，節 1でも触れたように，アルゴリズム 1,3の各ステップで計算される多項式が degf以上の次数を

持つことはない．そして，アルゴリズム 2も同様の利点を持っている．従って，本稿で扱ったアルゴリズム

は，いずれも，重たい計算を発生させにくく，効率的に留数を計算できる．

最後に，アルゴリズム 1,2, 3のステップ3,5, 6に現れる 1/i以外の有理数は整数であることに着目して

欲しい特に，与えられた分子多項式がモニックである場合には各係数の 1/iに関連する因子が有理数なだ

けであり，その他の因子は整数である（分子多項式がモニックでない場合の改良については [3]を参照して

欲しい）．このため，複雑な有理数の計算が発生しにくく，効率的な実装を書きやすいアルゴリズムとして設

計されているとも言うことができる．
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