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近似Groebner基底の逐次算法に向けて（再訪）

Towards an iterative method for approximate 

Groebner basis, revisited 

神戸大学大学院人間発達環境学研究科 長坂耕作＊1
KOSAKU N AGASAKA 

GRADUATE SCHOOL OF HUMAN DEVELOPMENT AND ENVIRONMENT, KOBE UNIVERSITY 

Abstract 

In this talk, we briefly compare the NewtonSLRA/1 algorithm against the Cadzow's algorithm for 
computing a structured Groebner basis approximately, and discuss on a possibility of using signature-
based algorithms for computing approximate Groebner basis. 

1 はじめに

本報告では，拙稿 [Nag09,Nagll]で導入した構造化Grabner基底を近似的に求める方法について，近年

近似 GCD向けの改良に取り組んできた NewtonSLRA/1[8S16]の亜種 [Nag21]等により改善が見込めるか

と， Vacconらの研究 [VVY21,Vac18, VYl 7]で用いられた signature-basedalgorithmの多項式環での野

呂・横山 [NY21]によるアルゴリズムが適用可能であるかについての現状を述べる。

まず，本報告で扱うのは，佐々木・加古 [SK08]による近似 Groebner基底のクラス分けにおける第二種

の間題であり，先天的な誤差を持つ不正確な係数を持つ多項式が与えられ，それを生成系とするイデアルの

Grabner基底を求める問題である。このため，利用する演算の種類は問わないが，先天的な誤差への対応

が不可避となり，理想としては，次のように先天的な誤差をなんとか排除したい。

例 1

次の多項式集合 Fの場合，構造的に安定しており，イデアル〈F〉の Grabner基底 Gの計算を行う際の先

天的な誤差の影響は少ない。

F = {2.000005x + 3.00000ly, 0.999999xy -2.000003} 

G = {1.0x + 1.5y, 1.0y2 + 1.33334}. 

ところが，それぞれの 1.2倍と 0.5倍の差を丸めた要素が追加されていると，次のように自明なイデアルに

なってしまう。この計算自体に間違いはないが，先天的な誤差により矛盾が生じていると捉えるならば，必

要な情報が失われていることになる。

F = {2.000005x + 3.00000ly, 0.999999xy -2.000003, -0.49995xy + 2.4001x + 3.59999y + 1.00001} 

G = {LO}. 

*1 E-mail: nagasakacmain.h.kobe-u.ac.jp 
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そのため，何らかの方法で先天的な誤差をなるべく排除して安定化したいというのが，以前に試みていた

ことである。例えば，次のように多項式集合を多少となり摂動させ，無矛盾な系としての結果が得たい。

F = {2.00005x + 2.99997y, 0.999981xy -2.00000, -0.499986xy + 2.40006x + 3.60001y + 1.00001} 

G = {1.0x + l.49996y, l.Oy2 + 1.3334}. 

＜
 

1.1 構造化 Grabner基底

まずは構造化Grabner基底の定義を振り返るが，その前に項集合Tに制約したMacaulay行列ル行（・）の

記法を導入しておく。これは， Grabner碁底を計算する凡アルゴリズム [Fau99]などで用いられる行列と

韮本的には同じであり，考慮中の多項式集合に含まれる倍多項式であって，その項がTに含まれている倍

多項式を対象に制限した Macaulay行列になる。

定義 1（構造化Grobner基底）

G が以下の条件を満たすとき， G を多項式集合 F に対する，許容度 e€R::>。，階数落ち d E Z;,o,項集合

T，写像族Sの構造化 Grabner基底という。

1. Gは以下で定義される Fst= Ust,1, • • •, fst,k} E (C［団の生成するイデアルの Grabner基底である。

2. FとFstはSによる構造化多項式集合である。即ち，写像族Sに対しパラメータ Pi,P-;tiE en,が存

在して， Ji（五） ＝Si（グ;)と fst,,（五） ＝Si(Pふ）を満たす。

3. 11・11をベクトルノルムとして， 1|（屈．．．が砂― (p-;q...p-;tk)II= Cを満たす。

4. rank(MT(Fst)) = rank(MT(F)) -dを満たす。 ＜
 

なお，実際の計算において，定義おける多項式集合Fと写像族Sは容易に与えることができるものの，

それ以外の許容度 e€ 恥こo，階数落ち d E Z<':o,項集合Tは容易に決定することはできない。これらを一

定の条件下で解決したのが，拙稿 [Nagll]で導入した次のアルゴリズムである。

人力：項順序兄写像族S,多項式集合F={f孔五），．．．，fkぽ）｝．

出力：構造化Grabner基底G,許容度e，階数落ち d,項集合T，摂動後の多項式集合Fst, または「失敗」

1. FのGrabner基底を計算（近似か厳密）し，項集合Tを推定（凡準拠であり項順序やsugarに依存）。

2.行列Mr(F)E cmxnの特異値ai(i=l,...,r。rg)を計算。

3.階数落ち dを推定（「失敗」の場合も）。

4. SLRAを解くアルゴリズムで， rank(Mr(Fst))= rank(Mr(F)) -dを満たす構造化多項式集合Fst

と許容度eを計算。そのような Fstが見つかられなければ，「失敗」を出力。

5.応の近似Grabner基底Gを既知の方法で計算し，｛G,E, d,'T, Fst}を出力。

2 構造化 Grabner基底の計算と SLRA

構造化Griibner基底計算の最終段階手前では，多項式集合F,階数落ち dE Z20,項集合Tなどが与え

られている状態で，最後の条件である「rank(MT(Fst))= rank(MT(F)) -d」を満たすようなパラメー
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タがi,p;t,E C”iを求めることになる（そのパラメータの Sによる像がFstであり，その生成するイデア

ルの Gri:ibner基底が求めようとしている構造化Gri:ibner碁底である）。この計算（パラメータの計算）は，

NewtonSLRA/l[SS16]やその亜種 [Nag21]等が対象としている SLRAと呼ばれる問題である。

定義 2(SLRA: Structured Low Rank Approximation) 

Given a structure specification S :艮”° →応mxn,a parameter vectorがE応， avector norm 11・11, and 

an integer r, 0 < r < min{m,n}, find a vector p* such that 

→ → 
叫nIIP-p*II and rank(S(p*)) :":: r. 
p* 

このSLRAを解くために拙稿[Nagll]では，単純なLift-and-Project法（直交射影でなく最近行列の要素平

均）を用いたが，今回は直交射影による Lift-and-Project法 (Cadzowalgorithm)やNewtonSLRA/l[SS16]

などで改善が見られるかの実験を行った。なお，近似 GCD向けに開発した亜種 [Nag21]である Relaxed

NewtonSLRAについては， NewtonSLRA/1の時点で後述のとおりに改善が見込めなかった為に実験は行っ

ていない。

2.1 実験内容とその結果の一部

次の多項式集合Fを入力とし，全次数辞書式順序で項集合T=｛丑Y,Y尺丑，xy,y汽Y,1}の場合を考える。

F = {0.002 + 1.0lx2 -2.09y叫3.06xy+ 4.03砂y,0.504丑＋l.504xy+ 2.04丑y-1.02炉｝

このとき， SLRAの対象となる Macaulay行列は次の通り（想定される階数は3なので，階数落ちはd=l)。
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3 構造化Grabner基底の計算と signature-basedalgorithm 

以前のアルゴリズムでは，最初に項集合Tを推定して（確定させて），その後に階数落ちの判断や実際

の摂動を求める 2段階（最終の Gri:ibner基底計算も入れれば3段階）で計算を行っている。このため，最

初に行う項集合の計算がうまくいないと破綻する（失敗が返る）。これを改善するため，項集合の計算を進

める段階で同時に階数落ちの判断や実際の摂動を求める逐次的な算法を考えたい。逐次的に計算を行うこ

と自体は以前の方法でも可能であるが，途中の計算の正当性を保証することが凡準拠では難しかった。そ

こで， signature-basedalgorithmの利用を検討している。なお， ISSAC2011のアルゴリズムで用いている

項集合の決定方法は次のとおりである。

1. F := Finit, r :={},IF:= {supp(!;) If; E Finit}, P:=Fのペア集合
2. while Pヂ¢

(a) {i,j}EP, P:=P¥{i,j} 

(b)冗：＝TermUpdate(F,IF, { i,j}) (F4のSymbolic-Preprocessingのような処理）

(c) Finitの係数行列MTijを冗に基づいて構成

(d) MT,;のQR分解で誤差を考慮しつつ基底多項式を検出し，結果を Fnew:={Ji,・・・, fr} 

(e) F := FUFnew, Pの更新， IF:=IF u｛冗，．．．，冗｝

3. 1を出力
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3.1 手計算による可能性の考察

実際に次の Fを入力として， signature-basedalgorithmの手順でもって，全次数順序と POT（加群順

序）の構造化Gri:ibner基底を求めることを試みた。即ち， signature-basedalgorithmの手順で逐次的に項

集合を確定させながら， SLRAを繰り返し解いていく形になる。なお，下線部は頭項を表している。

F = {f 1 = 0.002 + 1.01£.ー 2.09y汽h= 3.06xy + 4.03竺防 h= 0.504x2 + l.504xy + 2.04竺— 1.02炉｝

この段階での擬正則なペアやその情報は次の通り。余項の項は， 6簡約で消去に用いることが可能な多項

式やこの段階の項集合の決定に必要なので掲載している。

擬正則なペア S多項式で消去の頭項 guessed signature 余項の項

(f1, f2) (y希，西） を2 {y汽xy,y}

(f1, f3) (y咋函） 命 {y叫炉，xy,y汽y}

(f2, f3) （み，み） 西 {x叉xy，炉｝

擬正則なペアの中で最も guessedsignatureの低い (fぃf2)が選択され，その S多項式とその 6簡約での正

規形を求めるが，この S多項式は既に 6既約であり，多項式集合や擬正則ペアは次のように更新される。

なお，余項の項は完全に構造的な処理をしたいが，今回の考察では QR分解による方法を採用している（そ

れでも実際の 6簡約結果とは多少異なる）。

G=  {fぃh,h, /4 = spoly(f1, h)} where sig(f4)＝西

擬正則なペア S多項式で消去の頭項 guessed signature 余項の項

(!1,'4) (y梵，x岱） x2 -e→ 2 {y尺砂y,丑y,炉｝

(h,f4) (y鷺，x鸞） x2 -e→ 2 ｛企y,xy汽丑y}

(f1, f3) (y函，西） 西 {y汽呼，xy,y2, y} 

(f2, f3) （み，西） 西 ｛丑，ぉY,炉｝

(f3, h) (y鷺，x嶋） y2-e→ 3 ｛企y,xザ，xy尺炉，丑y}

続いて，（fぃfりの擬正則ペアの計算に移る。このペアの S多項式はe既約ではないため，余項を消去可能
な多項式から項集合を求める。そのため，現時点でe簡約に利用可能な多項式を再掲しておく。

LM(fi)=x叫LM(h)＝丑y,LM(h)＝呼y,LM(f4) = y3 

sig(Ji)＝そi.,sig(h) = e2, sig(h)＝名l,sig(j4) = e2 

余項が{y尺企y，丑y，炉｝であることやguessedsignatureに注意して， e簡約に順次用いることが可能な多
項式を求めると，次のようになる。なお， f3iまsignatureが大きいため利用することはできない。

{y3 h, x2 f4 = (x2yfi, x2 h), Y2 f4 = (y3 h, Y2 h), xyfi, xf4 = (xyfi, xh), Yh, f4 = (yfi, h)} 

ここで丸括弧「(·,•)」は，人力の多項式集合 F を用いてどのように生成されるかを表している（逐次的に

SLRAを解いていくので，全ての要素は入力の多項式を用いて表現する必要がある）。最終的に整理した結

果，次の多項式で 6簡約の計算を実現可能なことがわかる。

{f2, xf2, x切， Y1,xyfi,丑yf1,y切， y3fi}

その Macaulay行列（大きさは8x9)を構成し，その最小特異値四を求めた。結果の最小特異値は非常

に小さく，誤差のために階数が大きくなっていると判断することにする。即ち，（fぃh)の擬正則ペアは6
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簡約により 0になったことを意味する。
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゜゜
3.06 

゜゜゚ ゜
0. 

゜゚ ゜゚ ゜
1.01 -2.09 0 0.002 

゜゚ ゜
1.01 -2.09 

゜
0. 

I,咋＝ l.92835e-16
0.002 0. 

1.01 -2.09 

゜゚ ゜
0.002 0. 

゜
0. 

゜
4.03 

゜゚
3.06 

゜
0. 

゜゚゜
1.01 -2.09 0 

゜゚
0.002 

゜゚この結果((!ぃf4)が0に6簡約される）から，擬正則ペアは次のように更新される (signature-based

algorithmでは，擬正則ペアが0に簡約された場合に， guessedsignatureの倍多項式の guessedsignature 

を持つ擬正則ペアが削除される）。

擬正則なペア S多項式で消去の頭項 guessed signature 余項の項

(f1, f3) (y蔚，硲） 西 {y汽丑，xy,y汽y}

(f2, f3) （西，希） 西 ｛丑，xy,炉｝

(fふ/4) (y岱，x鸞） y 2e→ 3 ｛丑y,丑y叫xy汽炉，呼y}

続いて，（fぃf3)の擬正則ペアの計算に移るが，現時点で 6簡約に利用可能な多項式を再掲しておく。

LM(J1)＝丑， LM(f叫＝呼y,LM(f砂＝丑y,LM(J4) = y3 

sig(fi) = €1, sig(h)＝そ2,sig(f砂＝を3,sig(J4) = €2, x2そ2E LM(syz) 

余項が{y叫x叉xy,y汽y}であることやguessedsignatureに注意して， e簡約に順次用いることが可能な多
項式を求めると，次のようになる。

{yfl, f3, f4=（yfl, J叫， fl}){yfl, f3, f2, fl} 
整理すると

その Macaulay行列（大きさは4X 7)を構成し，その最小特異値a を求めたものが以下である。
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⑫
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＼
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 ゜
4
 
3
 ，
 

2
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＼

）

 

2
 ゜

0
0
0
~

〇

゜ところが，この行列には先程の結果((!ぃf4)が0にG簡約される）が加味されていない。そのため，（fぃh)の

際に用いた（未確定の）多項式らと，今回の(f1,f3)の際に用いた多項式らが異なり，それぞれが独立してしま

う。これは無意味な計算をしていることを意味する。そこで，今回の計算に必要な{yf1,f3, f4=（yf1,h)，h} 

に加えて，（f1,h)の計算に必要であった以下の結果を考慮することにする。

{y3 Ji, x2 /4 = (x2yfi, x2 h), y2 /4 = (y3 fi, Y2 h), xyfi, xf4 = (xyfi, xh), Yfi, f4 = (yfi, fら）｝

結果として得られる，整理した e簡約の計算に必要な多項式は次のとおりである。

{f1, f2, f3, xf2, x切， yf1,xyfl，丑yfl,y切，炉fl}
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この結果に甚づき，その Macaulay行列（大きさは 10X 12)を構成し，その最小特異値等び9,fJlQを求め

た。 6loは(f1,h)の擬正則ペアが0にe簡約されることに対応しており，その値は非常に小さい。一方，
び，が今回の (fぃf3）に対応しており， 0には簡約されないことがわかる。

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜
1.01 

゜
-2.09 

゜
0.002 

゜゚ ゜゚ ゜
4.03 

゜
0. 3.06 

゜
0. 0. 

゜゚ ゜゚ ゜
2.04 

゜
0.504 1.504 -1.02 0. 0. 

゜゚ ゜
4.03 

゜
3.06 

゜
0. 

゜゜
0. 0. 

4.03 

゜゜
3.06 

゜゚ ゜゚ ゜゜
0. 0. 

゜゚ ゜゚ ゜
1.01 -2.09 0. 

゜゜
0.002 0. 

゜゚ ゜
1.01 -2.09 

゜
0. 

゜
0.002 

゜
0. 0. 

1.01 -2.09 

゜゚ ゜
0.002 0. 0. 

゜゜
0. 0. 

゜
4.03 

゜゚
3.06 

゜
0. 0. 

゜゜゚
0. 

゜
1.01 -2.09 0 

゜゚
0.002 0. 

゜゜゚
0. 

〇・g= 0.0253285, UlQ = 7.29561e-17 

この計算では，先程はsignatureの関係から 6簡約に用いることができなかった f3が使われるように見え

るが， signature-basedalgorithmの性質上問題とはならない。また，この性質をうまく使うことで，位準

拠の構成方法では難しい，階数が落ちることと 0に簡約されることが必要十分であることを保証可能では

ないかと期待している。今後は，これらの考察に墓づき， signature-basedalgorithmに墓づく逐次的に構

造化Gri:ibner基底を計算するアルゴリズムを確立したいと考えている。
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