
114

計算群論による置換パズルソルバーの実装

Examples on solving Permutation Puzzles using 

computational group theoretic algorithms 

implemented in JavaScript 

大阪教育大学附属池田中学校 松川信彦
NOBUHIKO MATSUKAWA 

IKEDA JUNIOR HIGH SCHOOL 

ATTACHED TO OSAKA KYOIKU UNIVERSITY 

Abstract 

Using only JavaScript, we implemented the algorithm that constructs the BSGS of a permutation 

grou~ an~ its Min~wit-:_ ~ecom~ositi~n. As ~n appl~catio~ o~ thi~: w~ c~nstructed ;"ri~us permutation 
puzzle solvers such as 24 puzzle and top spin puzzle, and visualized them using html canvas. 

1 はじめに

著者は GAPやmagmaなど既存の計算群論ソフトを利用せず，計算群論の基礎的なアルゴリズム (Schreier-

Sims, coset enumerationなど）を JavaScriptのみのフルスクラッチで実装し，群論の実例計算や，その応用

として rubik'scubeやスライドパズルのソルバーなどの可視化アプリケーションの作成などを行ってきた

苫者のサイトにおいて，置換パズルを数学的に定式化し，その理論的粁景が明確になるよう，計算群論の実

例を実験で試せるようにしたことと，いくつかの置換パズルとそのソルバーを実装したことについて紹介す

る．漑換パズルは， rubik'scubeや 15パズルなどが有名であるが，今回は htmlcanvasを利用した平面附換

パズルに限定して実装を行った具体的には 24puzzleやtopspin puzzle, hungarian ringsなど，有名な市

販パズルだけではなく，著者が考案したパズルである， wreathtype puzzleやmergetype puzzleなどであ

る．これらは PCにおけるマウス操作や，モバイルデバイスにおける指での操作に対応している．ランダム

な操作を複数回（数万回）作用させた状態を，アニメーションを経由せずに発生させることができる機能と，

本研究の目玉であるが，計算群論的な手法による，任意に与えられた状態からの解答手順を導き出し，それを

アニメーションで表示するなどの機能を実装した最初に置換パズルの数学的定式化について述べる．

2 置換パズルの数学的定式化

n,cを有限集合とする (1!11< oo, ICI < oo)有限集合 Qにカラーパレット Cの色を塗った状態全体は

Map(!1,C) 

であると解釈できる． 6oをQ上の対称群とする． GoのMap(!1,C)への作用は

a"(w") := a(w) 
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(Va E Map(fl, C) VびE611 Vw E fl)と定義する．これは場所 wにある着色された石を場所研に移動さ

せていることと解釈できる． Map(fl,C)を状態集合 (setof states)といい，その元を状態 (state)と呼ぶ

ことにする．

a"(w) = a"(w"-1") = a(w"-1) 

であり，従って

(a")'―(w) = a"(w7―1) = a((w7―1)0―1) = a(w("7l-1) = a"'―(w) 

だから

（a"r =a吋

となり， eQがMap(O,C)へ右から作用していることが分かる．置換パズル (apermutation puzzle)とは組

（び1,...,年，し） E6閤xMap(fl,C) 

を1つ固定し， 6ぃ・・・，6mによって生成された群を G:=〈m，・・・ 9%〉＜ 6o とするときしを含む G—軌道

G
 ,”
 

の任意の元 aについて， a＝げとなるびに対し，分解

c1 
6 = 6・・・・ ek• 

“ 
6• 
'k 

(i1, ・ ・ ・,ik E {1, ・ ・ ・,m}，釘，...，年 E{-1,1}）を見つけることである．実際

し＝ （げ）グ―1= aU―1 = (• ・ • (a":Kck)び,-Ke-K1-1.．．)u訂

は群 Gの元の生成元（およびその逆元）を aに次々に作用させて初期状態バこ戻す作業であり， Kがその手

数を表している． a＃Tであったとしてもげ＝げとなる例はある例えば 4x4x4なるルービックキュー

ブでそのような例を作ることができる．このような場合を考慮したくないので，以下では

C=D,し＝idn

の場合のみ考える．この場合，任意の状態 aE idgに対し a=idl'jとすると，

a（叫＝ （idl'j)(w) = ido（研） ＝w" 

となるから，状態を置換とみなすとき，その逆元がぴであるとみなせる．従って』廿換群 Gの元（の逆元）が

腐換パズルの状態の全てを表していることになるが，一般的にその位数は非常に大きくなり，その全てを列

挙するのは明らかに不合理である例えば topspin puzzleは対称群 620と同型であるから，

20! = 2432902008176640000 

となる実は置換群においても，ベクトル空間の基底に相当するものが存在し，それが BSGS{base and 

strong generating set)と呼ばれているものである．任意の Gの元は， SGS(strong generating set)の元の

積で表すことができ， Minkwitz分解によって， SGSの元は生成系 {u1,・・・,um}の元およびその逆元の積に

よって表すことができるので，これらが構成できれば置換パズルのソルバーが完成したと言える以下では

BSGSおよびその Minkwitz分解について述べることを目標として，計算群論の基礎から始めることとする．
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3 計算群論

計算群論の基礎中の基礎であり，理論の根幹ともいえる， Schreierの補題について述べる．群 Gとその部

分群 H について， H¥GをH のGにおける右剰余類全体とする．即ち

H¥ G = {Ha I er E G} 

さらに Tc;;Gを 1E Gであり， T→H¥G(t >-+ Ht)により全単射対応となるようなGの部分集合とする．
TはH の Gにおける右剰余類の完全代表系であるという任意の erE Gに対し，万ETをHcr=H万と

なるような元であると定義する．このとき

定理 1(Schreierの補題）

H=〈tx石―lIt ET, XE X〉

証明任意の erE G に対し， Ha万―1=H万万―1= H より， a百―1EH. 任意の hEHに対し，

h=x戸・.・ Xk"kと表せる．ただし x1,・・・,xkEX,釘，...，森 E{-1,1}.

e (i=O), 

t; := { ~か＝ x臼• • •か (i 〉 1)
とおくと，

h = (t。X戸t⑰ 1釘―1)・ ・ ・ (tk-lXば刃K-1XK荘―1)tk
となるが， tk= h = eとなるので，

H=〈tが戸―1It ET, xEX, c:E{-1,1}〉

また， s:= tx-1とおくとき， Hsx= Htx-1x = Htより， sx=tとなるので，

紅―ltx-1―1=(tx-1xt―1戸＝ （SX蔀―1)―1

だから

H=〈tx玩―lIt ET, XE X〉

3.1 BSGS 

以下では 0:= {1,2,...,n}とし， GはXこ痴により生成される部分群とする． Cl!1，・・・ 9Cl!lE 9に対

し，その固定部分群を G匹•••,al と表す．すなわち

G叩••,al = ｛(]" E GI年 =a;Vi E {1, ・ ・ ・, l}} 

とおく． B= ((31, ・ ·•嘉） E nxkがbaseであるとは，

G印•flk = {e} 

を満たすものと定義する特に (1,・ ・ ・,n)もbaseである． baseBに対し， Q(i):=GfJ,・，B,とおくとき，

G=G(O)：：：：： G(1) ：：：：：．．．：：：：： Q(k)={e} 
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をstabilizerchainであるという． baseBが菫複なしであるとは， G（i-1)ヂGOが全ての iE {1, ・ ・ ・, k}に

ついて成り立つことをいう．任意の iE {1... K i (9-1) --，｝こ対し， Q(i)のG における右剰余類の完全代表糸

を砂）（c:::G(9-l））とおく．砂）の取り方は同一の baseBに対し色々あるが，軌道

△(9) ：=g,G(9-1) ～ G(9)¥G(9-1) 

はbaseBに対し一意に取れる．著者の実装は全単射 Ui：△(i)→U(i)(i E {1,--・,k}）で任意の BE △(i) 
に対し， 0=g,叩 (/3）が成り立つものを何か一組構成するアルゴリズムとなっている． baseB = (/31，・・・，森）

とUiたちを利用すれば，任意の O"E 6nに対し， 6 が Gの元であるかどうかを判定し，もしそうであるな

らば u(i)の元の積に一意的に表示することができる．具体的に pseudocodeで示すと，以下のようになる．

function factoring（び E60){ 

var v=[], To = u; 

｝ 

for(var i=l;i<::::k;i++){ 

if (f3T'-l E砂）｛ 
var 6i ＝附（B：9-1)E U(i) ; 
var乃＝ Ti-w;1E G(i); (:.巧＝四戸..•u;l) 

v[i] =びi; 

} else { 

｝ 

｝ 

v=[], break; 

return v;(:.u=uk.. ・u1) 

特に，集合として

砂＝ u(k)X u(k-l) X ・ ・ ・ X U正l) (ViE{0,1,・・・,k-1}) 

である．

G = u(k) X u(k-l) X ・ ・ ・ X u(l),._,△(k) X△(k-1) X... X△(1) 

なので， G の位数が TI~=l I△叫となる．
SこGがstronggenerating set（以下 SGS)であるとは，

〈SnG叫＝ Q(i) (ViE{0,1,・・・k-1}) 

が成り立つことをいう． b邸 eBとその SGSSとの組 (B,S)をBSGSと呼ぶ BSGS(B,S)が構成され

ることは，或る全単射 Ui：△(i)→uCilで/3= /3; u,(/3） （V/3 E△(i))を満たすものが構成でき， SこLJ7=1加）
となり， 3(i)= Sn (UCi+i) u ・•. LJ U(k))とおくとき，

G(9) ＝〈S叫 (ViE {O, 1,・ ・ ・,k-1}) 

が成り宣つことと同値である．
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3.2 Jerrum's filter 

現時点では実際に扱う例は切が 100を超えることも少ないため，各右剰余類の完全代表系u（りの大き
さも小さいそのため， SGSとして

8 = u(l) LJ •・・じ U(k)

を求める実装にしているまた， B= (1，・・・，n)を取って計算することが多い X が対称群全体を生成し
なければ， Q(k)=... = Q(n) = { e}となったり， Q(i)=G(i+i)（⇔ △(i) = {i})となることがあるのだ

が，このような iは計算終了後に排除すればよい． baseB としては，増加列 1<::'.針<．．．＜ gK< nで
G = c(o) > Q(l) >... > Q(k) = { e}となる．

具体的な実装は次のような i= 1, ・ ・ ・,kに関するループである． baseB =（出，・・・，煤）に対し， Q(i)= 

G/3u・・ 9/3，の生成系 x(i)が構成されたと仮定するただし x(o)=Xとする． u(りは，体に 5(i)の元を次々

に作用させ，軌道△（りを張るとき，それと同時に作用させた元たちを掛けていったものを記録していけば構

成できる．従って，全単射 Ui：△（i)→u（りが構成されたことになる．次に Q(i)の構成の仕方について述べ
る． Schreierの補題を使って Q(i)の生成系は

x(i) ={u;（珈U;（伊）―lI f3 E△i, CT E X(i-l)} 

となることが分かる．これは凡叫(/3)’ ＝即＝ 91叫(/3勺より u,（9)び＝ U;（即）であることよりいえる．単純に

このまま実装すれば， 1x(i)I= 1x(i-l)I I△叫より

1x(i)l=IX(0)1 I△(1) I.・・ |△叫

となり， iが増加するに従って，この生成系の大きさは爆発的に大きくなる例えばJavaScriptでは Mathieu

群 M12のような小さな群ならば機能するが， Mathieu群 M24ではオーバーフローを起こしてしまい使い

物にならない実は次のよく知られた事実があり，この問題は解決される．

定理 2(Jerrum's filter) 

対称群 enの任意の部分群 Gに対し，
G=〈S〉, |SI <n 

となるような部分集合 SこGを構成するアルゴリズムが存在する．

証明 Cameron[2]の証明を（多少厳密化して）紹介する．

任意のび EGれに対し， i（er)=min{i I ia =Ji}, 

e(a) := {i(a), i(a)"'} 

と定義する．任意の部分集合 Sこ6” に対し， r(S):= ({1, • • •, n}, e(S)）とグラフを定義する．

e: S→e(S)が単射であり，かつ
r(S)が閉路を持たない (acyclicであるという）

ときに 1s1<nとなることは明らかこの条件を P(S)とおく．

An:= {Tc;; 60ドP(T)I¥ P(T¥ {a})（ヨaET)} 

とおき，任意の TE心に対し，

m(T)：＝区i(a)
uET 
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と定義すると,|Tl：：：：： nであるから， m(T)＜炉となる．従って，任意の TEAnに対し

〈U〉=〈T〉A[P(U) V [U E An A m(T) < m(U)]] 

なる Uこ6nが構成できればよい． P(T¥｛び｝）なる aETをとる． e:T→e(T)が単射でないとき，
TET¥{a}が存在し， e(a)= e(T)となるから， U:=(T¥｛a})U {aT―1}とおくと，明らかに〈U〉=〈T〉・

またサ"(U)のとき， P(U¥{aT―1})より UEふであり，

m(U) -m(T) = i(aT―1)-i(a)>O 

より m(T)< m(U)．次に e:T→e(T)が単射かつ， Tがcycleをもつとき， e(a)を含む閉路が存在する．
この閉路を，

i1, ・ ・ ・, ik, i1 

とし，釘＝min{i8I s=l,・・・,k}としてよい． e（び8)= {is, i8+1} (s = 1, ・ ・ ・, k)（ただし ik+1＝釘）とし，

名：＝｛1 （％< is+1) 
-1 (is > i8+1) 

とおくとき， p:＝年・・・5:Kについて i(p)>釘＝ i（び1).U:=(T¥{ai})U{p}とおくとき，〈U〉＝〈T〉・
サP(U)ならば P(U¥ {p}）だから UE心であり，

m(U) -m(T) = i(p) -i（叩＞〇

より m(T)< m(U). 

4 Minkwitz分解アルゴリズム

Minkwitz分解とは，構成された置換群 Gの SGSの元を Gの生成系 X の元およびその逆元の積で表

すアルゴリズムの一つである． Minkwitzの論文 [6]を参考に実装した． Minkwitzの論文は 7ページと短

いが，著者にとっては難解であったため webpage [5]を参考に試行錯誤を重ね，とりあえず動くものがで

きた著者のサイト [7]において， Mathieu群 (M11,M12, M22, M23, M24)などの置換群に対して試すこ

とができるまた，今回作成した htmlcanv邸 puzzleのBSGSおよびその Minkwitz分解のデータを表示

するサイト [8]において，ランダムに与えられ元に対し，それを Minkwitz分解する実験を試すことができ

る．著者の実装では， 4x4x4のrubik'scube群の SGSのMinkwitz分解まで計算できることは確認で

きているが， 6X 6のrubik'storusについては成功していないここでは Minkwitz分解のアイデアつい

て述べる．まず G=〈S〉,S={a1,--・,am}とし，厖・・・ 9(3KE Qをbase,G(i) := G紅…，f3iとするとき

G = G(0) > G(l) > ・ ・ ・ > G(k) = { e}であり

砂＼G（t-1) ~ △;:=(3f(i-1) =｛恥，..,'(3i,r,} ((3i,1 =(3』
が成り立っているとする． S= {xi,--・,xm}で生成される自由群 F(S)から Gへの自然な全射準同型

7r: X; H び2とするとき， I;={w;,j E F(S) Ii E {1,--・,k}, j E {1,--・,r;}}で

1r(wi,j) E Gい1)'(3;<w,,j)=(3i,J 

を満たす Eを構成することが Minkwitzのアルゴリズムの目的である．各i=1,・・・,mに対し， SnGCi-l)

の元を比に作用させ，店を根 (root)とする木構造を構成するが，各節 (node)には△，の元を対応してい
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ることになる．各節に対応する△，の元は，その根までに至る先祖たる節に対応する△tの元に重複がない

とする条件のみを課す．各枝 (edge)には SnG(i-l)の元が対応しているので，各節に対応する△，の元f3
から根までに至る枝が構成する pathはSnG(i-l)の語となる．複数の節が同一の aに対応しているとき，

例えば v,W E F(S n c(i-l)）について 13;(v)=/3,7r(W) ＝ aならば， f3;(vw―1)= /3，だから， 1r(vw―1)E G(i) 

となるので， G(i)の元が構成できたことになるこれを繰り返して，各 Eを構成していく．

5 html canvasでの実装

今回 htmlcanvasを用いた puzzlegameを実装したのでその紹介をする． 24puzzleやtopspin puzzle, 

hungarian ringsなどの既存のスライドパズルの他， wreathtype puzzleやmergetype puzzleなど，著者オ

リジナルのスライドパズルなどを著者のサイト [10]において公開している．これらについて共通している

のは，マウスやタブレット PCなどにおけるタッチ操作で，ボタンによりパズルをスライドできることと，以

下にある htm]のボタンの機能である．

generate random moves 

act with animation 

act without animation 

make a solver of the state 

ランダムな操作を決められた回数だけ発生させる

操作配列を animationつきでパズルに作用させる

操作配列を animationなしでパズルに作用させる

ランダムな状態のパズルに対し，

その解である操作配列を生成する

・ユ・
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6 まとめ，目標

置換パズルの群論的な solverは予め計算された BSGSとその Minkwitz分解を利用して実行する．任意

の元を与えられた SGSの積で表示する実装は容易である上， JavaScriptであっても非常に高速であり低コ
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ストである．それに対し BSGSを導出するコストは高く，著者の JavaScriptでの実装において， 3x3x3

のrubik'scube群の BSGSを導出するには 4分もかかる． BSGSやその Minkwitz分解の計算は GAPや

magmaなど高速かつ高性能なソフトに任せ，出来上がった配列を JavaScriptに書いて利用する方が，より

効率的で洗練された解法を提示することが可能であると思われるがこの道を選ばない理由は，著者が計算

群論のより深い理解を動機としていることにある． webアプリとしての実装をより高速で洗練されたものに

するためには rustとwebassemblyの利用は不可避なので， rustで基礎から計算群論プログラムを実装して

いかなくてはならない．当面の目標としては，スライドパズルのシステムの雛形は一応完成したので，これ

を利用した思いつく限りのスライドパズルを作成したい物体としてのスライドパズルでは実現できない

ようなパズル（例えば Moebiusstripやtorusのスライドパズル，正多面体の rubik'slike puzzleを球面に

膨らませ，それを平而に立体射影したスライドパズルなど）を作成し，公開していきたいまずは 6x6の

rubik's torusのMinkwitz分解ができる実装を完成させたい

stereographic rubik's cube 
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