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深リーマン予想を用いた

「チェビシェフの偏り」の解明と一般化

東洋大学理工学部 小山信也

Shin-ya Koyama 

Faculty of Science and Engineering 

Toyo University 

1 研究のきっかけ

本研究は、 2020年から 2021年にかけて著した以下の 2冊の啓蒙書に端を発している．

[1]小山信也 「数学の力～高校数学で読みとくリーマン予想」 (H経サイエンス社） 2020

年 7月．

[2]小山信也 「『数学をする』ってどういうこと？」（技術評論社） 2021年5月．

[1]は高校数学と銘打っており、また、 [2]は漫画をあしらった表紙であることから、こ

れらの 2冊は専門家には無縁と思われがちだが、私は文献 [K]でも述べたように、初心者

向けの本にも必ず新奇の着想を反映させるように努めている．そうした意味で、むしろ数

学関係者にこそ、これらの本を手に取って頂くことを強く願っている．
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図 1: 「数学の力」と「『数学をする』ってどういうこと？」
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[1]は「深リーマン予想」の解説書である．副題の「高校数学」は「複素関数論を用い

ない」という意味である．従来のリーマン予想と異なり、深リーマン予想は中心点におけ

るオイラー積の収束のみで記述できる．すなわち、整関数であるような L関数に対し、

中心点 s=｝においてオイラー積が収束し、 L関数の値を表す

が深リーマン予想である． 4を法とするディリクレ指標x(P)= (-1)(p-1)/2 (pは奇素数）

を例に説明する．ディリクレ L関数

L(s, x) = IT (1 -x(p)p―s)―1 
p：奇素数

の深リーマン予想は，極限値

lim X•~ IT (1 -x(p)p—½) 
p:<;x：奇素数

が存在して非零となることを主張する．もし深リーマン予想が正しければ，この式の対数

が有界であるから，

L log (1-x(P)／）―1 = 0(1) (x→oo). 

p勺：奇素数

が成り立つが，ここで logをテイラー展開した

又og(1 -~（り）―1 ＝豆： x（p:K
P'.oX 

p2 
p:0:x k=l 

kp2 

のうち， Kミ3にわたる和は， リーマンゼータ関数((s)を用いた評価

°° K 00 

口こ x(pi<i口ど[[い((3/2)
p<x K=3kp2 p<x K=3 pぅ n=1m 

により， X→00で絶対収束する．一方， k=2の部分は，オイラーの定理より次式で評

価できる．

こx(p)2＝こ上＝¼log log x + 0(1) (x→ (X)）． 
p:<;x 

2p 
p<x 

2p 2 

よって，残った k=lの部分は次式を満たす．

こx(p) 1 

』
= -i; log log x + 0(1) 

p<x 2 
(x→oo). (1) 

文献 [1]では、（1)の左辺の値を rとおき、

r＝こ辛
P'.oX 』
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のグラフを 100億以下の xに対して描いた．これが、圏 2の下側の曲線である．
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図 2:補正項の有無による挙動の比較（「数学の力」函 3.7より）

一方、（1)において右辺第一項を移項した

r＝区x(p), 1 

応 X ⑪ 2 
+ ~ loglogx 

が上側の曲線である． 2つのグラフは一見すると平行にも見えるが、よく見ると下側の曲

線が微妙に右下がりになっている．これは [1] で「補正項」と呼んだ½log log xの影響で

ある．

[1]の執筆時、私はこの補正項の意義がわからなかった．深リーマン予想を説明する際

に「(1)が収束」と明言できれば簡単だが、「収束に近い程度の大人しい挙動」としか言え

なかったため、歯がゆい思いをしたのである．

翌年、私はこの問題を [2]の執筆時にも引きずっていた．［2]p.240において私は、 4で

割って 1、3余る素数のうち、 x以下で最大のものをそれぞれP,Qとした上で、 (1)の左

辺を

1 1 1 1 1 (11  1 1 1 
⑳十叫十国＋亭十・・・十汀― 占十77+勾十畠＋・・・十⑳）

「4で割って 1余る素数」にわたる利 「4で割って 3余る素数」にわたる和

と表し「この式の挙動に注目することが重要である」と説いた．そこでも「収束する」と

か「有界である」などと言えれば明快な説明となったのだが、「非常に緩やかに発散する」

という現象をどう捉えてよいかわからず、幽切れの悪い説明となったのだった．
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2 チェビシェフの偏りとは

「チェビシェフの偏り」とは，「4で割って 3余る素数」が「4で割って 1余る素数」に

比べて多く存在するように見える現象であり， 19世紀以来の未解決問題である．自然数

qに対し， p三 a(mod q)なる m以下の素数pの個数を 1r(x;q, a)とおくとき， xく 26861

に対して不等式

1r(x; 4, 3) -1r(x; 4, 1) 2". 0 (2) 

が成立し，この区間で等号が成り立つ素数xは4個のみである．そして，素数 X= 26861で

初めて逆側の不等号「＜」が成り立つものの，次の素数で再び等号が成立し，以後， 616841

までこの不等式が成り立つ．それ以降も大多数の xにおいてこの不等式が成り立つこと

が，数値計算により確かめられている．

しかしながら，個数関数の差1r(x;4, 3) -1r(x; 4, 1)は無限回符号を変えることが， Lit-

tlewood [L]により証明されている．また，正の実数全体に占める集合

A=  {x > 0 I 1r(x; 4, 3) -1r(x; 4, 1) > O} 

の割合（自然密度） μ(A)が1であろうとの予想 (Knapowski-Turanの予想）が誤りであ

ること，すなわち，極限値

囲ょμ(An[2,X]) 

が存在しないことが，一般リーマン予想の下で示されている．したがって，チェビシェフ

の偏りを解明することは，個数関数の差を直接扱うだけではなし得ない．別の工夫が必要

である．

ディリクレ素数定理（算術級数定理）により，（q,a) = 1なる任意の aEZに対し

1r(x; q, a)= +Li(x) +（誤差項） 位(q):= #(Z/qZ)勺
rp(q) 

であり，誤差項はディリクレ L関数 L(s,x) Cxはqを法とするディリクレ指標）の零点

で表される．個数関数の差をとれば主要項は消え，誤差項のみの差となるので，この問題

は必然的にゼータ関数の零点と関わっており，先行研究は，リーマン予想を含む複数の予

想の仮定の上で行われてきた．その中で， Rubinstein-Sarnak[RS]による対数密度を用い

た方法が標準的とされる．彼らは，集合Aの対数密度

1 
6(A) ＝ lim J -dt 

X•~ log X ltEAn[2,xJ t 

が収束し， b(A)= 0.9959…となることを示した．だが「チェビシェフの偏り」という現

象が発生する真の理由が解明されたとは言い難い．また，偏りの大きさ（差の値の評価）

も未解明である．
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私はこのたび，オイラー積の挙動に関する「深リーマン予想」の発想により，「チェビ

シェフの偏り」が素数全体のバランスを取る自然な現象であることを解明し，偏りの大き

さをある漸近式で表すことに成功した．証明は単純明快であり，［RS]による複雑な考察

の大幅な簡略化であるとともに，広範な L関数に拡張可能なものである．今回，青木美

穂氏（島根大学）との共同研究 [AK]により，この結果を一般の法qに関する素数の偏り

や、大域体の素イデアルの偏りに拡張することに成功した．

3 主なアイディア

4で割ったときに「3余る素数」と「1余る素数」の個数がディリクレ素数定理によって同

程度である以上，「多く存在するように見える」とは「早めに出現している」ことを意味する

と考えられる．たとえば，最初の 100個の素数のうち，仮に前半の50個が「3余る素数」，後

半が「1余る素数」であれば，総数が等しくてもこの区間で常に 1r(x;4, 3)-1r(x; 4, 1) 2 0 

が成り立ち，差の値は最大50になる．一方，「3余る素数」と「1余る素数」が交互に出現

した場合，同じ不等式が成り立っても，差の値が最大 1という状況もあり得る．

以上の考察から，チェビシェフの偏りの解明には，素数の大きさを反映させ「小さな素

数ほど重くみなす」仕組みが有効である．そこで，個数関数を一般化した関数

叫x;q, a)＝ L p―s (s 2 0) 
p＜の：素数

P=a (mod q) 

を導入する． 1ro(x;q, a)= 1r(x; q, a)である．私は，深リーマン予想の下で，（1)より以下

を得た．

1r½(x; 4, 3)-1r½(x; 4, 1) = ~loglogx+O(l) (x→oo). (3) 
2 

漸近式 (3)は，個数関数において各素数に対してカウントしていた「 l」を「素数の平方

根の逆数」に代えることにより，「3余る素数」と「1余る素数」の差の評価を表したもの

である．「素数の平方根の逆数」は、素数が小さいほど大きいので、早く出現する素数ほ

ど重く算入されている．これによって、素数の出現のタイミングの偏りを測ることができ

る．したがって、漸近式 (3)が偏りを表すと考えられる．

そこで、「チェビシェフの偏り」を以下のように定義する．

定義 3.1.大域体Kの素イデアルp上の実数列 a(p)E股が

lim 
#{P I a(p) > 0, N(p)さx}

=1 
X• ~#{PI a(p) < 0, N(p) ~ x} 

を満たしているとする．「a(p)が正値へのチェビシェフの偏りを持つ」あるいは「a(p)に

関して正値へのチェビシェフの偏りが存在する」とは、ある C>Oが存在して漸近式

L ~ ~ Cloglogx (x→oo) 
N~x ✓団面
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が成り立つことと定義する．ただし、 pは K の素イデアルをわたる．また、「負値への

チェビシェフの偏り」とは、一a(p)に関する正値へのチェビシェフの偏りと定義する．そ

して、「a(p)が偏りを持たない」とは、

L ~ = 0(1) (x→oo) 

N(p)こ” 亨

が成り立つことと定義する．

定義 3.2.大域体Kの素イデアルpで N(p):::;X なるものの全体からなる集合が、共通部

分を持たない 2つの集合の合併として P1(x)U P2（叫と表され、濃度の比率が

<5 = lim 
IP1(x)I 

”→oo |P2(x)| 

を満たしているとする．「Eへのチェビシェフの偏りが存在する」とは、ある C>Oに対

して漸近式

L ~-6 L ~~Cloglogx (x→oo) 
pEP心）亨 pEP心）亨

が成り立つこと定義する．また「P1と杓の間に偏りが存在しない」とは、

1 1 

区 -6区
PEP心）亨 PE加）亨

= 0(1) (x→oo) 

が成り立つことと定義する．

なお、ここで，平方根を用いることには理由がある． s>½ のとき，深リーマン予想の

下で

叫x;4, 3)一叩(x;4, 1) = 0(1) (x→oo) 

となり， s=½ において初めて差が現れるからである（なお， S <［ではこの左辺は振動

して発散すると考えられ，そのうち s=Oの場合がLittlewoodの定理となる）．一般に，

sが大き過ぎると各素数に対するカウントが小さ過ぎて自明な結果しか得られず，逆に s

が小さ過ぎると，大きさという個性を無視して素数を一様に扱うことになり，偏りを検出

できない．その境界 s=｝において，チェビシェフの偏りが現れるのである．

集合As={x > 0 I叩 (x;4, 3) -7r8(x; 4, 1) > 0}の自然密度は， s=Oのときに存在し

なかったわけだが，（3)によれば， s= ½のとき自然密度は存在して 1 となることがわか

る．すなわち，次式が成り立っ．

. 1 

昌天 1EA112n[2,X]dt = 1. 
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4 深リーマン予想

大域体 Kに対し、

p: Gal(K•ep / K)→Autc(V) (p-=/1) 

を非自明な n次元既約表現とし、 L関数 LK(s,p)を以下のオイラー積によって定義する．

伍 (s,p)= IJ <let (1-N(p)-sp(Frob叶砂））―1 国(s)> 1). 
p 

ただし、 pはKの素イデアルをわたり、 N(p)をノルムとする．また、 FrobpE Gal(Ksep / K) 

はフロベニウス元、 Iは惰性群である．p 

予想 4.1（深リーマン予想 (DRH)).m =叫＝ ords=½LK(s,p)とおく．このとき、極限値

三 ((logx)直"det (I -p(Frob, I砂）N(p)―;）―1)
が、以下を満たす．

DRH(A)極限値 (4)は存在して非零である．

DRH(B)極限値 (4)は次式を満たす．

-1 ¥ v'2ll(p)犀 (1/2,p) 
｝乳 ((logx r)1::x det (1 -p(Frobpい）N(p)り）＝ em1m! 

N(p)::;x 

(4) 

ただし、 v(p)= mult(l, sym2p) -mult(l, /¥2p) E Zであり、 mult(l，(]")はびにおけ

る自明表現 1の重複度を表す．

自明に、 DRH(B)====} DRH(A)である．また、 m>Oすなわち LK(l/2,p) = 0のとき、

DRH(A)が成り立てば

犀 IT det (1 -p(Frob叶砂）N(p戸）ー1＝伍（1/2,p)= 0 

N(p)<;x 

となるので、いずれにしてもオイラー積が L関数の値を表している． DRHの正否は組

(K,p)によるので、 DRHを仮定する際にはどの (K,p)に対する仮定であるかを明記す

る．本稿では K を固定するため、しばしば「LK(s,p)に対する DRH」を略して「pに対

する DRH」という．

予想 4.1(DRH)の起源は、有名な Birch・ Swinnerton-Dyer予想 [BSD,p.79 (A)］であ

る．彼らは楕円曲線E/(Qに付随する表現 PEに対し、 LQ(s,PE)のオイラー積が中心点で

収束し、その値が非零であり、かつ、その挙動が C(logx)9 （ただし、 g= rank(E)）とな
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ることを予想した． Goldfeld[G]は、彼らの予想が成り立てば LQ>(s,PE)の GRHが成り

立つこと、そして、 g=mとなることを示した．また、 Conrad[C, Theorem 3.3, Theorem 

6.3]により、 DRHが成り立てばオイラー積は況(s):::> 1/2で収束し、 LK(s,p)はリーマ

ン予想 (GRH)を満たすことが示された．

[KKK]では、一千万以下の素数にわたる有限オイラー積の挙動を数値計算することによ

り、予想 4.1をディリクレ L関数に対して検証している．さらに、本稿の冒頭に掲げた啓

蒙書 [1]では、素数の範囲を百億以下に広げ、より広範なディリクレ L関数に対して検証

している．

なお、 char(K)> 0においては予想 4.1(DRH)が成り立つことが [KKK2]によって証

明されている．したがって、次節で述べる主定理や例における同値条件のうち、標数正に

おいては（i)は成り立つので、これらの定理は、 (ii)が仮定なしで証明できていることを意

味している．

5 主定理

青木氏との共著論文 [AK]において得た結果を抜粋して述べる．

L/Kを大域体の有限次ガロア拡大とする． Sを K の素イデアル全体の集合、その部

分集合品を、フロベニウス元 (L;k)がaE Gal(L/K)であるような不分岐な素イデア

ルの集合とする．

定理 5.1([AK] Theorem 2.2の一部）． L/Kを大域体のガロア拡大とするとき、以下の (i)

(ii)は同値である．

(i) Gal(L/K)の任意の非自明既約表現に対し、 DRH(A)が成り立つ．

(ii)任意のび EGal(L/K)に対し、定数 C とcが存在して、次式が成り立つ．

こ
1 [L: K] ＿と 1 

PES 亨 lcr;I ~亨
= Cloglogx+c+o(l) (x→oo). 

N(µ)~x N(µ)~x 

ここで、定数Cは予想4.1の v(p)および mpによって表される．（i）の下でこれらの定

数をいろいろな場合に計算することにより、チェビシェフの偏りの様々な実例を得られる．

なお、定理5.1が同値の形で書かれていることから、チェビシェフの偏りはリーマン予

想だけでは解明できない間題であることがわかる．深リーマン予想は、リーマン予想よ

りも真に強い命題だからである．このことは、当初、私が本研究のアイディアを公表した

際、一部の識者（査読者）の方にご理解頂けなかった．それは2つの根拠から成っていた．

一つは「リーマン予想だけでもチェビシェフの偏りをある程度解明できるのに、わざわざ

深リーマン予想まで仮定することに意味があるのか」というものであり、もう一つは「テ
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イラー展開のような基本的な理論しか用いていない研究に価値があるのか」というもの

であった．しかし、チェビシェフの偏りが通常のリーマン予想から解明できないことは、

Rubinsteinと Sarnakが先行研究において、一般リーマン予想に加えて「非自明零点の

虚部の線形独立性」という強い仮定を設けていることからも、明らかである．さらに、深

リーマン予想から談本的な議論のみでチェビシェフの偏りが解明できる事実は、深リーマ

ン予想が本質を突いた予想であることの証拠であり、むしろ本研究の価値を高めていると

いえる．

この状況を、図を用いてより明快に説明する．図 lは、 L関数が整関数1である場合を

扱っている．図 lにおいて、一般リーマン予想 (GRH)を単に「リーマン予想」 (RH)と

呼んでいる．ここでは、「深」か「普通」かに注目しているためである．まず、医の左上の

RHを、その右隣の命題「｝ ＜況(s)< 1におけるオイラー禎 (EulerProduct, EP)の収束」

と言い換える．この言い換えは同値ではないが、オイラー積が収束すればその値は（無限

積の収束の定義により）非零であるから「右から左」は従う．この収束域を ~(s) = ½まで

広げた命題が中央の DRH(A)である．本研究は、チェビシェフの偏り (Chebyshev'sBias) 

とDRH(A)の同値性を主題としている（中段）．これらは、深リーマン予想 DRH(B)よ

りは弱いものの、従来のリーマン予想よりも強いのである．

!Riemann Hypothesi 

Nonzero in 

½< Re(s)<l 

• EP converges in 
½<Re(s)<l 

會

EP converges in 

½至 Re(s)<l
綸
ニ

thebyshev's Bia 

• 
EP expresses the L-
values in½ 至 Re(s)<l

圏 3:深リーマン予想 (DRH)とチェビシェフの偏りの関係(L関数が整関数の場合）

定理5.1から得られる事実の例を挙げる．

例 5.1（完全分解しない素イデアルヘの偏り ([AK]Example 3.3)). [L: K] = 2とし、

Gal(L/K)の非自明な指標を xとする．次の (i)(ii)は同値である．

1整関数でない場合、すなわち s=lで極を持つ場合は、赤塚 [A]による修正が必要である．
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(i)伍 (s,X)に対し、 DRH(A)が成り立つ．

(ii)完全分解しない素イデアルヘの「チェビシェフの偏り」が、以下の漸近式によって

存在する．

と
1 

ーと
1 /1 富雷＇t 喜面訂悶：喜面＝（~ + mx) loglogx + C + o(l) 

(x→oo). 

ただし、 nonsplit,splitはそれぞれ、完全分解しない素イデアル、完全分解する素イ

デアルにわたる和を表し、 cは定数とする．

次の例では cp(q)をオイラー関数とし、 t(q)をqの異なる素因数の個数、

t :=｛［:： -1 :::：：)，または 2位），
t(q) + 1 (Slq) 

とする．

例 5.2（平方非剰余な素数への偏り ([AK]Corollary 3.2)). qを正の整数とする． qを

法とする任意のディリクレ指標xに対し、 L（ふx)=Joを仮定する．このとき、次の (i)

(ii)は同値である．

(i) qを法とする任意のディリクレ指標xに対し、 L(s,x)がDRH(A)を満たす．

(ii) qを法とする平方非剰余な素数への「チェビシェフの偏り」が、以下の漸近式によっ

て存在する．

2t-l 

T杓(x;q,b)-1r戸(x;q,a)= ~loglogx+c+o(l) (x→oo). 
cp(q) 

ただし、 cは定数であり、組 (a,b)は任意の平方剰余な aと、平方非剰余な bからな

る組である．さらに、平方剰余どうし、平方非剰余どうしの組 (a,b)については、偏

りが存在しない．

例 5.3（単項でない素イデアルヘの偏り {[AK]Corollary 3.5). KをKのヒルベルト類

体とする．イデアル類群は ClK~ Gal(K / K)と表される．イデアル類 [a]E ClKはガロ

ア群の元叩：＝ （¥) EGa揺／K)に対応する． ClKの任意の指標 xに対し、伍(s,x) 

が DRH(A)と伍（ふx)=Ioをともに漕たすと仮定する. ICl叶が偶数であるとき、 K 
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の素イデアルの集合の中で、単項で無い素イデアルヘのチェビシェフの偏りが存在する．

すなわち、次式が成り立つ．

1 1 

とp: nonprincipal亨
-(hK -1) L 

p: principal 亨
N(p)<;x N(p)<;x 

IClK/Cl~I -1 
= ~loglogx+c+o(l) (x→oo). 

ただし hK= ICl叫である．

6 他の一般化

6.1 保型 L関数

T(n)をラマヌジャンの関数、すなわち

co co 

△(z) = q IT (lーが）24= L T(n)qn (q = e21riz) 
k=l n=l 

とする．小山・黒川により、 T(p) (pは素数）の符号に関する偏りが、以下のように示さ

れた．

定理 6.1([KK2] Theorem 2). L(s +号，△)に対し DRH(A)を仮定する．数列 a(p)= 

T(p)p―11/2は、次式で表されるような正値へのチェビシェフの偏りを持つ．

こT(p) 1 
p6 

= iloglogx+c+o(l) (x→oo). 
2 

p<” 
素薮

ただし、 cは定数である．

ここで、ラマヌジャンの L関数を次式で定義している．

00 

L(s，△）＝区
n=l 

T(n) 
(~(s) > ~) 

13 
n S.  2 

定理 6.1は、佐武パラメータ 0(p)E [O, 1r]の偏りが［0,1r /2]にあることを表している．た

だし、 0(p)はT(p)= 2p号cos(B(p)）で定義される．この方法により、一般の GL(n)の保

型形式に対して佐武パラメータの偏りを得ることができる．たとえばGL(3)の例として、

L(s，△）の 2乗対称幕の L関数に対して DRH(A)を仮定すると、素数の平方上の数列に関

する「負値へのチェビシェフの偏り」の存在が示せる．すなわち、

こ叫）＝一；loglogx+c+o(l) (x→oo). 
p:C::x 

p2 

ただし、 cは定数である．
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6.2 楕円曲線の L関数

E をK 上の楕円曲線とする． Kの素点vに対して剰余体似の位数を qvとおき、

av= av(E) = qv + l -#E;s(kけ

とおく． 0vE [O, 1r］を出＝ 2qJcos（仇）によって定義する． L関数

L(s, ME)= IJ (1 -2cos（仇）炉＋ q:;2s)-1II (1 -avq:;•)-l 
v: good v: bad 

は s砂 1-sで関数等式を持つ．

素数£と大域体 k を、£ヂ char(K)となるように固定すると、表現

PE: Gal(Ksep / K)→Aut(Tc(E) R如

がある．ただし、 Tc(E)＝肛"I_!E炉］はE/Kのバ進Tate加群である． L(s,M幻＝伍(s,p叫

である． PEが既約表現であるとき、先ほどと同様の議論により、 LK(s,PE)のDRH(A)

から数列 av/,ff,,の偏りが示せる． Ulmer[U]により、 char(K)> 0で、かつ Eが非定数

型であるとき、 PEが既約表現になることが知られている．この結果を用い、金子・小山

は次の定理を得た．

定理 6.2（金子・小山）． char(K)> 0であり、かつ Eが非定数型の楕円曲線であると仮

定する． rank(K)> 0ならば、 av/,ff,,は次式で表されるような負値へのチェビシェフの

偏りを持つ．

こ色＝ Cloglogx+ 0(1) (x→oo). 
qv qv'.oX 

ただし C= ½-rank(K) である．

証明は、 [KKK2]で示されている標数正の DRHと、 Ulmer[U]によって示されている

標数正の Birch・ Swinnerton-Dyer予想を用いる．

6.3 セルバーグ・ゼータ関数

セルバーグ・ゼータ関数に対する DRHは、標数正においては、 [KS]でPGL(2,lFq[T])

の合同部分群の場合に証明されている．これを用いると、ラマヌジャン・グラフの被覆が

あるとき、素な閉軌道のうち、被覆から来るものとそれ以外のものの間に生ずる偏りが示

される．

一方、標数0における DRHは未解決である．［KK]では、セルバーグ・ゼータ関数の非

零領域においてオイラー積が収束することが証明されているが、境界上に収束域を伸ばせ

るかどうかはわかっていない．もしこれができれば、リーマン面の被覆があるときに、素

測地線のうち、被覆から来るものとそれ以外のものの間に生ずる偏りが示される．
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