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1 はじめに

本稿では，「代数的整数論とその周辺2021」での講演内容に抽づき， GSp(4)のRapoport-

Zink空間のt進コホモロジーの超尖点部分を局所Langlands対応を用いて記述した研
究成果について報告を行う．本研究は，伊藤哲史氏（京都大学）と共同で行っており，

現在も進行中である．

記号 本稿を通して素数pを固定する．②の代数閉包IJPを固定し，その完備化を｀p
と書く．｀に含まれるらの最大不分岐拡大をQ閂と書き，その完備化を〇閃と書く．
ij~r の整数環を認と書く． 2閃の剰余体馬は恥の代数閉包である． Qp の絶対 Galois
群， Weil群，惰性群をそれぞれr!Qip,WIQip, IIQipと書く．

2 GSp(4)のRapoport-Zink空間
本節では，主定理を述べるために必要な， GSp(4) の Rapoport—Zink 空間およびその

f進コホモロジーの超尖点部分について手短にまとめる．

GSp(4)のRapoport-Zink空間とは，非常に大雑把に言えば， Siegelthreefoldのp進局

所版にあたるものである． もう少し正確に述べよう．馬上の超特異アーベル曲面A。を

固定し， A。に伴う p可除群A。[pCX)]をX。と書く．また， A。の主偏極化入。： A。喜A名を

固定し，入。の誘導する同型X。二匹｛を同じ記号入。で表す． GSp(4)のRapoport-Zink

空間M とは，組(X。,>-o)の誌上への準同種写像による変形全体のなすモジュライ空
間のことである．詳しい定義は [RZ96]等を参照していただきたい． M は2閃上局所形
式的有限型(locallyformally of finite type)な形式スキームであり，群Qlsog(X。'>-o)= 
{f: X。→ X。：準同種写像 Ifは入。をQ；倍を除き保つ｝の自然な作用を持つ． この群
はG= GSp4のQp上の非自明な内部形式Jのふ値点 J（ふ）と同一視できる．
M のリジッド一般ファイバーを M と書く． これはc閃上滑らかな3次元リジッド空
間である． M 上の普遍p可除群の M への引き戻しのレベル構造を用いることで， M

のエタール被覆の射影系 {M吋KcG(Zp)(KはG(Zp)の開部分群を動く）を構成するこ
とができる．これを Rapoport-Zink塔と呼ぶ． MG(％） = M である．モジュラー曲線
などの場合と同様に， G（ふ）は射影系{M叶KcG(Zp)（より正確には，｛MK}KcG(％）を
pro-objectとみなしたもの）に自然に作用する． この作用を Hecke作用と呼ぶ．また，
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J（ふ）も射影系{M叫KcG(％)に自然に作用する．これら 2つの作用は可換であり，し

たがって G（ふ） XJ(Qp)の{M叶KcG(％）への作用が定まる．
以下では， pと異なる素数tおよび体同型C竺◎を固定し， CとC［を同一視する．
Rapoport-Zink塔のコンパクト台t進エタールコホモロジーH知を以下で定義する：

靡z＝四Hば（M豆炉）％パル◎）．
K 

ここで，炉は炉 CQ; C J(Qp)によって J(Qp)の部分群とみなすことでMKに作用

し， M幻炉はその作用に関する商を表す． G(Qp)X J(Qp)の{M吋KcG(％）への作用か
ら， G（ふ） XJ(Qp)のH細への作用が誘導される．部分群p2xp2cG（ら） xJ（ふ）は

H飯に自明に作用することが証明できる．また， JIQip竺Gal(Qp/Q閃）も H如に作用す

るが，この作用は WIQipの作用へと自然に延長されることが知られている． WIQipの作用

はG心） xJ心）の作用と可換であり，したがって H如はG(Qp)x J(Qp) x wl(Jipの表

現となる．

叩を G（如の表現と見ると，自然な分解H如＝ H~z,sc ① H~z,nsc がある ([Ber84,
§2.3], [RenlO, Theoreme VI.3.5]参照）． ここで， Hkz,sc,Hkz,nscは以下の特徴を持つ：

• Hkz,scの任意の既約部分商は超尖点表現である．
• Hkz,nscの任意の既約部分涸は超尖点表現でない．
Hkz,scをH飯の超尖点部分と呼ぶ． J(Qp)X WIQipのH如への作用は上記の直和分解を

保つので， Hkz,scもG(Qp)X J（ら） xWIQipの表現となる．さらに， Hkz,scは以下のよう

な直和分解を持つ：

尻Z,sc~〶逗HRZ,1r•
7r: SC 
叫 Pz=l

ここで，バま G(Qp)の既約超尖点表現であってその中心指標W1rがW1rlpz= 1を満たす
ものを動く．また， Hkz,1rはJ(Qp)X Wl(Jipの表現である． Hkz,1rについては次が分かっ

ている：

|定理2.1(［Mie20,Remark4.16]，［FS, §IX.3]） 
靡Z,1rはJ(Qp)の表現として長さ有限である．

本研究の目的は， J(Qp)xWIQipの表現Hkz,1rの構造を， G（ら）と J(Qp)の局所Langlands

対応および局所Arthur分類を用いて記述することである．

3 主定理

本節では，本稿の主定理を述べる． G((Qp)の既約超尖点表現TであってW7r位＝ 1を

満たすものをとり， Lパラメータ¢:WQ!p x SL2(C)→GSp4(C)をT E IIGとなるよう
にとる（このような¢は GSp4(C)共役を除き唯一である）． ここで， ngは¢に対応す
るGan-Takeda([GTll])のLパケットを表す． これはG((Qp)の既約表現の有限集合で
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ある．また， Wで，のに対応する Gan-Tantono([GT14]）のLパケットを表す． これは
J心）の既約表現の有限集合である．

r: GSp4(C)'----+ GL4(C)で自然な埋め込みを表す． ro¢はWIQipx SL2(C)の4次元半

単純表現であるが， rriが超尖点表現を含むという条件から，以下のいずれかの形をし
ていることが分かる：

(I) r o ¢竺が図1(¢'は WQPの4次元既約表現， 1はSL2(C)の自明表現）．

(II) r o ¢竺位置 1)①（伽図 1)（外必は WIQipの2次元既約表現であって ¢1芸心を

満たすもの）．

(III) r o ¢竺（伽図1)EEl (x図Std)(¢。は WQPの2次元既約表現， xはWQPの連続指標

であってx2= <let向を満たすもの， StdはSL2(C)のスタンダード表現）．
(IV) r o ¢竺 (x1図Std)EEl (x2図Std)(xi, X2はW心の連続指標であってX1ナゅか

つxf＝社を満たすもの）．
(I), (II)の場合， rri,rrヽは超尖点表現のみからなるが，（III),(IV)の場合にはrri,rr、
は超尖点的でない表現を含む．このことから，（III),(IV)の場合がより複雑であり，ま

た面白いことが分かる．

本稿では，（III) を満たすような 7r に対し H~z，□ の記述を行う．（I), (II)の場合はこれ

よりずっと簡単である．（IV)の場合は，講演の際には保型表現側での問題が残ってい

ると述べたが，その後再度検討を行ったところ，（III)と同様の扱いができることが判

明した．

以下では， ro¢が(III)の形をしているとする． このとき， 11G= ｛7r濯disc}となるよう
なG(QP)の既約離散系列表現団iscが存在する．上でも述べたように， 7rdiscは超尖点表現

ではない． また， 11ヽは{Psc,Pdisc}という形をしている． ここで， PscはJ((Qp)の既約超尖

点表現であり， PdiscはJ(Qp)の超尖点的でない既約離散系列表現である． Pnt= Zel(Pctisc) 
とおく．ただし， ZelはZelevinsky対合 ([S897,§IV.5]参照）を表す． PntはJ(Qp)の非

緩増加な既約表現である (ntはnon-temperedの頭文字をとった）．局所Aパラメータ

心： Wむ XSL2(C) X SL2(C)→GSp4(C)を(w,a, b)→¢(w,b)で定めると，［Gan08]の
意味での局所Aパケット II[pは{Psc,Pnt}となるのであるが，本稿では局所Arthur分類

にこれ以上立ち入らない．

本稿の主定理は以下の通りである．

定理3.1

r o ¢が(III)の形をしているとき，次が成り立つ(¢。,xは(III)に出てきたもので
ある） ： 

靡z7r竺{::C図図X]゚／；）が） ① (p>lSC 図x(-1)） : : : 
0 i -/-3, 4. 

なお，（―Vは反領表現を表す．

¢lsL2(<C)が自明になる場合（つまり，上記の (I),(II)の場合）にrri,rrかがH飯にどの
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ように寄与するかについては， GSp(4)とは限らない一般の場合においても， Kottwitzに

よる予想が昔から知られていた ([Rap95]参照）．その一方で， ¢lsL2(C)が自明でないと

き， GSp(4)とは限らない一般の場合に何が起こるかについては， Zhuによる予想([Zhu,

Conjecture 4.7.18]）はあるものの，現時点では謎に包まれている．定理3.1は，そうし

た謎に挑み，局所Langlands対応や局所Arthur分類と幾何学の関係を明らかにするた

めの足がかりとなるのではないかと期待している．

4 証明の方針

最後に，定理3.1の証明の方針について簡単に述べる．証明は，大きく分けて 2つの

ステップからなる．

最初のステップは， PE {P:c, Pdisc> P孟｝に対し， Ext気む）（H飯，p）：閃を G((Q)p)X WQip 

の表現として決定するというものである．ただし， Exゼ はJ((Q)p)のスムーズ表現のJ(Qip) 
圏でとり，（―）smはG((Q)p)の表現としてのスムーズ化を表す．なお， Jの分裂半単純階

数が 1であることから， j~ 2 ならば Ext~心p)(H如， p) = 0であることが分かるので，
j = 0, 1の場合が本質的である．このステップは，古典的な手法に基づく．キーワード
を挙げると，志村多様体， p進一意化， Hochschild-Serreスペクトル系列，局所／大域

Arthur分類などである．詳細は2021年 1月に数理解析研究所で開催された集会「保型

形式，保型表現，ガロア表現とその周辺2021」の報告集[Mie21]に書いたので，そちら

をご覧いただきたい． このステップで用いる GSp4の特殊事情は，以下の 2つである：

• GSp4はfullyHodge-Newton decomposableである．つまり，恥上の超特異でな

い任意のアーベル曲面の NewtonpolygonはHodgepolygonと端点以外で交わる．

（例えば， n~3 に対する GSP2n はこの条件を満たさない．）

• GSp4の内部形式Jの分裂半単純階数が1であるため， Hochschild-Serreスペクト

ル系列が恥退化し，調べやすい．

GSp4以外に， 3変数一般ユニタリ群もこれらの性質を満たすため， 3変数一般ユニタリ

群に対する Rapoport-Zink空間についても同様の結果を得ることが可能である．

次のステップは， Fargues-Scholze([FS])の結果を用いて最初のステップの結果から

主定理を引き出すというものである． Fargues-Scholzeの理論について，ごく簡単に説

明する． Hを②上の連結簡約代数群とし，簡単のため， HはQP上分裂的な連結簡約

代数群の内部形式であると仮定する． HでHのLanglands双対群を表す． HE{G,J} 

ならばJI=GSp4(C)である． Fargues-Scholzeは， “Spec(Q)pXspeclFp Spec(Q)p’'にあた
るものを金剛空間 (diamond)として構成し，その上のシュトゥカのモジュライ空間を

考えて VincentLafforgueの理論([Laf18])を真似ることで， H((Q)p)の各既約表現oに

対応する半単純Lパラメータ ¢:s:Wむ→打を構成した．以下では，¢戸のことを o

のFargues-Scholzeパラメータと呼ぶことにする． Fargues-Scholzeの理論の長所として

は，一般の連結簡約代数群に対して機能すること，幾何を用いて定義しているので，幾

何との関係が証明しやすいことなどが挙げられる．一方で，半単純Lパラメータしか得

られないこと (Lパラメータのうち SL2(C)の部分の情報が捨てられている）， Lパケッ
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トのコントロールができないこと，大域的な保型表現論との繋がりが不明であることな

どの弱点もある．

定理3.1の証明には， Fargues-Scholzeパラメータに対する以下の結果を用いる：

● T を定理 3.1 の通りとするとき， H~z,1r を J(Qp) の表現と見たときの任意の既約部

分麻の Fargues-Scholzeパラメータはいの Fargues-Scholzeパラメータと一致す

る([Kos],[Ham]). 

• G心）の各既約表現のFargues-ScholzeパラメータはGan-TakedaのLパラメータ
の半単純化と一致し， J(Qp)の各既約表現のFargues-ScholzeパラメータはGan-

TantonoのLパラメータの半単純化と一致する ([Ham]).

これらのことから， H~z,1r の既約部分商は pふ P~isc, P益のいずれかであることが導け
る．さらに， Fargues-Scholzeパラメータの構成を辿ると， J(Qp)のBernstein中心が

靡Z,1rにスカラー倍で作用することも示せる． J((Qp)の分裂半単純階数が1であること
も用いると，簡単な表現論の議論により， H~z,1r を決定するには各 p E {p~ Psc, pdisc, pnt} -
対する Ext~心p)(Hb,1r,P) を決定すれば十分であることが分かる． Ext~心p) （Hkz,7r,p) は
Ext気む）（H知， p）悶のが等型部分であり， Ext~心）（H如， p）悶は最初のステップで記述
済なので，証明が完了する．
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