
95

イデアル類群の漸近挙動と楕円曲線の精 Selmer

群の岩澤加群について

群馬大学・共同教育学部大下達也

Tatsuya Ohshita 

Cooperative Faculty of Education, 

Gunma University 

1 序

「代数体の拡大塔に沿ったイデアル類群の漸近的挙動」に関する研究は，岩澤健吉氏

による代数体の Zp拡大に関する岩澤の類数公式 ([61)という著しい結果を端緒の 1つ

とする，岩澤理論における古典的かつ重要な領域の 1つである．

本稿では， RIMS共同研究（公開型）「代数的整数論とその周辺」 2021での筆者の講

演に基づいて，楕円曲線の素数幕ねじれ点から定まる代数体の非可換な拡大塔に沿っ

たイデアル類群（の商）の漸近挙動と楕円曲線の精 Selmer群の定める（円分）岩澤

加群の関係に関する平之内俊郎氏との共同研究 [4]で得られた結果について概説する．

詳細については，プレプリント [4]を参照して頂きたい．

まず，本稿で扱う設定を簡単に述べておきたい．本稿全体を通して， Eを有理数体

Q上の楕円曲線とし， Eが良い還元を持つような奇素数pを固定する．各正の整数 N

に対して，有理数体の代数閉包の乗法群IJXにおける 1のN乗根全体のなす部分群を

叩：＝邸(ij)と表し， E(ij)のNねじれ点全体のなす部分群を E[N]と表す．各非

負整数 nに対して， Kn:= (Ql(μpn)と書き，楕円曲線Eから定まる法炉 Galois表現

P! : GIQI := Gal(Q/(Ql)→ Autzv(E[p門） ＝GL2(Z/p内l)

の核で固定される◎の最大の部分体を K/[と書く．（すなわち， K/[は有理数体に

E阿］の全ての点の座標を添加した体である．）楕円曲線の Weil対

E似］ xE阿l------+ μ炉

がGalois群向の作用を保つことから， KnこK/[が成り立つことに注意する．
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以下では，代数体Fの整数環を OFと書く．また， Dedekind整域 0のイデアル類

群を Cl(O)と書く．

本稿（および [4]）の主定理は，体の拡大塔 {K/f}n>Oに沿ったイデアル類群（の商）

の漸近挙動に関する結果である．本稿の主結果の概要を述べる前に，楕円曲線 Eの

Mardell-Weil群と類数を関係づける先行研究を紹介したい． 2つの実数列{an}n>O, 

{bn}n>Oが
lim inf(an -bn) > -oo 
n→OO 

を満たすとき， an>---加と書く．西来路文朗氏，山内卓也氏による先行研究 ([13],[14]) 

および平之内俊郎氏による先行研究 ([3])により，組 (E,p)に関するいくつかの条件

の下で， Mardell-Weil群の階数 r:= rankz E(Q)を用いた， Cl(OK;f)露 Zpの位数

の漸近的な下界を与える次の不等式が得られている：

0叫(#Cl(OK;f) R立p)>--2(r-l)n. (1.1) 

ただし， ordpはordp(P)= 1となるよう正規化された加法的p進付値である．

注意 1.1. ここでは詳細には立ち入らないが，筆者の論文 [9]では， Galois表現の

Selmer群の言葉を用いて再定式化することで，［13],[14], [3]の結果を「p進 Galois表

現から定まる代数体の拡大塔に沿ったイデアル類群の位数の p進付値の漸近的下界の

構成」という形に一般化している．特に，［9]の結果をアーベル多様体に付随する p進

Galois表現に適用することで，不等式 (1.1)をEがアーベル多様体である場合に拡張

することが出来る．尚，筆者の研究 [9]とは独立に， J.Garnek氏による研究 ([2])で

も不等式 (1.1)のEがアーベル多様体の場合への拡張が得られている．

正確な説明は後回しにして，本稿（および [4]）の主結果の概要を述べよう．プレプ

リント [4]では，各正の整数nに対して，「法炉 Galois表現

P!lcKn: GKn := Gal(K;; / Kn)---+Autzv(E[p門） ＝GL2(Z/pnz) 

で切り取られる Cl(OK;:[1/p])の商＊1」A;;を定義して， n→ooとしたときの A;;の

漸近的挙動を精 Selmer群 Selp(Kn,E[p門）を用いて記述した．本稿および [4]の主結

果の大雑把な主張は以下の通りである．

*1 A化の定義については後述の定義 3.2を参照せよ．尚，定義 3.2を見ればわかる通り，（一般的な状

況では，少なくとも定義の上では） A{fは「Cl(OK{f[1/p]）の商」ではないが，注意 3.4で後述す

る通り，本稿で扱う状況に限れば，自然な写像 Cl(OK伊[1/p])---+A{fが全射になるので A点を

Cl(OK{f [1/p]）の（従って Cl(OK{[)の）商と見なせる．
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定理 1.2（正確な主張は定理 3.2参照）．組 (E,p)がある条件を満たすとき，核と余核

の位数が有界な均加群の準同型の列

{ Tn: Selp(Kn, E[pn])EB2 ~ (A!t := Homzv(A!,E[pn])} 
n>O 

が存在する．

2つの実数列{an}n>O, {bn}n>Oがan>--bnかつ bn>--anを満たすとき，

an,,.._, bn 

と書くことにする．円分 Zp拡大に関する楕円曲線の精 Selmer群のコントロール定理

と定理 3.2を合わせることで，「岩澤の類数公式」型の次のような A:の位数に関する

漸近公式が得られる．

系 1.3（正確な主張は系 6.3参照）．組 (E,p)がある条件を満たすとき，

叫 (#A!)~2 (μ(X00)炉＋入(Xooい）
が成り立つ．ここで， μ(Xoo)および入(Xoo)はそれぞれ，精 Selmer群の Pontrjagin

双対で定まる岩澤加群

X00 :＝ Homzp （四訊（Kn,E[p°°l)怠／ZP） 
の岩澤μ不変量，岩憑入不変量である．

注意 1.4.系 1.3の右辺に現れる μ(Xoo)および入(Xoo)は，楕円曲線の岩澤主予想の

下では， Beilinson—加藤元を用いて記述できる（詳細については後述の系 7.2 を参照）．

注意 1.5.r := rankz E((Q)とおくと，入(X00)2: r -1が成り立つ．従って，系 1.3

から不等式 (1.1)が従うので，系 1.3の主張は不等式 (1.1)の精密化と見なせる．

本稿の構成について述べる．まず，第 2節で精 Selmer群の定義を述べ，第 3節で

本稿および [4]の主定理（定理 1.2の正確な主張）を述べる．第 4節で，本稿の主定理

から従う A:のZp加群構造の漸近挙動に関する結果を紹介し，第 5節で第 4節の結

果の証明の概略を説明する．第 6節では，拡大 Koo/(Qに関する楕円曲線の岩澤理論

の観点から得られる結果（系 1.3の正確な主張）を述べ，類数の漸近挙動に関する先

行研究との比較を行う．第 7節では，第 6節で述べた結果に関する楕円曲線の岩澤主

予想の観点からの補足を行う．
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2 精 Selmer群

Fを代数体とし， nE Z>o U {oo}とする．精 Selmer群 Selp(F,E[p門）の定義を思

い出そう． Fの各有限素点 vに対して，短完全列

0 → E阿]~E（瓦）二 E（瓦） → 0. 

から誘導される写像

E(Fv) = H0(Fv, E（瓦）） →が(Fv,E[p門）

の像を Hf1(Fv,E阿］）と書く．古典的な Selmer群 Sel(F,E阿］）は

Se!(F,E[p門） ＝ ker(が(F,E[p門）一 V 且素点腐塁'9:ば~)
で定まるが(F,E阿］）の部分群であった．精 Selmer群 Selp(F,E[p門）の定義は次の

通りである：

Sclp(F, E阿l)：＝ Ker (Sel(F,E[p門） →りが(FV,E阿］）） • 

3 主定理

本節では，本稿の主結果（定理 1.2)の主張を正確に述べる．まず，いくつか記号を用

意しよう．第 1節と同様，各非負整数mに対して， Km:=(Q(μpm)と定義する．更に，

Koo:= (Q(μp00) = Um:::.oにと定める． m2>四を満たす m1,m2 E Z:::.o U { oo}に

対して， g叫 m1:= Gal(Km2/Km1)とおき，△：＝ 91,0c:::c (Z/pZ) X と書く． pは奇素

数であるので，任意の m2: 1に対して， gm,o＝△ xgm,1が成り立つ．この直積分解

により， Zp［△］を Z晶加，o]の部分環と見なす．△の指標のなす群 i:=Hom（△，z;)

を考える．各指標 XEiに対して， Zp代数としては Zpと同型で，△が xを

通して作用するような Zp［△］代数を Zp(X)と書き， M が均［△]加群であるとき

息：＝ M 年［△lZp(X)と定める．群△の位数 p-1はpと互いに素であるので，

M= 〶xE.6. 見が成り吃つ．各非負整数 m,n に対して，

Rm,n := Z/pnZ[9m,o] = Zp/pnzp[Gal(Km/(Q)], 

と定めて，尾：＝ Rn,n とおく． Rn 加群 A~ を次で定める．



99

定義 3.1.E阿］v:= Homzp(E阿],Z/pn;;z)への GQの右作用

(P!t: Gal(K〖/Q)OP---+Autzp(E[p門 v) = GL2(Z/pnz) (3.1) 

を考える． Z/p唸：係数の 2次正方行列全体のなす環を M2(Z/pn;;z)とおく．群準同型

(3.1)から誘導される環準同型

Z/pnz[Gal(K;f /Q)]0P---+ M心／pnz)

も(p左）V という記号で表すことにする．このとき，（P；；Vにより M2(Z/pn;;z)に右

Z[Gal(K;f / Kn)］加群の構造を入れて，

A!:=M心／pnz)Rz[Gal(K左／Kn)]Cl（切叫1/p]) (3.2) 

と定める． A;;への Zp線形な aE G!Qlの作用が次で定まる： AE M2(Z/pn;;z)とし，

[a] E Cl(OK岳[1/p])とするとき，

a(A R[al):= A(p!t (a―1)⑭ ［叫・

GKれの任意の元は A;;に自明に作用するので， A;;は自然に Rn加群と見なせる．

以上の準備の下で，本稿および [4]の主結果の主張を述べよう．

定理 3.2([4, Theorem 1.1, Theorem 5.16]). EをQ上の楕円曲線とし， pをEが良

い還元を持つような奇素数とする．組 (E,p)が次の 3つの条件 (Cl),(C2), (C3)を

満たすと仮定する．

(Cl) Galois表現

p『:G心：＝ Gal(Q/Koo)一AutIFp(E訓） '::::'GL2(IF p) 

は恥上絶対既約である．

(C2) nを正の整数とし， V をK/fの有限素点とする． K品上の楕円曲線 EK左，v が潜

在的乗法還元を持つとき， E(Kn,v)[p]= 0が成り立つ．

(C3)もし Eが虚数乗法を持つのであれば， Q上で定義される Eの自己準同型全体

のなす環End(E)はある虚二次体の整数環である．

このとき，ある正の整数 Bが存在して，次が成り立つ：

「任意の正の整数 nに対して，ある Rn加群の準同型

Tn: Selp(Kn, E[p門）①2ー(Aり）V

が存在して，＃Kerrn< Bかつ＃Cokerrn< Bが成り立つ．」
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注意 3.3((Cl)と(C2)についての補足）．ここでは，定理 3.2の条件 (Cl),(C2)に関

する補足を述べる．

(1)次の条件 (Cl)strが成り立つとき，（Cl)は成り立つ ([4,Proposition 3.1]): 

(Cl¥tr Galois表現

炉＝ PE,p:GIQI一Autzp(Tp(E))c:c'GL亭 p)

は全射である．

Eが虚数乗法を持たないときは， Serreの“openimage theorem" ([15|）により，

有限個を除くすべての素数pで PEは全射になる．一方， Eが虚数乗法を持つ場

合は，戸は決して全射にならない．

(2) Q上の任意の楕円曲線 EとEが良い還元を持つような任意の奇素数pに対し

て，適切に Eの二次ひねり E'/Qをとると (E',p)が条件 (C2)を満たす ([4,

Proposition 3.2]参照）．

注意 3.4.(E,p)が条件 (Cl)を満たしているとき，法pGalois表現

pf le Koo: GKoo→ Autzp(E[p]) = GL2(lFp) 

から誘導される環準同型 Zp[GK00]---+ M2(JFp)は全射である．従って，有限生成 Zp

加群に関する中山の補題より，条件 (Cl)の下では，（3.1)から誘導される自然な写像

(P!)叫 Zp[GKJ0Pー→恥(Z/pnz)

が全射になり，これにより自然な写像

Cl(OK召[1/p])一(M2(Z/pnz),(P!t) Rz[Gal(K界／Kn)]Cl(QK界[1/p])= A! 

も全射になる．特に，条件 (Cl)の下では， A!はイデアル類群 Cl(OK左）の剰余群と

見なせる．

注意 3.5.詳細には立ち入らないが， D.Prasad氏と S.Shekharは論文 [11]で

Homzp[Gal(Kf /Q)] (Cl（切叫露恥，E[p]) (3.3) 

とSelp((Q,E[p])の関係について研究している．組 (E,p)が E(Q砂[p]= {O}を満た

すときは，本稿で定義した Afの自明指標 1(Eふ成分の Pontrjagin双対 (Aら）V

は，（3.3)を2つ直和した恥上のベクトル空間と同型になる＊2.

*2 この事実は以下の議論により確認できる．右恥[Gal(Kf/Q)]加群の同南 (M2(1Fp),(pf)V)全
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4 主定理の証明の概要

本節では，前節で紹介した本稿および [4]の主定理，すなわち定理3.2の証明の概要

を簡単に述べる．各nE Z>oに対して， Galoisコホモロジーの制限写像

resn: H1(Kn, E似］）一 H0(Kか H1(K；；,E[p門））

から Rn加群の準同型

res~el: Selp(Kn, E阿l)→ H0(Kn,S叫（K；；,E阿]))

が誘導される．定理 3.2は次の (A),(B)を示すことで証明できる．

(A)組 (E,p)が条件 (Cl),(C2), (C3)を満たすとき，ある正の整数凡が存在して，

任意の正の整数 nに対して，＃Kerresn< B1かつ＃Cokerresn < B1が成り

立つ．

(B)組 (E,p)が条件 (C2)を満たすとき，ある正の整数 B2が存在して，次が成り

立つ：

「任意の正の整数 nに対して，ある Rn加群の準同型

sn: H0(Kn, Selp(K;;, E阿］））①2---+ （At)V 

が存在して，＃Kersnく氏かつ＃Cokersnく氏が成り立つ．」

(A)の証明について

大域体および局所体の Galois コホモロジーの計算を通して，写像 res~e] の核と

余核の位数を抑えることで (A)を示す．まず， Galoisコホモロジーの膨張・制限

(E[pl刈①2 により，恥上のベクトル空間の同型

(Af) v co:'Homzp[Gal(K;_'/!QI)] (Cl(OKf [1/p]) Rz lFp, E[pl)①2 

を得る． pの上にある OK;_'の素イデアルpを1つとり， pにおける Gal(Kf/Q)の分解群 Dpを

考える． Dpの [p]R 1 E Cl(OKf)露応への作用（自明）と， DpのE[plへの作用を比較するこ

とで，次の自然な同型を得る：

Homzp[Gal(K;_'/!QI)] (Cl(OKf [1/p]) Rz lFp, E[p]) 

二→ Homzp[Gal(K;_'/!QI)](Cl(OKf) Rz lFp, E[p]). 

よって所望の同型 (A~)v'::::'Homzp[Gal(K;_'/IQl)](Cl(OKf) ®zlFp,E[pl)〶2 を得る．
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(inflation-restriction)完全列と大域体の Galoisコホモロジーに関する次の命題から，

制限写像 resnの核と余核の有界性が従う．

命題 4.1([4, Proposition 5.1])．組 (E,p)が条件 (Cl)および (C3)を満たすとき，各

i E { 1, 2}に対して，｛＃Hi(K!{/ Kn, E[p門）｝n>Oは有界である．

制限写像 resnの核の有界性から， res肥の核の有界性が従う．更に，制限写像 resn

の余核の有界性と局所体の Galoisコホモロジーに関する次の補題から， res肝の余核

の有界性が従う．

補題 4.2([4, Proposition 5.11]). 「任意の m E Z::::oに対して， EK,,,は｛の上にあ

るKmのある素点で悪い還元を持つ」という条件を満たす素数£全体の集合を図8と

おく．各正の整数 nおよび応の各素点 vに対して，次の写像を考える：

res訂：が(Kn,,,E[p門） → H （゚応， Wリが(K;';,w,E[p門）），

res{，v:H}（Kn,V,EP門） → H （゚応， W几H}(K!;,w,E尻］））

Eがpで良い還元を持ち，組 (E,p)が条件 (C2)を満たすとき，次が成り立つ．

(1) 任意の £E 羽に対して，｛＃ Ker(res訂:~) I n 2 0, v I£}は有界である．

(2) { # Ker(res仇~) In 2 0, v Ip}は有界である．

(3)任意の £E瑞に対して，｛＃Coker(res(v)I n 2 0, v I£}は有界である．

補題 4.2(1), (3)の証明では， Eが素点 Vが潜在的に良い還元を持つか，潜在的に

乗法還元を持つかで場合分けして考える．条件 (C2)は，潜在的に乗法還元を持つよ

うな素点 Vでの Ker(res岱g)および＃Coker(res仏）の位数の有界性を保証するため

に課された条件である．補題 4.2(2)の証明では， Eがpで通常還元を持つか，超特

異還元を持つかで場合分けして考える．通常還元を持つ場合は今井の定理 [6]を用い，

超特異還元を持つ場合は E[p]への GIQlpの惰性群 IQPの作用の表示を用いることで，

res閤の位数の有界性を示す．

(B)の証明について

各正の整数 nに対して，

s: := Homzp(Cl(OK□l/p]）露Zp,E[pn])
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と定める．このとき，右均[Gal(K;;/ Kn)］加群の同型

(M心／pnz),(P!t)'.::::'. (E[p叩）〶2

により，凡加群の同型 H0(K加舒）①2'.::::'.(A左Vが得られる． GK岳は E阿］に自明

に作用するので，類体論より， S;;は自然に「不分岐局所条件 Hぶ」に関する精 Selmer

群，すなわち，自然な写像

圧（K~,E[p門） → II が(K贔~r,E[p門） XIIが(K!匹， E[p門）
vfpoo wlp 

の核と同型である．拡大塔 Koo/Qに沿って考えるとき，条件 (C2)の下では，

「Selp(K!,E[p叶）を定める局所条件 HJ1(= H}, Bloch-Katoの局所条件 [1]）と

S! を定める局所条件 H~r のずれ」が有界であることを示すことが出来る ([4, §5.3]). 

これにより，（B)が得られる．

5 A:の群構造の漸近挙動

本節では，定理 3.2を用いて Zp加群 A!の構造の漸近的挙動を記述しよう．まず，

PID上の有限生成加群の構造定理から定まる不変量を導入する．

定義 5.1.M を有限生成ねじれZp加群とする．このとき，構造定理より，ある正の

整数の有限減少列｛巧｝］＝1こZ>oが（ただ 1つ）存在して， Zp加群の同型

s 

M 丑D勾／p立 p

J=l 

が成り立つ．各非負整数 iに対して，次のように定める：

也(M)：＝｛凸（Oごi< s)， 

0 (i2:s). 

注意 5.2.｛也(M)h>oの定義より，次が成り立つ．

(1)仇 (M)h:::.oは非負整数の減少列である．

(2)動 (M)= o叫 (#M)が成り立つ．

(3)数列｛也(M)｝，＞。から数列｛巧｝］＝1こZ>oが復元できるので，数列｛也(M)h:::.o

から Zp加群 M の同型類が決定できる．
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注意 5.3.本稿では詳糾に立ち入らないが，［4]では勾加群 M の高次Fittingイデア

ルを用いて｛屯(M)h::::oを定義している ([4,Definition 2.6]参照）．

不変量也(M)は次のような性質を持つ．

補題 5.4([4, Lemma 2.8]参照）．有限生成ねじれZp加群の間の準同型の列

{fn: Mn→叫｝n>O

を考える．｛＃Kerfn}n>Oと{#Cokerfn}n>Oがともに有界であるとき，任意の

i E Z::::o に対して，屯(M砂～屯(M~) が成り立つ．

指標 x€ 入を任意にとる．このとき， Zp 加群としての（標準的でない）同型

(A<,x-1)v = Homzp(A!,x-1,Z/pnz)-::::-A;:,x 

が存在するので，任意の iE Z::::o に対して，也(A~ぶ） ＝也((A!,x―1)V)が成り立つ．

同様に'<I>i(A左） ＝也((A左）V)も成り立つ．従って，定理 3.2と補題 5.4より，次の

系を得る．

系 5.5.EをQ上の楕円曲線とし， pをEが良い還元を持つような素数とする．組

(E,p)が条件 (Cl),(C2), (C3)を満たすとする． iE Z::::oを任意の非負整数とする．

このとき，

也(A!)＝也((A!)り～也 (Selp(Kn,E[p門）〶2)

が成り立ち，更に任意の指標xE.6.に対して

也(A!,x)=也（（AE,x-1V)～屯 (selp(Kn,E尻］）喜），

が成り立つ．

6 「岩澤の類数公式」型の漸近公式

ここでは，定理 3.2から従う A!の位数に関する「岩澤の類数公式」型の漸近公式

を紹介する．

まず，岩澤理論に関連する記号をいくつか用意しよう．各 m E Z20 U {oo}に対し

て， Km:=Q(μp=)とおき， m2> m1を満たす m1,m2E Z20 U {oo}に対して，

g叩，m21:= Gal(Km2 / Km1)と定めていたことを思い出そう．以下では，

r := 900,l = Gal(Koo/ K1) 
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と書く．このとき，標準的でない同型rc::::::: Zpが存在する．以下では，位相的生成元

ァ€rを1つ固定する．

完備群環 A:=Zp[r] ：＝肛立ら［卑，1］を考える．位相的生成元 1€r のとり方に応

じて，標準的でない位相 Zp代数の同型写像

A -=-+ Zp [T]; 1 f-----t 1 + T 

が定まる．（従って， AはUFDである．）正の整数 m,nE Z>oに対して，

Am,n := Z/pnz図，1]~ A/(p叫lprn-1-1), 

と定め， An:=An,nとおく．直積分解 9m,O＝△ X9m,lにより， Rm,n= Am,n［△］ 

が成り立つことに注意する．

精 Selmer群に関連する記号を導入しよう．各 m,n E Z20 U { oo}に対して，

Xm,n := Selp(Km, E阿]t:= Homzp (Seip(Km, E阿l)，Q喜 p),

と定めて， Xn:=Xn,nと書く．（ここで， m=ooの場合は

Selp(K00, E[p00])：＝四Seip(Km,E厨］）．
m 

と定義する．）各 XE.6.に対して， Xooぷは有限生成ねじれ A加群であることが知ら

れている ([7]）．従って， Xoo,xやXooに対して，次で復習する特性イデアルや岩澤不

変量を考えることが出来る．

定義 6.1（特性イデアル，岩澤不変量）． M を有限生成ねじれ A加群とする．このと

き， M の特性イデアルcharA(M)を次で定義する：

charA(M) := IT μCp(Mp), 
p 

ここで，右辺の pはAの高さ 1のイデアル全体を動き， £p(Mp)は心加群 Mpの長

さを表す． AはUFDなので， Aの高さ 1のイデアルは単項イデアルであり，従って

特性イデアル charA(M)はAの単項イデアルである．更に， p進 Weierstrassの準備

定理より，次を満たす非単数根 (distinguished)多項式 f(T)E Zp[T]がただ 1つ存在

する：
charA(M) = pい（MpA)fb -l)A. 

非負整数 μ(M):= CpA(MpA)を M の岩澤μ不変量と呼ぶまた， J(T)の次数を

入(M)と書き， M の岩澤入不変量と呼ぶ
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注意 6.2.M が有限生成ねじれA加群であるとき，

動 (M叡 An)= ordp (#(M露い） ～μ(M)炉十入(M)n

が成り立つ．

以下， xElを任意にとる．このとき，円分Zp拡大に沿った精 Selmer群のコント

ロール定理より，

動 (Xoo,x叡ふ） ～動(Xn,x)～①。 (Selp(Kn,E[pn])~~1) (6.1) 

が成り立つ（例えば [12,Proposition 7.4.4]参照）． Xoo,xしま有限生成ねじれAである

ので，岩澤不変量を用いることで，

動 (Xoo,x叡心）～ μ(Xoo,x)炉十入(X00,x)n

を得る．従って， i=Oの場合の系 5.5の主張から，次が得られる．

系 6.3.EをQ上の楕円曲線とし， pをEが良い還元を持つような素数とする．組

(E,p)が条件 (Cl),(C2), (C3)を満たすとする． iE Z>oを任意の非負整数とする．

このとき，

動 (Aい～ 2(μ(X00加＋入(Xooい）
であり，更に任意の XELiに対して，

動 (A応） ～2(μ(X00,x)炉＋入(Xoo正）
が成り立つ．

系 6.3とイデアル類群の漸近挙動に関する先行研究を比較しよう．任意の代数体 L

に対して

corank;;zp Selp (L, E厨 l)2:rankz E(L) -[L: (Q] 

が成り立つことに注意する．（実際，これは精 Selmer群 Selp(L,E[p00])はZp加群準

同型

E(L) 翫 Q喜p —→ E(L®匹p) 翫ふ／Zp = II E(Lv) R心p厄p,
vlp 

の核を含んでいることと，

corank% （且E(L,)疇 p厚p)＝区[Lv：如＝ ［L ： Ql 
vlp 
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であることから従う．詳細については，例えば，［9,§4.1]の議論を参照せよ．）この不

等式と精 Selmer群に関するコントロール定理と合わせると，任意の m E Z:::,oに対

して

入(Xoo)2corank;zv Selp(Km, E[p00])2 rank;,,; E(Km)一叩(p門

が成り立つことが分かる．ここで，¢は Euler関数を表す．従って，系 6.3より次が

得られる．

系 6.4.EをQ上の楕円曲線とし， pを Eが良い還元を持つような素数とする．

組 (E,p)が条件 (Cl),(C2), (C3)を満たすとする． m,nE Z:::,oを非負整数とし，

Tm:= rank;,,; E(Km)とおく．このとき， mを固定して n→ooとすると

0叫 (#Cl(OK![））こ <I.>。(A!)>-2(rm —叫炉））n

が成り吃つ．

注意 6.5.m = 0のときの系 6.4の主張は，西来路ー山内両氏，平之内氏らの先行研究

([13], [14], [3]）で得られた漸近的な不等式 (1.1)と一致する．また， m2 0のときの系

6.4の主張は筆者の論文 [9]の主結果を Galois群GKmのp進表現Tp(E)＝肛り E[p門
n 

に適用して得られる漸近的な不等式と一致する．従って，本稿および [4]の主結果，特

に本稿の定理 3.2系6.3は次の意味で先行研究の精密化になっている：

•系 6.3 からイデアル類群 Cl(OK界）の商 A左の位数の漸近的挙動を（下界を与え

るだけでなく）決定することが出来る．

•定理 3.2 は A! の位数だけでなく，凡』］口群としての構造（特に孔加群として

の構造）も記述している．

本節の最後に，具体例を 1つ挙げておこう．

例 6.6.Eを方程式炉＋ y= x3 -7x + 6,で定義される Q上の楕円曲線 (LMFDB

label 5077.al, Cremonaラベル 5077al)とし， p:=7とする． このとき，次が成り立

つことが知られている ([8]):

(i) Eは虚数乗法を持たず，（E,p)は条件 (Cl)strを満たす．

(ii) Eの導手は 5077（素数）であり， Eは5077において非分裂乗法還元を持つ．

(iii) Mardell-Weil群 E((Q)の階数は 3である．

(iv)円分Z7拡大 Q00IQに沿った古典的な Selmer群の Pontrjagin双対の定める岩

澤加群 X:= Sel((Q00, E[700])vに対して，μ（ふ＝ 0および入（x)= 3が成り

立つ．
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性質 (iii)および (iv)より charA戊） ＝ （1 -1）3Aが成り立つ．これにより，更に

charA(X00,1) = (,-1)2Aも成り立つ（例えば，［17,VI.10]参照）．従って， μ(Xoo,1)= 

0および入(Xoo,1)= 2が成り立つ．また， Eの性質 (ii)およびp三 3mod4である

こと，ーpが法 5077で平方剰余であることを用いて，組 (E,7)が (C2)も満たしてい

ることも示せる ([4,Proposition 3.6, Example 3.7]）．従って，動(A応） ～2nが成り

立つ．

7 岩澤主予想と漸近公式

楕円曲線の岩澤主予想の下で， x(X)の特性イデアルは（従って μ(X(X))と入(X(X)）

は） Beilinson—加藤元の Euler 系を用いて記述される．

楕円曲線の岩澤主予想には様々な同値な言い換えがあるが，ここでは，本稿の内容

と直接関係している， Beilinson—加藤元を用いた楕円曲線の岩澤主予想の定式化を思

い出そう．各非負整数 qE Z::::oに対して，

Hq=Hq叫（E))：＝皿が (Km,Tp(E))
m 

と定める．ここでは定義の詳細には触れないが，加藤和也氏は論文 [7]でBeilinson-

加藤元の Euler 系を構成し， Beilinson—加藤元のなす Hl の部分 A 加群 Z を定義し

た (A加群 Zの定義については，丘を楕円曲線 Eに付随する重さ 2の尖点形式と

し，丘に付随する p進 Galois表現

T=⑰（E)こ鳳(f叫：＝ Tp(E)露 pQp 

を考えたうえで，［7,Theorem 12.6]を参照せよ．） XELiとする．次の等式が成り立

つだろうという予想が，（E,P,X)の岩澤主予想である：

charA(Hい＝charA(H1/Z砂 (7.1) 

([7, Theorem 12.6]を踏まえて [7,Conjecture 12.10]を参照せよ．）今， Eはpで良い

還元を持つので，等式 (7.1)の左辺に関して，

charA(X00,x) = charA(Hい
が成り立つ．実際，これは次から従う．

• Poitou-Tate完全列の極限を取ることで， XooはA［△］加群

H2（わ（E））。＝ Ker(H2→ Hに＝巴三(μpm)，Tp(E)））
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と同型であることが分かる．（例えば [10,Proposition 3.17]を参照せよ．）

•E は p で良い還元を持つので， Galois コホモロジーの局所双対定理と，今井の定

理 [5]より， Hf.。C の位数は有限であり，従って H2(Tp(E)）における H2(Tp(E)）。

の指数は有限である．

加藤氏は Euler系の理論を用いることで，条件 (Cl)strの下で成り立つ次の条件（＊）の

下で，任意の x€ 入に対して等式 (7.1) の片側

charA(H応） 2charA(H~/Zx) 

が成り吃つことを証明した：

(*) Galois表現

炉lcK=:G知→Autzp(Tp(E))'.:,:'GL2図）

の像は SL2(Zp)を含む．

(7.2) 

([7, Theorem 13.4]を参照せよ．その際に，条件 (Cl)strから [7,Theorem 13.4]の条

件 (3)が従うことに注意せよ．）従って，系 6.3から次が得られる．

系 7.1.Eを奇素数pで良い還元を持つ Q上の楕円曲線とする．

(1)組 (E,p)が条件 (Cl)strおよび (C2)を満たすとき，次が成り立つ：

動(A;:)-< 2 (μ(H1 /Z)炉＋入(H1/Z)n). 

(2)組 (E,p)が条件 (Cl),(C2), (C3)を満たすとする． XoE.6.とする．（E,p,xo)

に関する岩澤主予想が成り立つとき，次が成り立つ：

伽 (A!,xo)~ 2 (μ(H1。Iん）炉＋入(H1。/Zxoい）• 
特に，任意の XE△に対して (E,p,x)に関する岩澤主予想が成り立つとき，

伽(A〖) ～2(μ(H1 /Z)炉＋入(H1/Z)n) 

が成り立つ．

△の自明指標を 1E.6.と書く． C.Skinner氏と E.Urban氏は論文 [16]において，

以下の条件の下で，加藤氏によって得られた (7.2)と逆向きの包含関係を示すことで，

(E,p,1)に関する岩澤主予想を証明した ([16,Theorem 3.331): 
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•組 (E,p) は条件 (Cl)str を満たす．

•楕円曲線 E は p で良い通常還元を持つ．

•E が乗法還元を持つような素数 t。が存在する．

これらの条件は， Eが至る所半安定還元を持ち， p2 11であり， Eがpで良い通常還

元を持つときは満たされている ([16,Theorem 3.34]参照）．従って，次の系を得る．

系 7.2.Eを至る所半安定還元を持つ Q上の楕円曲線とする． pを11以上の素数と

し， Eはpで良い通常還元を持つと仮定する．（E,p)が条件 (C2)を満たすとき，

剌 (A応） ～2(μ(Hi/Zり炉＋入(Hi/Z1)n)

が成立する．
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