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1. INTRODUCTION 

本稿は論文 [7]に関する概説論文である．著者は論文 [7]において栗原の論文 [3]で提起された予
想を肯定的に解決した．まず初めに，この栗原の予想について説明するためにいくつかの記号を尊入

する． E/Qを楕円曲線， Sbaa(E)をE/Qが良還元を持たない素数の集合とする．また各素数£に対
して Tam1(E)を£における E/Qの玉河因子とする．次の条件を満たす奇素数pを1つ固定する：

(a) Eはpで通常良還元を持つ，

(b) G1;1 := Gal(Q/IQ)一 Aut(E刺）は全射，
(c) pf #E(lFp) IT Tam1(E). 
素数の集合アを

P := {C rt Sbaa(E) I E(lF1)[pl竺 1Fpかつ£三 1 (mod p)} 

と定め， Nをアの元の積で表される平方因子を持たない自然数全体の集合とする．各素数£EPに
対して生成元 htE Gal(IQ(μt)/IQ)を1つとる．£三 1(mod p)なので加を底とする離散対数から
全射

面叩： Gal(IQ（四）／IQ)~ Z/(C -1) ----+ 1Fp; h'i -a mod p 

が得られる．楕円仙線E/Qに付随する菫さ 2の保型形式をfEと書く． このとき自然数dENとd
と互いに素な整数aに対して

a/d 

[a/d] := 271'0 J:= J(z) dz 
Fioo 

とおく．

Remark 1.1.導手dのDirichlet指標x:G1;1一心に対して

「(s) 00 

R:*3L(E,x,s) =-:;.（て）主d)X天（叩）lf瓜Hy+a/d)ys-l dy 
が成り立つ．ただし叩 EGal(IQ（四）／Q)は四（位） ＝ gを滴たす同型写像である．

以上の設定の下で，論文 [3]に従い，解析的な量瓦を

Re([a/d]) 
む：＝こ
a=1 9; £|d 

・ II三，（叩） E]FP 
(a,d)=l 

と定義する．ただし〇；は EのNeron周期である．論文［3]で述べられているようにぷは計算可能

な量である．

栗原の論文[3]に従って用語を 1つ用意する．

Definition 1.2.自然数dENは以下の 2つの条件を満たすときふ極小という：

•ぷヂ〇，
• dと異なる dの約数eに対して困＝o.
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この時，論文 [3]で提起された楕円曲線に対する栗原の予想は以下のものである．

Conjecture 1.3 ([3, Conjecture 2]）．任意のか極小な自然数dENに対して自然な準同型写像

(1) Sel(IQ, E[p]) 一〶Eゆ） ®zlFp
Rid 

は同型である．

Remark 1.4.素数の集合Pの定義より各/!,EPに対して

dimIFp E⑫ )Rz lFP = 1 

である．従って， dの素因子の数を v(d)と書けばConjecture1.3から

dim凡Sel(IQ,E厠） ＝v(d) 

が従う．即ち， Conjecture1.3を用いることでp-Selmer群の次元を（計算可能な）解析的な量で記述
できる．

上述したように著者の論文 [7]の主結果はこの栗原による予想 (Conjecture1.3)の肯定的解決で
ある：

Theorem 1.5 ([7, Theorem 1.5]）．任意のふ極小な自然数dENに対して準同型写像（1)は同型で
ある．従って dimIFpSel(IQ, E[p]) = v(d)である．

Remark 1.6.証明の手法は少し異なるがChan-HoKimも[5]でTheorem1.5と同様の結果を示して
いる．

Remark 1.7. Stickelberger元を用いることでCM体のイデアル類群に対しても Conjecture1.3と同
様の予想を考えることができる． しかし [3,§5.4]でその反例が与えられている．

2. THEOREM 1.5の証明の概略

この節では Theorem1.5の証明の概略について説明する． Theorem1.5の証明では論文 [6]で構
成した階数0のKolyvagin系の理論が中心的な役割を果たすため，まず最初に階数0のKolyvagin
系について説明する．その後， Theorem1.5の証明について説明する．

2.1.階数0のKolyvagin系．階数0のKolyvagin系の定義を述べるために幾つか記号を用意する．
素数/!,E pを1つとる．このとき E[p］の基底を上手く選べば

氏＝（ii) 
とできる．従って

H~r(GQ,,E刺）竺 E砂(Frt 一 l)E[p]
は 1 次元恥—ベクトル空間である．

H;ur(GQ,, E[p]) := H1(GQ,, E[p])/ Hぶ.(GQ,,E[p]) 

とおく．このとき

H甚(GQ,,E[p])竺 Hom(Glllr',E[pr,=1) 
なので固定した生成元 heE Gal(IQ(μe)/IQ) = Gal(IQ1（四）／Q£)を用いれば

Hル（GQ,,E[p])竺 E[plFr,＝1
を得る．さらに対応 X>---+ (Fre一 l)xは同型写像E[p]/(Frt一 l)E[p]二→ E[p]Fr,=1を定めるので自然
な同型

Hぶ(GQ,,E[p])こ H加(GQ,,E訓）
を得る．

Hん(GQ,,E[p])：＝が（GQ凸），E[p])Gal(Q,（四）／如



114

とおく． このとき自然な準同型写像

Hぶ(GQ,,E[pl)一H加(GQ,,E[p])
は同型である (cf.[4, Lemma 1.2.4]）．従って，同型 H~r(GQ,,E[pl) 竺島を 1 つ固定すると 2 つの
凡への準同型写像

V£: H1(GQ!, E[p])一H加(GQ,,E[p])= lFか
四：圧(GQ,E[pl)一Hん(GQ,,E例） ＝lFp 

を得る．

Definition 2.1.自然数nENに対して

H出(Go,E[pl)：＝ Ker (が(Go,E[pl)一色が(Go,,E)[p1) 
とおく．さらに n=dmのとき

H知(m)（GQ,E[pl)：＝ Ker (肱(Go,EW])ニュ更F,,)
とおく．特に d=lの場合には H}cm/G<Q, E[p]) := H},(m) (G<Q, E[p])と書くことにする．

Remark 2.2. Sel(Q, E刺） ＝ Hあ(G<Q,E[p])である．

以上の準備の下で階数0のKolyvagin系を定義する．

Definition 2.3. M := {(d, £) EN  x P I gcd(d, £) = 1}とおく．以下の条件を満たすコホモロジ一
群の元の族

(r-d,e)(d,f)EM E IT男9(d)（GQ,E[pl)
(d,f)EM 

を階数0のKolyvagin系と呼ぶ：

(2) 

叫輝，q)＝四（四，q),

叫叩）＝ vq(1,,1,q),

叫輝，q)=一四（四，£),

さらに（階数0の） Kolyvagin系の集合を KSo(E[p])と書く． Kolyvagin系氏 EKS。(E[p])と(d,£) E 
M に対して

8(1,,)d:＝巧（口） E]FP 

とおく． Kolyvagin系の持つ関係式から 8(1,,)dは£に依らないことが分かる．

Remark 2.4.階数0のKolyvagin系が満たす関係式 (2)は栗原による論文［1,2]で最初に現れた．

次の定理は [6]の主結果 ([6,Proposition 5.6, Theorem 5.8]）から直ちに従う．

Theorem 2.5. 

(1) dimlFp KSo(E剌） ＝1. 
(2)非自明な Kolyvagin系1,,E KSo(E[p])と自然数dENに対して以下は同値である．

(a) 8（ん）d=/ 0. 
(b) H_}(d)(G<Q,E剌） ＝0. 



115

2.2. Theorem 1.5の証明の概略．加藤の Euler系と modularsymbolの関係を利用することで

（和）dENと関係する階数0のKolyvagin系を構成することができる：

Proposition 2.6 ([7, Theorem 3.14]). 

（ん）dENE im (o: KSo(E[p]) ------> I1 lFP). 
自然数dENに対して

入(d):= dimIFp H3c(d) (GIQ, E[p]) 

とおく． Theorem2.5とProposition2.6を用いてか極小という性質から入(d)に関する情報を得る

ことができる：

Corollary 2.7.ふ極小な自然数dENに対して次が成り立つ．

(1)入(d)= 0. 
(2) dと異なる dの約数eに対して入(e)> 0. 

Corollary 2.8.ふ極小な自然数dENに対して準同型写像（1)は単射である．特に Conjecture1.3 

は入(1)= v(d)と同値である．

Proof. Corollary 2. 7と定義より

ker(Sel(Q,E[pl)凪會麟） RlFP)CH}（d)(GQ,E[pl) ＝0 

である． ロ

以上の結果から Conjecture1.3を証明するためには dを動かした時の入(d)の挙動を理解すればよ

い． Poitou-Tateの完全列を利用することで次の補題を証明することができる．

Lemma 2.9 ([6, Proposition 4.7]）．入(d)= 0を満たす dEN対して，ある dの約数 eが存在して
v(e) =入（1)かつ入(e)= 0が成り立つ．

Remark 2.10. Lemma 2.9の証明では Galois表現 E[p]とSelmer構造が持つ対称性が重要な役割を

果たす．また，それこそがCM体のイデアル類群に対して Conjecture1.3の類似が成立しない理由

である．

以上の結果を用いることで Theorem1.5が証明できる．

proof of Theorem 1.5.ふ極小な自然数dENに対して Corollary2. 7とLemma2.9より入(d)= v(d) 
が成り立つ．従って Corollary2.8より準同型写像 (1)は同型である． ロ
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