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Hilbertの第 12問題の最近の進展について

Recent progress on Hilbert's 12th problem 

佐野昂迪（大阪市立大学）

Takamichi Sano (Osaka City University) 

概要

最近DasguptaとKakdeにより，総実体の最大アーベル拡大の明示的な構成が得られた．本記事では彼

らの結果を概説する．

1 序

Hilbertの第 12問題とは，いわゆる類体の構成問題であり，有理数体と虚 2次体の場合にはそれぞれ

Kronecker-Weberの定理，虚数乗法論としてよく知られている．それ以外の代数体の場合は，これまで大きな

進展はほぼ全くなかったようだが，最近DasguptaとKakdeは[DK20]において Brumer-Stark予想（の

2部分以外）を証明し，その応用として [DK21]において総実体の最大アーベル拡大の明示的な構成を与えた．

本記事では [DK21]の内容の概説をする．

Brumer-Stark予想は Stark予想の特別な場合＊1だが， Stark予想と Hilbertの第 12問題との関係は Stark

によって [Sta76]において考察されていた．その大雑把な内容は，「Stark予想が正しければ， Stark単数を添

加することでアーベル拡大が構成できる」ということである．今阿の Dasgupta-Kakdeによる総実体の最大

アーベル拡大の構成は，基本的にこの Starkのアイデアを用いるものである．ただし， Brumer-Stark予想は

Stark自身によって定式化された予想ではなく， Starkのアイデアを用いて Tateにより [Tat84]において定式

化された予想であり， Stark自身が考えていたものとは少し違うということに注意しておく．

本記事では， §2でBrumer-Stark予想によりその存在が予想される Brumer-Stark単数に関する基本事

項をまとめ， §3でそれを用いて総実体の最大アーベル拡大の明示的な構成を与える．構成を早く知りたい読者

は， §3だけ読んでもよい (Brumer-Stark単数の存在を認めれば，構成はかなり初等的である）．

なお， Hilbertの第12間題の歴史について本記事では全く触れないが，興味のある読者は例えば[Sch98]を

読まれたい． Hilbert自身による予想のstatementや，誤りなどについて詳しく論じられている．

2 Brumer-Stark単数

Fを総実体とする． H/Fを有限次アーベル拡大とし，そのガロア群を Gとする． Fの無限素点全体の集合

をS=(F)で表し， Hで分岐する Fの素点全体の集合を Sram(H/F)で表す． Fの素点の有限集合Sを

S:=S迅F)u Sram(H/F) 

とおく．＃s22と仮定しておく＊2. さらに， Fの素点の有限集合Tで， SnT=0かつ

Hf :={aEHx lordw(a-1)>0, ¥:/wETH} 

*1より正確には， Stark予想の精密化である Rubin-Stark予想の特別な場合である．注意2.6参照．
*2 #S = 1となるのはF=H=<Qのときのみである．

(1) 
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がtorsion-freeとなるものをとる．ここで THはTの素点の上にある H の素点全体の集合を表し， ordw: 

H→ZU{oo}はwにおける正規加法付値を表す．例えば，剰余標数が異なる 2つの素点を Tが合んでいれ
ば， この torsion-freeという条件は満たされる．以下，この Tは固定されたものとし， Tに依存するものを記

号で表すときに Tをしばしばつけないこととする．

Fの素点pt/:SUTでHで完全分解するものをとる． H の(p,T)単数群を

Up= UH,p := ker (H,i三阿）
とおく．ここでwはpを割らない Hの有限素点全体を走る． pの上にある Hの素点平を固定し，写像

Ordp = OrdH,p : IQ @z Up→IQ[G]; a H Lord此 a)a―1
aEG 

を考える（これは (Ql[G]加群の準同型写像である）．

知＝ 0H/F,S,TE Z[G]をStickelberger元とする． この元は次で特徴づけられる＊3: 

吹 EG,X（仰） ＝Ls,r(x―1,0)． 

ここでG:= Hom(G,Cx)で， xEGに対して Ls,r(x,s)は(S,T)で修正した L関数

Ls,r(x, s) := II (1 -x(Frv)Nv1-") II (1 -x(Frv)Nv―s)―1 
vET 呼 S

である (FrvE GはvのFrobenius自己同型， Nvはvの剰余体の位数を表す）．

L関数の s=Oでの位数に関して，次が知られている ([Tat84,Chap. I, Proposition 3.4]参照） ： 

ords=oLs,T(X, s) = { 
#{v ES IvはHkerxで完全分解する｝ X =J lのとき，
#S-1 X = lのとき．

(2) 

(3) 

特に， Hが実素点を持てば右辺は常に 1以上となることから＊4，Hが総虚でなければ0H=0であることがわ

かる．

以下， Hは総虚体とする． --のとき，「マイナスベき等元」 e―EIQ)[G]を，任意の XEGに対して

x(e―) ＝ 1 ⇔ Hkerxは総虚体

で特徴づけられるものとする．単数定理を用いると，写像（2)は同型

Ordμ : e―(Q露 Uμ)-.'.:'.+e―IQ)[G] 

を誘導することがわかる．（3)より，
仰 Ee―IQ)[G]

であることに注意する．

以上の準備の下で， Brumer-Stark予想は次のように述べられる．

予想 2.1(Brumer-Stark予想）．次を満たす Up=UH,p E店がただ一つ存在する：

(i) e―up = up in IQ) <Slz Up, 

•3 仰が Z[G] に入ることは， Deligne-Ribet, Cassou-Noguesによるよく知られている結果である．
*4 #S;:, 2としていたことに注謡する．
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(ii) Ordp(up) = 0H. 

上の UpをBrumer-Stark単数と呼ぶ．

注意 2.2.予想2.1を次のように述べてもよい：

％ ＝血，p:= Ord;1(0叫 Ee―(Q露 Up)

と定義したとき，

Up E Up 

が成り立つ．

このように述べると，予想を仮定しなくても Brumer-Stark単数は QRz伍の元として存在しているとみ

なせる， という利点がある．

注意 2.3.pの上の Hの素点平を固定していたが， Upは実際には氾のとり方によるので， u氾と表すべきで

ある．しかし，耀を別の pの上の素点とすると，氾＇＝ 0（氾） （aEG) と書くとき

咋,=a（四）

が成り立つことがわかる．よって，平をとりかえても本質的に違いがないと言えるので，氾は固定されたもの

として U叩と表すべきものを Upと表すことにするわけである．また，予想 2.1の正当性は田のとり方によら

ないこともわかる．

注意 2.4.Hが総虚でないときは便宜上

Up:= 0 

とおく．（乗法的な記号を使えば％ ：＝ 1ということである．）

注意 2.5.F = Qのとき，予想 2.1は正しいことが「Stickelbergerの定理」として古典的に知られている．

このとき， Brumer-Stark単数はガウス和として具体的に記述できる ([Tat84,Chap. IV, Proposition 6.7], 

[Popll, Corollary 4.3.11]参照）．

注意 2.6.予想 2.1は(H/F,Su {p},T,{p}）に対する Rubin-Stark予想 ([Rub96,Conjecture B']または

[BKS16, Conjecture 5.1]参照）と同値であり， Brumer-Stark単数Upはこの場合の Rubin-Stark元と一致

する．

本節では最後に， Brumer-Stark単数の基本性質をいくつか述べる．以下，注意2.2のように， Brumer-Stark

単数Upを（予想を仮定せずに） QRzらの元と考える．

命題 2.7（ノルム関係式）． H/Fの任意の中閻体H'に対して＊5, ノルム写像

NH/H': Q露 UH,p→Q露 UH',p

による町[,pの像は

罰1-Fr;1))皿，p
である． ここでqはH'で不分岐な Sに含まれる有限素点を走る．

•5 H'は総虚でなくてもよい． H'が総虚でないとき，主張は NH/H'(uH,p)= 0ということである．
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特に Sram(H/F)= Sram(H'/F)のとき，

NH/H'(uH,p) = UH',p 

が成り立つ．

証明． G':=Gal(H'/ F)とおく．自然な全射Z[G]→ Z[Gりによる仰＝ 0H/F,Sェの像は

（』S'（1-叩））伍F,S',T
であることがStickelberger元の特徴づけよりわかる． ここでS':=S00(F) U Sram(H'/ F)である． これに注

意すると，命題の主張は Brumer-Stark単数の定義と可換図式

から従う．

QRzUH,p竺ユQ[G]

NH/H'↓ ↓ 
Q吻 UH,―Q[G'],pOrd印，p

口

次の命題は専門家にとって well-knownと思われるが，はっきり害いてある文献はあまりないようである＊6.

命題 2.8.H'をHに含まれる最大CM部分体とする＊7. このとき，

1 UH,p=~· （リ（1-可）） UH',pin IQ)露 UH,p
が成り立つ．ここでqはH'で不分岐な Sに含まれる有限素点を走る．

特に，

uH',p E Z[l/2] 0z UH',p⇒uH,p E Z[l/2] 0z UH,p 

が成り立つ．すなわち， Brumer-Stark予想の 2部分以外は HがCM体の場合に帰着される．

証明． G':=Gal(H'/ F)とし， cEG'を（ただ一つの）複素共役とする．写像

v: IQ[G'］→IQ[G]; X >-+ 
1 

[H:H’l ど ax
c,EGal(H/H') 

を考える．ここで歪EIQ)[G]はXEIQ)[G']の持ち上げを表す．（写像uは元のとり方によらない．）すると，

e-= V（デ）
であることがわかる（特に e―EZ[l/2l[G]がわかる）．また，

仰＝紐F,S,T= V ((~几，（1- Fず））伍F,S',T)
*6 [DK21]にも書いていないが，暗黙に使われているように思う．

*7 CM体とは，総虚体で，ある総実体の 2次拡大となっている体のことである．最大CM部分体H'cHは実際に次のように定義

できる： vE S00(F)に対する複素共役を CvE Gと表すとき， H'はGの部分群

〈C砂 v'Iv,v'E Soo(F)) 

に対応する H/Fの中間体である．特に， この群のexponentは2なので，［H:H'］は 2べきであることに注意する．
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もわかる．ここでS':=Soo(F) USram(H'/F)である．以上のことに注意すると，命題の主張は可換図式

から従う．

如 zUH,p竺ユIQ[G]

~xl •v 
IQ 0z UH' ―→IQ[G'] ,PordH,:,, 

次の命題は，イデアル類群の annihilationとの関係である． HのT射類群 (T-rayclass group)を

c沿＝ coker(匹三峠S翌）UTH;l) 

口

と定義する．（H;,は（1)で定義したことを思い出す．）すなわち， Clりは日wETHWをmodulusとする Hの

射類群である．

命題 2.9.

(i)予想2.1(Brumer-Stark予想）がHで完全分解する任意のp¢SUTに対して成り立つならば，

0H E Annz1c1(C届）

が成り立つ．

(ii) 2を可逆にすると，（i)の逆も成り立つ．すなわち，

0H E Annz1c1(C沿） @zZ[l/2] 

が成り立つならば，

咋，pE Z[l/2] @z UH,p 

がHで完全分解する任意のp¢SuTに対して成り立つ．

証明 (i)Chebotarev密度定理より， Clりの任意の元は平で代表される．ここで氾は H で完全分解す

るFの素点 p¢SuTの上にある Hの素点である．この pに対する Brumer-Stark予想を仮定すると，

Brumer-Stark単数の性質

Ordμ(uμ) =知

より，仰・氾は単項イデアル (up)であることがわかる． UpE Up C Hf ょり，これは 0H• 平が Clりの中で O

であることを嶽味する．以上より伽 EAnnz1a1(Cli)が成り立つ．

(ii)μ rfc SUTをHで完全分解する Fの素点とし，氾をpの上のHの素点とする． 0H E Annz[G] (eti) @z 

Z[l/2]を仮定すると，

2呵 H印＝ 0in c11 

を満たす自然数mが存在する．これより，

2叫伍・氾＝ （c) 

となる CEUpが存在する．これを言いかえると

Ordμ(c) = 2叫切
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であり， Brumer-Stark単数の定義より，

1 
Up ＝ァ・e―eE Q露 Up

となる．命題2.8の証明より e―EZ[l/2l[G]なので， UpE Z[l/2]釦z島がわかる． 口

注意 2.10.[DK20]では Brumer-Stark予想は

伽 EAnn:i:[G](Clり）

の形で定式化されているが，命題2.9より， 2部分だけは本記事で定式化した Brumer-Stark予想（予想2.1)

の方が強い．

Dasgupta-Kakdeは[DK20]において， HがCM体の場合に

0H E Ann:i:[G](C沿）露Z[l/2]

を証明した．よって，命題2.8,2.9(ii)をあわせると，次がわかる．

定理 2.11(Dasgupta-Kakde)．任意の有限次アーベル拡大H/Fに対して＊8

UH,p E Z[l/2] 0;;,: UH,p 

が成り立つ．

3 総実体の最大アーベル拡大の構成

Fを総実体とし， Fの最大アーベル拡大を Fabと表す． Fabは大雑把に

pab = F(｛簡単な元たち｝，｛Brumer-St紅 k単数たち｝）

という形で構成される．

まず，「簡単な元たち」が何かについて述べよう． n:= [F: IQ]とおき，び1,...，四を Fの実素点全体（す

なわち，埋め込みF→恥全体）とする．符号写像

6 :Fx→｛士l}n;a←, (sign(a1(a)),...,sign(an(a))) 

を考える． これは全射であることがわかり， よって元a1,・ ・ ・, O:n-1を

〈6(0:1),...,6(0:n-il, (-1,..., -1)〉＝ ｛土l}n

となるようにとることができる．「簡単な元たち」は V巧，．．．，v冗ご了のことである．
次に， Brumer-Stark単数について前節の内容を復習する． Fの素点の有限集合Tで，ある条件を溜たす

ものを固定すると，任意の有限次アーベル拡大 H/F と H で完全分解する F の素イデアル p~T に対し

て， Brumer-Stark単数UH,pが定義できる． Brumer-Stark予想が正しければ， UH,pはHXの元になる．

Dasgupta-Kakdeによって Brumer-Stark予想の 2部分以外が解かれたので， U府，pE HXとなる 2べき m

が存在する（定理2.11参照）．

さて，特に OFの0でない各イデアルnに対して， nをmodulusとする Fの狭義射類体 (narrorray class 

field) F(n)に対する Brumer-Stark単数を考える．すなわち， F(n)で完全分解する Fの素イデアルp(n)~ T 

*8 Hが総虚でないときはUH,p:= Qとおいたので，主張は自明である．
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に対して＊9, 元UF(n),p(n)を考える．このままだと F(n)の元になるかどうかわからないが， 2べき m(n)をう

まく選べぼ

u 
m(n) 
F(n),p(n) E F(n)x 

となるようにできる (Brumer-Stark予想が正しければm(n)= 1ととれる）．

以上の準備の下で， Fの最大アーベル拡大Fabは次のように構成される．

定理 3.1(Dasgupta-Kakde, [DK21, Theorem 1.9]). 

戸＝F（yai,...,y'l戸 1,{u';悶，p(n)In C切： 0でないイデアル｝）

注意 3.2.Hilbertの第 12問題を（ある意味で）「解決した」と主張するためには，アーベル拡大が「明示的

に」構成できなければならない．よって， Brumer-Stark単数UF(n),p(n)がどのくらい明示的にわかるのか，

ということが菫要な点である．実際，論文 [DK21]の大半は「Brumer-Stark単数が明示的である」というこ

とを証明するのに費やされている． これが具体的にどういう意味なのか説明しよう．

UH,pを（一般の有限次アーベル拡大H/FとHで完全分解する素イデアルp¢ Tに対する） Brumer-Stark

単数とする．まず， Dasguptaは[Das08]において，

UH,p = "p進積分'’inFpx (4) 

という公式を予想として定式化した．この右辺は Fpxの元として定義できるものであり，左辺の UH,pは

(Brumer-Stark予想を仮定して）包含H C H'll＝外により FPXの元とみなす．この予想がFPツ(Fpx)torsの
中で正しいことを弱い仮定＊10の下で示したことが [DK21]の実質的な主結果である．公式にある「p進積分」

は具体的に計算可能であり，明示的なものであるので，その意味でBrumer-Stark単数は「明示的」と言える

わけである．

少し不満点を述べると，上の予想 (4)は“modulotorsion'’で正しいことが示されただけで，完全に解かれ

たわけではない．また， Brumer-Stark予想も 2部分は解かれておらず＊11, そのために Fabの記述に謎の 2

べき m(n)が現れて，きれいではない． このようにまだ微妙な点があるにも関わらず， Hilbertの第 12問題を

解決したかのように主張するのは，多少答えを急いだ感が否めない．また，上の公式を用いる Brumer-Stark

単数の計算は p進解析的であり， Hilbertが期待していたような複素解析的なものではない．この点に関して

は[DK21,p. 8]において「Hilbertがこの解答を受け入れるかどうかはわからない」という意味のコメントが

ある．

注意 3.3.定理3.1の証明（以下で述べる）を見るとわかるが， Fabを構成するのに，各nに対して狭義射類

体F(n)の構成をしているわけではない． この点も (Kronecker-Weberの定理や虚数乗法論に比べると）不満

な点である．ただし，狭義Hilbert類体F(l)については， F(l)がCM体ならば

F(l) = F(u m(l) F(1),p(1)) 

であることがわかる．（証明は，下の補題3.4の証明を真似すればできる．）これを利用して，公式（4)を用い

た実2次体の狭義Hilbert類体の計算例がたくさんある ([DK21,§2.3]参照）．

以下，定理3.1の証明を与える．記号は前節のものを用いる．

次の補題が鍵である．

•9 類体論より，この条件は n を modulus とする F の狭義射類群 (narrowray class group)の中でp(n)= 0であることと同値で
ある．すなわち， p(n)はmodnで 1となる総正な元で生成される素イデアルをとればよい．

•10 pの下の素数pが奇数で， pがFで不分岐ならば仮定は満たされる． pは奇素数なので， Brumer-Stark予想（の 2部分）を仮定
する必要はない．

*11 2022年3月現在．
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補題 3.4(Stark [Sta76], Tate [Tat84, Chap. IV, Remarque 2.3], [DK21, Lemma 2.3]). H/Fを有限次巡

回拡大とし， HはCM体とする． s:= Soo(F) u Sram(H/F)とおく． pf/:SUTをHで完全分解する Fの
素点とする．

Up = UH,p E IQ)翫 UH,p

をBrumer-Stark単数とし（注意2.2参照）， U『EUH,p C HXとなる 0でない整数mをとる．（定理2.11よ

り， mは2べきにとれる．）このとき，

H=  F(u;,") 

が成り立つ．

証明． H/Fは巡回拡大なので， G:= Gal(H/F)の忠実な指標xが存在する．（すなわち， xは単射準同型
G→CXのことである．） H はCM体でs= Soo(F) u Sram(H/F)なので，（3)より Ls,T(X,0) =J 0である
ことに注意する．

任意のTEGal(H/F(u;,")）をとる． T=lを示せばよい． Brumer-Stark単数の定義より，

x―1(0rdμ(u;,")) = m ・ Ls,T(X, 0) 

であるが，左辺は次のようにも計算できる：

x―1(0rdμ(u;,")) = X―1(0rdp(T―lu;,")) 

=m・ Lor畑(6T―1up)X(a-)
uEG 

=m・区or曲（びUp)如）x(r)
uEG 

= m ・ Ls,T(X, 0) ・ x(r). 

よって

m ・ Ls,T(X, 0) = m ・ Ls,T(X, 0) ・ x(r) 

となるが， m・ Ls,T(X, 0)ヂ〇なのでx(r)= 1がわかる． xは単射なのでT= 1である． 口

補題3.4さえ言えれば，定理3.1の証明の残りは初等的な議論でなされる．次の 2つの補題は単なるガロア

理論なので，ここでは証明は省略する．

補題 3.5([DK21, Lemma 2.5]). H/Fを有限次アーベル拡大で， HはCM体とする．

Y := {H': H/Fの中間体げl'/Fは巡回拡大で， H'はCM体｝

とおく．すると，

H=  II H'（合成体）
H'ET 

が成り立つ．

補題 3.6([DK21, Lemma 2.6]). K/F を有限次アーベル拡大とし，《—I, 《可，．．．，ぴ五言 EK とする．（特

にKは総虚体である．） HcKを最大CM部分体とする． このとき，

K=H（占，．．．，~)

が成り立つ．
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定理 3.1 の証明． L:=F(ぃ可，．．．，ぴ豆コ•,{um(n) nc oF: 0でないイデアル｝）とおき， Fab= LをF(n)，p(n) | 
示す． LCpabは明らかなので， pabCLを示せばよい．すなわち，任意の有限次アーベル拡大K/Fに対し

て， KcLを示せばよい．

必要であればk を大きくして， R,✓<-可，．．． w厄~EK と仮定してよい．すると， HcK を最大 CM

部分体とするとき，補題3.6より

K=H（向，．．．，ご）

となる． V示―,...,《面こ「 ELなので， HcLを示せばよい．補題 3.5より， H/Fは巡回拡大と仮定して
よい．

H/Fの導手を nとする．すると， H c F(n)で， S,am(H/F)= Sram(F(n)/F)が成り立つ．よって命題

2.7（ノルム関係式）より，

u、
m(n) 
= NF(n)!H( 

m(n) 
H,p(n) F(n)／HUF(n)，p(n)) E HX 

が成り立つ． これより，特に um(n) はum(n)H,p(n) •~ ~F(n),p(n) ELの共役の積で書けるので， Lの元である (L/Fはアー

ベル拡大，特に正規拡大であることに注意する）．また補題 3.4より， H=F(u仇賃n))である．以上より，
HcLであることがわかり，証明が完成する． ロ
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